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Einleitung. 


Unter  allen  Konzeptionen  Jacobis  verdient,  wenn  man  die  daran 
sich  knüpfenden  Folgen  für  die  weitere  Entwicklung  der  Mathematik 
ins  Auge  faßt,  nach  dem  klassischen  Urteile  Dirichlets  die  erste  Stelle 
der  Gedanke,  jene  unendlichen  Produkte,  durch  deren  Quotienten 
Abel  die  elliptischen  Funktionen  dargestellt  hatte,  als  selbständige 
Transcendenten  in  die  Analysis  einzuführen.  Als  Jacobi  diese  Pro- 
dukte in  Reihenform  darstellte,  gelangte  er  zu  jenen  vier  unendlichen 
Reihen,  welche  nach  der  rein  zufälligen  Bezeichnung,  unter  der  sie 
zuerst  bei  ihm  auftreten,  heute  als  Thetareihen,  speziell  als  einfach 
unendliche  Thetareihen  oder  als  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen 
bekannt  sind. 

Bei  den  späteren  Darstellungen,  welche  Jacobi  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  in  seinen  Vorlesungen  gab,  hat  er  diese  Theta- 
reihen als  Ausgangspunkt  an  die  Spitze  der  ganzen  Lehre  gestellt, 
und  dieses  Verfahren  wurde  vorbildlich  für  die  Arbeiten  von  Göpel 
und  Rosenhain,  welche  nun  ihrerseits  ihren  Untersuchungen  über  die 
hyperelliptischen  Funktionen  erster  Ordnung  die  Betrachtung  von 
doppelt  unendlichen  Reihen  des  gleichen  Bildungsgesetzes  voraus- 
schickten; so  entstanden  die  zweifach  unendlichen  Thetareihen  oder 
die  Thetafunktionen  von  zwei  Veränderlichen. 

Daß  sich  das  Bildungsgesetz  der  Thetareihen  ohne  weiteres  auch 
zur  Herstellung  von  p- fach  unendlichen  Reihen  verwenden  läßt,  haben 
bereits  Göpel  und  Rosenhain  bemerkt;  es  schienen  aber  diese  j9-fach 
unendlichen  Thetareihen  ihnen  für  die  beabsichtigte  Theorie  der  hyper- 
elliptischen Funktionen  nicht  brauchbar,  da  sie  in  ihren  Modulen 
^p(p+l)  Parameter  enthalten,  die  hyperelliptischen  Funktionen 
vom  Geschlecht  p  aber  nur  von  2p  —  l  wesentlichen  Konstanten  ab- 
hängen. Erst  Weierstraß  und  Riemann  haben,  über  dieses  Bedenken 
sich  hinwegsetzend,  die  jp-fach  unendlichen  Thetareihen  in  die  Theorie 
der  hyperelliptischen  und  Abelschen  Funktionen  eingeführt  und  damit 
das  mächtigste  Instrument  für  diese  Lehren  geschaffen.  Es  war  aber 
dabei  wohl  im  Auge  zu  behalten,  daß  die  so  in  der  Theorie  der  hyper- 
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elliptischen  und  Abelschen  Funktionen  auftretenden  Thetareihen  nicht 
die  allgemeinen  sind^  daß  vielmehr  ihre  Modulen  gewissen  Bedingungen 
genügen,  vermöge  welcher  sich  die  Anzahl  der  unabhängigen  Kon- 
stanten im  hyperelliptischen  Falle  auf  2p— 1,  im  Abelschen  auf 
3p  —  S  reduziert. 

Welcher  Art  die  Bedingungen  für  die  Modulen  der  hyperellipti- 
schen Thetareihen  sind,  ist  ziemlich  früh  erkannt  worden;  sie  bestehen 
in  dem  Verschwinden  gewisser  geraden  Funktionen  fär  die  Nullwerte 
der  Argumente.  Für  die  Abelschen  Thetafiinktionen  hat  Schottky 
die  im  niedrigsten  Falle  p  =  4  (da  noch  fürjp  =  3  ijp(p+l)  = 
3jp  —  3  ist,  die  Abelschen  Thetafunktionen  also  allgemeine  sind)  zwi- 
schen den  Modulen  der  Thetareihe  bestehende  Beziehung  in  einer 
Relation  ziemlich  hohen  Grades  zwischen  geraden  Thetanullwerten 
gefunden. 

Von  diesen  speziellen  Abelschen  und  noch  spezielleren  hyper- 
elliptischen Thetafunktionen  handeln  das  neunte  und  zehnte  Kapitel 
des  vorliegenden  Buches.  Der  Gedanke,  eine  Übersicht  über  die 
Theorie  der  Abelschen  und  hyperelliptischen  Funktionen  selbst  zu 
geben,  mußte  wegen  des  geringen  zur  Verfügung  stehenden  Raumes 
von  vornherein  aufgegeben  werden;  damit  wurde  aber  die  Abgrenzung 
des  Darzustellenden  einigermaßen  willkürlich;  auch  konnte  hierbei 
für  die  beiden  Kapitel  nicht  der  gleiche  Gesichtspunkt  festgehalten 
werden. 

Die  allgemeinen  Thetafunktionen  haben  also,  um  zu  ihnen  zurück- 
zukehren, in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  keine  Verwendung 
gefunden.  Wie  sie  mit  dieser  Theorie  in  Verbindung  gebracht  werden 
können,  ist  erst  in  der  aUerjüngsten  Zeit  erkannt  worden.  Zu  dieser 
Erkenntnis  hat  aber  ein  andres,  davon  ganz  verschiedenes  Problem 
geführt. 

Gerade  umgekehrt  nämlich  wie  die  Thetafunktionen  für  die  Ver- 
wendung in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  zu  allgemein 
waren,  schienen  sie  zu  speziell,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  be- 
liebiger 2p- fach  periodischer  Funktionen  handelte;   denn  man  sieht 

zunächst  nicht  ein,  wie  die  2p^  Perioden  a)^„  T  ~~  /  «'      '  «  )  einer 

allgemeinen  2jp-£Eu^h  periodischen  Funktion  zu  der  Beschränkung 
kommen  sollen,  daß  die  nach  der  Normierung  (vgl.  dazu  pag.  113) 
der  ersten  p  Periodensysteme  an  Stelle  der  zweiten  auftretenden  Größen 
%^'  den  i  (p  -  1)  i>  Bedingungen  a^,  -  a^^,  (/*,  ;*'  =  1,  2,  •  •  -,  p; 
M  <  /^O  g^^^g^^}  und  der  weiteren,  daß  die  aus  ihren  reellen  Teilen 
gebildete  quadratische  Form  eine  negative  ist.  Andrerseits  aber  sind 
diese  beiden  Bedingungen  von  der  Thetareihe  unzertrennlich;  denn 
einmal  können  in  der  quadratischen  Form  des  Exponenten  überhaupt 
nicht  mehr  als  ^  p  (j?  +  i)  Parameter  untergebracht  werden,   imd 
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weiter  kann  die  Thetareihe  ohne  die  an  zweiter  Stelle  genannte  Be- 
dingung nicht  konvergieren;  sie  konvergiert  dann  allerdings  absolut 
und  für  alle  Werte  der  Argumente,  aber  eine  andre  Konvergenz 
gibt  es,  wie  ich  gezeigt  habe  (v.gl.  dazu  pag.  10  u.  f.),  bei  der  Theta- 
reihe überhaupt  nicht. 

Nun  hat  aber  im  Gegensatze  zu  dem  eben  Ausgeführten  Riemann 
schon  1860  den  Satz  ausgesprochen,  daß  jede  2p- fach  periodische 
Funktion  sich  durch  Thetafunktionen  darstellen  lasse,  und  es  haben 
Picard  und  Poincare,  nachdem  vorher  Weierstraß  eine  Reihe  von 
Sätzen  angegeben  hatte,  welche  die  Etappen  für  einen  Beweis  des 
Riemannschen  Satzes  bilden  können,  daran  anknüpfend  tatsäch- 
lich diesen  Satz  bewiesen,  indem  sie  zeigten,  daß  jeder  2|!»-fach 
periodischen  Funktion  f(^i\"'\v^  mit  den  2p^  Perioden  o^^ 
\'^i\''^  )  ^i^^ö  Klasse  algebraischer  Funktionen  von  einem  Ge- 
schlecht ^>jp  zugeordnet  werden  kann,  in  welcher  v^,  •••,!;  p 
linearunabhängige  Integrale  erster  Gattung  sind,  deren  Periodizitöts- 

modulen  Q^.  r  "~  /  „'      '  «^ )    »^    ^^^    2«   Querschnitten    der    zu- 
f*'  \«  =  1,  j,  •  •  •,  zg/ 

gehörigen  Riemannschen  Fläche  sich  linear  und  ganzzahlig  aus  den 

^fia  (a  ™  i'  2'  •  •'  2 »)  2^s^^^J^"^®^®*2®^-  -^"s  den  bekannten  bilinearen 
Relationen  zwischen  den  Q  folgen  jetzt  auch  bilineare  Relationen 
zwischen  den  cd  und  damit  ist  die  Grundlage  für  einen  Beweis  des 
Riemannschen  Satzes  gegeben. 

Von  der  Darstellung  der  allgemeinen  2jp-fach  periodischen  Funk- 
tionen durch  Thetafunktionen  handelt  das  vierte  Kapitel.  Dabei 
glaubte  ich  mich  für  den  Zweck  des  vorliegenden  Buches  auf  eine 
bloße  Skizzierung  des  Beweises  der  Weierstraßschen  Sätze,  in  der 
Weise  wie  es  Laurent  getan  hat,  beschiünken  und  von  einer  voll- 
standigen  Durchführung  desselben  absehen  zu  sollen.  Eine  solche  hat 
inzwischen  Poincar^  in  seiner  letzten  Abhandlung:  Sur  las  fonctions 
ab^ennes  (Acta  math.  Bd.  26.    1902,  pag.  43)  gegeben. 

Jene  Klasse  algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  q,  welche 
in  der  vorher  angegebenen  Weise  einer  beliebigen  2p- fach  periodischen 
Funktion,  also  auch  jeder  aus  Quotienten  allgemeiner  Thetafunktionen 
gebildeten,  zugeordnet  werden  kann,  charakterisiert  die  Eigenschaft, 
daß  die  2pq  Periodizitätsmodulen  von  p  linearunabhängigen  ihrer 
Integrale  erster  Gattung  sich  aus  2p*  Größen  linear  und  ganzzahlig 
zusammensetzen  lassen,  als  eine  spezielle,  diese  Integrale  selbst  aber 
als  solche,  welche  durch  Transformation  auf  Integrale  von  dem 
niedrigeren  Geschlecht  p  reduziert  werden  können. 

Die  so  mit  der  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen  ver- 
knüpfte Lehre  von  den  reduzierbaren  Abelschen  Integralen  wird  im 
elften  Kapitel  des  vorliegenden  Buches  behandelt.     Dasselbe  schließt 
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mit  dem  interessanten  Satze  Wirtingers^  durch  welchen  die  Beziehung 
der  allgemeinen  Thetafunktionen  zu  der  genannten  Klasse  reduzier- 
barer  Abelscher  Integrale  genauer  dahin  präzisiert  wird^  daß  es  Abelsche 
Thetafunktionen  vom  Geschlecht  q  gibt,  welche  nach  einer  Trans- 
formation höheren  Grades  in  Produkte  je  einer  Thetafunktion  von  p 
und  einer  von  q—  p  Variablen  zerfallen,  derart,  daß  die  ersteren  all- 
gemeine Thetafunktionen  sind.  In  dieser  Weise  ist  es  geluugen,  die 
allgemeinen  Thetafunktionen  in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
unterzubringen,  nicht  bei  den  Funktionen  vom  Geschlecht  p,  sondern 
bei  speziellen,  reduzierbaren  Funktionen  eines  höheren  Geschlechts. 

Die  zu  reduzierbaren  Abelschen  Integralen  gehörigen,  also  nach 
einer  •Transformation  höheren  Grades  in  Produkte  von  Funktionen 
von  weniger  Veränderlichen  zerfallenden  Thetafunktionen  spielen  noch 
in  anderer  Hinsicht  eine  wichtige  Rolle,  indem  sie  stets  komplexe 
Multiplikationen  besitzen,  d.  h.  fQr  sie  Transformationen  existieren, 
bei  denen  die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich  sind. 
Diese  Lehre  von  der  komplexen  Multiplikation  ist,  im  wesentlichen 
der  Darstellung  von  Frobenius  folgend,  im  sechsten  Kapitel  behandelt. 
Daß  dieselbe  einer  Ergänzung  in  der  Art  bedarf,  daß  auch  die  „sin- 
gulären^'  Transformationen  im  Sinne  Humberts  berücksichtigt  werden, 
ist  dort  am  Schlüsse  erwähnt;  auch  der  Zusammenhang  mit  den 
reduzierbaren  Integralen  bedarf  noch  der  genaueren  Ausführung. 

In  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  werden  fast  ausschließ- 
lich die  im  siebenten  Kapitel  behandelten  Thetafunktionen  mit  halben 
Charakteristiken  verwendet,  und  es  spielen,  sobald  es  sich  um  die 
Lösung  spezieller  Probleme  handelt,  die  zwischen  den  2*^  derartigen 
Funktionen  bestehenden  Relationen,  die  Additionstheoreme  ihrer  Quo- 
tienten und  jene  Gleichungen,  welche  die  ursprünglichen  und  die 
transformierten  Thetafunktionen  miteinander  verknüpfen,  eine  wichtige 
Rolle.  Von  diesen  Beziehungen  sucht  das  vorliegende  Buch  eine 
möglichst  vollständige  und  einen  einheitlichen  Gesichtspunkt  wahrende 
Darstellung  zu  geben.  Nachdem  eingehende  Untersuchungen  in  diesem 
Gebiete  ergeben  hatten,  daß  alle  in  Frage  kommenden  Gleichungen 
zwischen  Thetafunktionen  durch  direkte  Umformung  der  uneudlichen 
Reihen  gewonnen  werden  können,  mußte  dieses  Hilfsmittel,  als  das 
elementarste,  für  deren  Ableitung  benutzt  werden,  und  da  sich  weiter 
gezeigt  hatte,  daß  diese  Umformungen  durchaus  nicht  auf  Thetareihen 
beschränkt,  sondern  ohne  Änderung  auf  ganz  beliebige  unendliche 
Reihen  anwendbar  sind,  so  schien  es  wünschenswert,  sie  auch  in 
dieser  allgemeinen  Form  darzusteUen.  Dies  ist  für  die  erste  der 
derartigen  Umformungen  unendlicher  Reihen,  welche  durch  Einführung 
neuer  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Substitution 
mit  rationalen  Koeffizienten  erhalten  wird,  im  zweiten  Kapitel,  für 
die  zweite,  nämlich  für  die  durch  die  Fouriersche  Formel  bewirkte. 
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im  dritten  Kapitel  geschehen.  Die  dadurch  gewonnenen  Umformungen 
einer  beliebigen  jp-fach  unendlichen  Reihe  (VIII.  Satz  pag.  60  und 
nL  Satz  pag.  102)  liefern  sodann,  auf  Thetareihen  angewendet,  jene 
Thetaformeln  ganz  allgemeinen  Charakters  (IX.  Satz  pag.  67,  XTTT.  Satz 
pag.  80  und  V.  Satz  pag.  108),  denen  aUe  im  späteren  Verlaufe  not- 
wendig werdenden  Formeln  als  spezielle  Fälle  entnommen  werden 
können.  Hierzu  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  gemacht  werden. 
Die  soeben  gewonnenen  Thetaformeln  sind,  wie  aus  ihrer  Ent- 
stehung folgt,  natürlich  für  allgemeine  Thetafanktionen  giütig;  sie 
sind  weiter  für  Thetafunktionen  mit  ganz  beliebigen  Charakteristiken 

k1  aufgestellt.    Es  wird  nun  allerdings  (pag.  29)  gezeigt,  daß  man 

unbeschadet  der  Allgemeinheit  diese  Größen  g,  h  als  reell  voraus- 
setzen kann,  da  jede  Thetafanktion  mit  einer  beliebigen  komplexen 
Charakteristik  einer  solchen  mit  einer  reellen  gleich  ist;  dies  schließt 
aber  nicht  aus,  daß  bei  besonderen  Untersuchungen  die  Zulassung 
komplexer  Charakteristiken  vorteilhaft  sein  kann-,  f&r  diesen  Fall  ist 
es  nicht  unwichtig  zu  bemerken,  daß  alle  Formeln  des  ersten  Teiles 
auch  dann  noch  bestehen  bleiben,  wenn  die  Größen  g,  h  aufhören 
reell  zu  sein. 

Die  im  zweiten  Kapitel  dargestellte  Umformimg  einer  unendlichen 
Reihe  war  von  mir  schon  früher  mitgeteilt  worden  (vgl.  dazu  pag.  50); 
in  §  3  gehe  ich  aber  einen  nicht  unwesentlichen  Schritt  über  diese 
frühere  Darstellung  hinaus,  indem  ich  zeige,  daß  ebenso,  wie  die  dar- 
gestellte Umformung  der  unendlichen  Reihe  selbst  nicht  auf  Theta- 
funktionen beschränkt  ist,  so  auch  jene  Operationen,  welche  man  mit 
der  gewonnenen  Thetaformel  vorzunehmen  pflegt  (vgl.  dazu  als  Bei- 
spiel die  an  die  Riemannsche  Thetaformel  geknüpften  Untersuchungen 
pag.  309  u.  f.),  an  der  allgemeinen,  die  Umformung  einer  beliebigen 
unendlichen  Reihe  darstellenden  Formel  (X)  pag.  60  ausgeführt  werden 
können.  Auch  aus  ihr  kann  man  nämlich  ein  System  von  Formeln 
ableiten,  welche,  während  auf  die  linke  Seite  immer  eine  andere 
unendliche  Reihe  tritt,  auf  den  rechten  Seiten  alle  die  nämlichen 
unendlichen  Reihen  enthalten,  und  kann  aus  diesem  Systeme  von 
Formeln  durch  lineare  Verbindung  aller  oder  eines  Teiles  von  ihnen 
neue  Formeln  ableiten,  welche  alle  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
auf  ihren  linken  Seiten  stehenden  ursprünglichen  und  den  auf  den 
rechten  Seiten  stehenden  transformierten  Reihen  sind,  und  man  kann 
insbesondere  das  erhaltene  Formelsystem  umkehren,  d.  h.  eine  beliebige 
der  transformierten  Reihen,  wie  sie  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln 
stehen,  durch  die  ursprünglichen,  auf  den  linken  Seiten  stehenden 
ausdrücken  (Formel  (85)  pag.  64). 

Bei  der  Anwendung  der  eben  genannten  allgemeinen  Umformung 
einer  unendlichen  Reihe  (Formel  (X)  pag.  60)  auf  ein  Produkt  von 
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Thetareihen  in  §  6  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Modulen  dieser  Theta- 
funktionen  ganzzahlige  Vielfache  der  Modulen  a^^.  einer  einzigen 
Thetafiinktion  seien.     Für  die  lineare  Substitution,  durch  welche  an 

Stelle  der  bisherigen  np  Summationsbuchstaben  wjf^  V   ^  i'  2  •  ■  '    / 

die  np  neuen  Summationsbuchstaben  wt  (  Zi'o'  '  )  ^^'^^^'^^ 
werden,  folgt  dann,  wenn  man  nur  voraussetzt,  daß  zwischen  den 
a^^,  keine  lineare  Relation  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  bestehe, 
notwendig  die  Eigenschaft,  daß  sie  in  jeder  ihrer  Gleichungen  nur 
Größen  m  und  n  mit  demselben  untern  Index  enthalte,  und  ich  habe 
femer  bewiesen  (vgl.  dazu  pag.  84),  daß  unter  der  gleichen  Annahme 
sich  aus  Substitutionen  dieser  speziellen  Art  und  den  in  §  4  an- 
gegebenen Umformungen  einer  einzelnen  Thetareihe  die  allgemeinste 
Substitution  zusammensetzen  läßt,  welche  überhaupt  ein  Produkt  von 
n  Thetafunktionen  in  ein  Aggregat  solcher  Produkte  überführt.  Beides 
triflEt  nicht  mehr  zu,  wenn  die  Modulen  a  .  in  der  angegebenen  Weise 
spezialisiert,  die  Thetafunktionen  also  „singulare"  im  Sinne  Humberts 
sind;  für  solche  Funktionen  existieren  neben  den  aus  den  Formeb 
des  zweiten  Kapitels  hervorgehenden,  für  alle  Thetafunktionen  gültigen 
Formeln  noch  spezielle,  darin  nicht  enthaltene,  welche  den  „singu- 
lären"  Transformationen  (vgl.  dazu  pag.  130)  Humberts  entsprechen. 
So  dürfte  es  möglich  sein,  auch  von  dieser  rein  formalen  Seite  her 
in  die  Theorie  der  singulären  Thetafunktionen  einzudringen. 

Karlsruhe,  den  2.  Februar  1903. 
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mit  dem  interessanten  Satze  Wirtingers^  durch  welchen  die  Beziehung 
der  allgemeinen  Thetafunktionen  zu  der  genannten  Klasse  reduzier- 
barer Abelscher  Integrale  genauer  dahin  präzisiert  wird^  daß  es  Abelsche 
Thetafunktionen  vom  Oeschlecht  q  gibt,  welche  nach  einer  Trans- 
formation höheren  Grades  in  Produkte  je  einer  Thetafunktion  von  p 
und  einer  von  q—p  Variablen  zerfallen,  derart,  daß  die  ersteren  all- 
gemeine Thetafunktionen  sind.  In  dieser  Weise  ist  es  gelungen,  die 
allgemeinen  Thetafunktionen  in  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
unterzubringen,  nicht  bei  den  Funktionen  vom  Oeschlecht  p,  sondern 
bei  speziellen,  reduzierbaren  Funktionen  eines  höheren  Oeschlechts. 

Die  zu  reduzierbaren  Abelschen  Integralen  gehörigen,  also  nach 
einer  •Transformation  höheren  Grades  in  Produkte  von  Funktionen 
von  weniger  Veränderlichen  zerfallenden  Thetafunktionen  spielen  noch 
in  anderer  Hinsicht  eine  wichtige  Bolle,  indem  sie  stets  komplexe 
Multiplikationen  besitzen,  d.  h.  für  sie  Transformationen  existieren, 
bei  denen  die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich  sind. 
Diese  Lehre  von  der  komplexen  Multiplikation  ist,  im  wesentlichen 
der  Darstellung  von  Frobenius  folgend,  im  sechsten  Kapitel  behandelt. 
Daß  dieselbe  einer  Ergänzung  in  der  Art  bedarf,  daß  auch  die  „sin- 
gulären'^  Transformationen  im  Sinne  Humberts  berücksichtigt  werden, 
ist  dort  am  Schlüsse  erwähnt;  auch  der  Zusammenhang  mit  den 
reduzierbaren  Integralen  bedarf  noch  der  genaueren  Ausführung. 

In  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  werden  fast  ausschließ- 
lich die  im  siebenten  Kapitel  behandelten  Thetafimktionen  mit  halben 
Charakteristiken  verwendet,  und  es  spielen,  sobald  es  sich  um  die 
Lösung  spezieller  Probleme  handelt,  die  zwischen  den  2*''  derartigen 
Funktionen  bestehenden  Relationen,  die  Additionstheoreme  ihrer  Quo- 
tienten und  jene  Gleichungen,  welche  die  ursprünglichen  und  die 
transformierten  Thetafunktionen  miteinander  verknüpfen,  eine  wichtige 
Rolle.  Von  diesen  Beziehungen  sucht  das  vorliegende  Buch  eine 
möglichst  vollständige  und  einen  einheitlichen  Gesichtspunkt  wahrende 
Darstellung  zu  geben.  Nachdem  eingehende  Untersuchungen  in  diesem 
Gebiete  ergeben  hatten,  daß  alle  in  Frage  kommenden  Gleichungen 
zwischen  Thetafunktionen  durch  direkte  Umformung  der  unendlichen 
Reihen  gewonnen  werden  können,  mußte  dieses  Hilfsmittel,  als  das 
elementarste,  für  deren  Ableitung  benutzt  werden,  und  da  sich  weiter 
gezeigt  hatte,  daß  diese  Umformungen  durchaus  nicht  aiif  Thetareihen 
beschränkt,  sondern  ohne  Änderung  aiif  ganz  beliebige  unendliche 
Reihen  anwendbar  sind,  so  schien  es  wünschenswert,  sie  auch  in 
dieser  allgemeinen  Form  darzustellen.  Dies  ist  für  die  erste  der 
derartigen  Umformungen  unendlicher  Reihen,  welche  durch  Einführung 
neuer  Summati  onsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Substitution 
mit  rationalen  Koeffizienten  erhalten  wird,  im  zweiten  Kapitel,  für 
die  zweite,  nämlich  für  die  durch  die  Fouriersche  Formel  bewirkte, 


Einleitung.  IX 

im  dritten  Kapitel  geschehen.  Die  dadurch  gewonnenen  Umformungen 
einer  beliebigen  2}-fach  unendlichen  Reihe  (YIII.  Satz  pag.  60  und 
in.  Satz  pag.  102)  liefern  sodann^  auf  Thetareihen  angewendet^  jene 
Thetaformeln  ganz  allgemeinen  Charakters  (IX.  Satz  pag.  67,  XIII.  Satz 
pag.  80  und  V.  Satz  pag.  108),  denen  alle  im  späteren  Verlaufe  not- 
wendig werdenden  Formeln  als  spezielle  Fälle  entnommen  werden 
können.  Hierzu  mögen  noch  folgende  Bemerkungen  gemacht  werden. 
Die  soeben  gewonnenen  Thetaformebi  sind,  wie  aus  ihrer  Ent- 
stehung folgt,  natürlich  fiir  allgemeine  Thetafanktionen  gültig;  sie 
sind  weiter  für  Thetafunktionen  mit  ganz  beliebigen  Charakteristiken 

KJ  angestellt.    Es  wird  nun  allerdings  (pag.  29)  gezeigt,  daß  man 

unbeschadet  der  Allgemeinheit  diese  Größen  ^,  h  als  reell  voraus- 
setzen kann,  da  jede  Thetafimktion  mit  einer  beliebigen  komplexen 
Charakteristik  einer  solchen  mit  einer  reellen  gleich  ist;  dies  schließt 
aber  nicht  aus,  daß  bei  besonderen  Untersuchungen  die  Zulassung 
komplexer  Charakteristiken  vorteilhaft  sein  kann;  für  diesen  Fall  ist 
es  nicht  unwichtig  zu  bemerken,  daß  alle  Formeln  des  ersten  Teiles 
auch  dann  noch  bestehen  bleiben,  wenn  die  Größen  g,  h  aufhören 
reell  zu  sein. 

Die  im  zweiten  Kapitel  dargestellte  Umformung  einer  unendlichen 
Reihe  war  von  mir  schon  früher  mitgeteilt  worden  (vgl.  dazu  pag.  50); 
in  §  3  gehe  ich  aber  einen  nicht  unwesentlichen  Schritt  über  diese 
frühere  Darstellung  hinaus,  indem  ich  zeige,  daß  ebenso,  wie  die  dar- 
gestellte Umformung  der  unendlichen  Reihe  selbst  nicht  auf  Theta- 
funktionen beschränkt  ist,  so  auch  jene  Operationen,  welche  man  mit 
der  gewonnenen  Thetaformel  vorzunehmen  pflegt  (vgl.  dazu  als  Bei- 
spiel die  an  die  Riemannsche  Thetaformel  geknüpften  Untersuchungen 
pag.  309  u.  £),  an  der  allgemeinen,  die  Umformung  einer  beliebigen 
unendlichen  Reihe  darstellenden  Formel  (X)  pag.  60  ausgeführt  werden 
können.  Auch  aus  ihr  kann  man  nämlich  ein  System  von  Formeln 
ableiten,  welche,  während  auf  die  linke  Seite  immer  eine  andere 
unendliche  Reihe  tritt,  auf  den  rechten  Seiten  alle  die  nämlichen 
unendlichen  Reihen  enthalten,  und  kann  aus  diesem  Systeme  von 
Formeln  durch  lineare  Verbindung  aller  oder  eines  Teiles  von  ihnen 
neue  Formeln  ableiten,  welche  alle  lineare  Gleichungen  zwischen  den 
auf  ihren  linken  Seiten  stehenden  ursprünglichen  und  den  auf  den 
rechten  Seiten  stehenden  transformierten  Reihen  sind,  und  man  kann 
insbesondere  das  erhaltene  Formelsystem  umkehren,  d.  h.  eine  beliebige 
der  transformierten  Reihen,  wie  sie  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln 
stehen,  durch  die  ursprünglichen,  auf  den  linken  Seiten  stehenden 
ausdrücken  (Formel  (85)  pag.  64). 

Bei  der  Anwendung  der  eben  genannten  allgemeinen  Umformung 
einer  unendlichen  Reihe  (Formel  ^)  pag.  60)  auf  ein  Produkt  von 
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Thetareihen  in  §  6  wird  vorausgesetzt^  daB  die  Modulen  dieser  Theta- 
funktionen  ganzzahlige  Vielfache  der  Modulen  a^^.  einer  einzigen 
Thetafunktion  seien.     Für  die  lineare  Substitution,  durch  welche  an 

Stelle  der  bisherigen  np  Summationsbuchstaben  t»Jf^  l    Z  i'  2     •  •'    / 

die  np  neuen  Summationsbuchstaben  wi^^  \    1^\\'  j  eingeführt 

werden,  folgt  dann,  wenn  man  nur  voraussetzt,  daß  zwischen  den 
a^^,  keine  lineare  Relation  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  bestehe, 
notwendig  die  Eigenschaft,  daß  sie  in  jeder  ihrer  Gleichungen  nur 
OröBen  m  und  n  mit  demselben  untern  Index  enthalte,  und  ich  habe 
femer  bewiesen  (vgl.  dazu  pag.  84),  daß  unter  der  gleichen  Annahme 
sich  aus  Substitutionen  dieser  speziellen  Art  und  den  in  §  4  an- 
gegebenen Umformungen  einer  einzelnen  Thetareihe  die  allgemeinste 
Substitution  zusammensetzen  läßt,  welche  überhaupt  ein  Produkt  von 
n  Thetafunktionen  in  ein  Aggregat  solcher  Produkte  überführt.  Beides 
trifft  nicht  mehr  zu,  wenn  die  Modulen  a  ,  in  der  angegebenen  Weise 
spezialisiert,  die  Thetafunktionen  also  „singuläre^^  im  Sinne  Himiberts 
sind;  für  solche  Funktionen  existieren  neben  den  aus  den  Formeln 
des  zweiten  Kapitels  hervorgehenden,  für  alle  Thetafunktionen  gültigen 
Formeln  noch  spezielle,  darin  nicht  enthaltene,  welche  den  „singu- 
lären^^  Transformationen  (vgl.  dazu  pag.  130)  Humberts  entsprechen. 
So  dürfte  es  möglich  sein,  auch  von  dieser  rein  formalen  Seite  her 
in  die  Theorie  der  singulären  Thetafunktionen  einzudringen. 

Karlsruhe,  den  2.  Februar  1903. 
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Erster  Teil. 

Bie  aUgemeinen  TiLetafanktionen 
mit  beliebigen  Charakteristiken. 


Erstes  Kapitel. 

Definition  nnd  Hanpteigenschaften  der 
Thetafnnktionen. 

§1. 

Die  einfitoh  nnendllohe  Thetarelhe. 

Unter  einer  einfach  onendliclien  Thetareihe  verstellt  man  eine 
unendliche  Beihe 

(1)  Z''^> 

bei  der  der  Logarithmus  des  allgemeinen  Gliedes  eine  ganze  rationale 
Funiddon  zweiten  Orades  des  Summationsbuchstabens,  also: 

(2)  g     ^^m»+26m  +  c 

ist,  wo  a,  b,  c  vom  Summationsbuchstaben  unabhängige  Größen  be- 
zeichnen. 

Die  Untersuchung  über  die  Konvergenz  der  Thetareihe  zerfallt 
in  zwei  Teile.  Im  ersten  Teile  wird  eine  notwendige  Bedingung  der 
Konvergenz  ermittelt;  im  zweiten  Teile  wird  gezeigt,  daß  die  ge- 
fundene notwendige  Konvergenzbedingung  auch  hinreichend  ist. 

Soll  eine  Reihe  (1)  konvergieren,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß 
sie  aus  zwei  selbständigen  konvergenten  Reihen: 

(3)  i^o  +  ^l+^2  +  '-  +  ^m+"' 

und 

(4)  i^0  +  ^-l+^-2  +  -"  +  ^-m+-- 

besteht,  so  muß: 

(5)  lim£f^^  =  0,     also  auch     limig^g_^  =  0 

sein.     Nun  ist  aber  für  die  gegebene  Thetareihe: 

(6)  '>n,'>-m=^'"'"**'. 


4  I.  1.  Die  einfach  unendliche  Thetareihe. 

und  es  ergibt  sich  daher  als  notwendige  Eonvergenzbedingung  die, 
daß  der  reelle  Teil  r  der  Größe  a  =  r  +  si  einen  negativen  Wert 
besitze. 

Diese  Bedingung  r  <  0,  ohne  welche,  wie  soeben  gezeigt,  von 
Konvergenz  keine  Rede  sein  kann,  reicht  aber  auch  dazu  hin,  daß 
die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  für  alle  endlichen  Werte  der 
Größen  h  =  v  +  wi  und  c  =  k  +  li,  und  weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß 
auch  ihre  Modulreihe: 

+  00 

m= — 00 

konvergent  ist.  Der  Beweis  für  diese  Behauptung  ergibt  sich  sofort 
aus  dem  Satze: 

„Eine  Reihe  öq  +  ^i  +  ^  +  ' "  *  +  ^m  +  *  * '  ™^*  positiven  Gliedern 
konvergiert,  wenn: 

(8)  lim-^+i<l 

m  =  00        m 

ist^';  oder  aus  dem  Satze: 

„Eine  Reihe  %  +  0^  +  a^  + t-«m  +  *"  ^^* positiven  Gliedern 

konvergiert,  wenn: 

(9)  Iim'>/^<1 

m=ao 

ist'*,  weil  far  die  Modulreihe  (7): 

(10)  ^(^ü±l)  _  ^(Sm  +  l)±2.^        Y^m  =  ^"-^" 


also,  sobald  r  <0: 

(11)  lim-t^>  =  0,      lim>/^  =  0 

ist. 

Das  Resultat  der  angestellten  Untersuchung  lautet  also: 

I.  Satz:   Die  einfach  unendliche  Tlietareihe: 

+  00 

m== — 00 

konvergiert  und  istvar  absolut  und  für  dUe  endlichen  Werte  der  Größen 
b  und  c,  wenn  der  reelle  Teü  r  der  Größe  a  =  r  +  si  negativ  ist. 

Man  nehme  nun  an,  daß  die  Größe  a  =^  r  +  si  die  für  die  Kon- 
vergenz der  Thetareihe  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  r<0 
erfülle;  die  Größe  b  betrachte  man  als  unabhängige  komplexe  Ver- 
änderliche und  entsprechend  den  Wert  der  Reihe  als  Funktion  dieser 
Veränderlichen;  die  Größe  c   endlich  setze  man  gleich  NuU.     Die  so 
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definierte  Funktion  wird  Thetafunktion  genannt  und,  indem  statt  des 
Buchstabens  b  der  Buchstabe  u  gewählt  wird,   mit  d'(u)  bezeichnet. 
Die  Thetafunktion  0"(ti)  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

+  00 

(U)  ^(w)  =  2'^"*''^*"*'*5 

m= — 00 

die  Größe  u  ist  eine  unabhängige  komplexe  Veränderliche  und  wird  das 
Argunwnt  der  Thetafunktion  genannt;  die  Größe  a  =  r  +  si  ist  an  die 
Konvergenzbedingung  r  <  0  geknüpft  uml  heißt  der  Modul  der  Theta- 
funktion. 

Die  einfach  unendliche  Thetareihe  findet  sich  zuerst  bei  Fourier^) 
im  vierten  Kapitel  seiner  Theorie  analyiique  de  la  chaleur;  in  die 
Funktionentheorie  eingeführt  und  in  ihrer  großen  Bedeutung  für  diese 
erkannt  wurde  sie  von  Jacobi.^) 

Aus  der  Definitionsgleichung  (11)  ergibt  sich  sofort  als  erste 
Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

(12)  ^{u  +  ni)  ^  ^{xt)', 

die  Thetafunktion  ist  also  eine  periodische  Funktion  mit  der  Periode 
%i.     Weiter  ist: 

<Ö'(u  +  a)  =  ^e«'«'  +  »"*("+«) 

(13)  m=-oo 

^_g-a-2u    ^^  ^  (w+  If  +  2(m  +  l)u 

m= — 00 

Beachtet  man  aber,  daß  die  unendliche  Reihe  (U)  nur  eine  Umstellung 
ihrer  Glieder,  also  keine  Änderung  ihres  Wertes  erleidet,  wenn  man 
den  Summatiousbuchstaben  m  um  1  vermehrt,  daß  also  auch  die  am 
Ende  von  (13)  stehende  Reihe  den  Wert  ^{u)  besitzt,  so  ergibt  sich 
aus  (13)  als  zweite  Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

(14)  ^{u  +  a)  =  6-«-»«^(w). 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  Gleichungen  (12)  und  (14)  folgt 
für  beliebige  ganze  Zahlen  x,  A: 


1)  Fourier,  Theorie  analytique  de  la  chalenr.    Paris  1822,  pag.  333. 

2)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  functionum  cUipticarum.  1829. 
Ges.  Werke  Bd.  1.  Berlin  1881,  pag.  228;  insbesondere  aber:  Jacobi,  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen,  aus  den  Eigenschaften  der  Thetareihen  abgeleitet. 
Nach  einer  Vorlesung  Jacobis  in  dessen  Auftrag  ausgearbeitet  von  Borchardt. 
W.  S.  1839 — 40,  ebenda  pag.  497.  Wegen  des  Datums  dieser  Vorlesung  vergl. 
Kronecker,  Ober  die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehung  der  Jacobischen  Theta- 
fonneln.    Berl.  Ber.  1891,  pag.  658  und  J.  für  Math.  Bd.  108.    1891,  pag.  380. 
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(15)  d-iu  +  xa  +  Xxi)  =  ^-'^«-«»«a'Cw), 

eine  Oleichimg,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  auch  direkt  mit  Hilfe 

der  Gleichung: 

.^^.  am^  +  2m(ii  +  xa  +  Aäi) 

=  a{m  +  xy  +  2(m  +  x)u  +  2mkni  —  x^a  —  2xu 

überzeugen  kann^  wenn  man  beachtet  ^  daß  einerseits  die  unendliche 
Reihe  (IX)  den  Wert  -©"(u)  behält^  wenn  man  m  um  x  vermehrt, 
andererseits  e*"*^''*  für  alle  ganzen  Zahlen  m  und  X  den  Wert  1  hat. 
Endlich  folgt  aus  (U)  durch  gliedweise  DijQTerentiation  der  unend- 
lichen Reihe  die  dritte  Eigenschaft  der  Thetafunktion: 

(17)  3^  =  4^4^. 

Man  hat  so  den 

n.  Sats:  Die  durch  die  Gleichung  (II)  definierte  Tlietafunktion 
d'(u)  genügt  der  Gleichung: 

(III)  d'{u  +  xa  +  kni)  =  c-'^«-«*"^(m), 

in  der  x,  k  hdid)ige  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Aus  dieser  Gleichung 
gelienj  indem  man  das  eine  Mal  A  =  1  und  x  =  0,  das  a^ndere  Mal 
X  =  1  wid  A  =  0  setzt,  die  speziellen  Ghidiungen: 

(IV)  ^(m  +  ni)  =  ^(m), 

(V)  »{u  +  a)    =6-«-2-^(m) 

hervor y  aus  denen  fnan  mngekehrt  die  Gleidiung  (III)  wieder  erzeugen 
kann.  Die  in  den  Gleichungen  (IV)  und  (V)  als  Änderungen  des 
Argumentes  u  auftretenden  Größen  ^i  und  a  werden  die  Periodizitäts- 
modulen  der  Tlietafunktion  genannt.  Weiter  genügt  die  Tfietafunktion 
der  Differentialgleichung: 

(VI)  ^  =  4^). 
^     ^  ou*  da 

Die  im  U.  Satze  niedergelegten  Eigenschaften  der  Funktion  ^(u) 
charakterisieren  zusammen  mit  der  Bedingung,  daß  die  Funktion 
einwertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei,  diese  Funktion 
vollständig.     Es  gilt  nämlich  der 

HL  Sata:  Erfüllt  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen  Werte 
van  u  stetige  Funktion  G(u)  der  komplexen  Veränderlichen  u  die  Glei- 


(Vn)  G{u  +  ni)  =  G{u), 

(VIII)  G{u  +  a)  =e—^-G{u), 

oder,  was  dasselbcy  bei  beliebigen  ganzzahligen  Werten  von  x  und  k  die 
Gleichung: 
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(IX)  G(u  +  xa  +  kni)  =  e-^«-»*«G(w), 

so  kann  sie  sich  von  der  Funktion  d'{u)  nur  um  einen  von  u  freien 
Faktor  unterscheiden;  erfüllt  sie  außerdem  die  Differentialgleiciiung: 

m  g'^^W  _  j^dG{u) 

^    ^  du*  da    ^ 

so  ist  dieser  Faktor  auch  von  dem  Modul  a  unabhängig. 

Beweis:   Betrachtet   man    G(u)   als   Funktion   der   neuen   Ver- 
änderlichen 

(18)  g  =  e^% 

so  ist  sie  eine  einwertige  und  für  alle  von  Null  verschiedenen  end- 
lichen Werte  von  z  stetige  Funktion  dieser  Veränderlichen  und  läßt 
sich  demgemäß  für  alle  genannten  Werte  von  z  in  dieselbe  nach 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  g  foi-tschreitende  Reihe  ent- 
wickeln. Kehrt  man  sodann  zur  ursprünglichen  Variablen  u  zurück, 
so  erhält  man  die  für  alle  endlichen  Werte  von  u  giltige  Entwicklung: 

+  00 

(19)  G(u)  =  2Ay-% 

1/1  =  — 00 

wobei  die  Ä„^  von  u  unabhängige  Größen  bezeichnen.  Führt  man 
diese  Reihe  an  Stelle  von  G(u)  in  die  Gleichung  (IX)  ein,  so  ver- 
wandelt sich  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in  eine  nach 
den  ganzen  Potenzen  von  e^**  fortschreitende  Reihe,  und  es  ergibt  sich, 
wenn  man  berücksichtigt,  daß  zwei  solche  Reihen  nur  dann  für  alle 
Werte  von  u  einander  gleich  sein  können,  wenn  die  Koeffizienten 
gleich  hoher  Potenzen  von  c***  beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Kon- 
stanten A  die  Beziehung: 

(20)  4„^,  =  ^„e"(»"'+'') 

als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion 
G{ü)  der  Gleichung  (IX)  genügt.  Setzt  man  in  (20)  w  =  0  und 
hierauf  m  statt  x,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(21)  ^„.  =  Ac«"", 

in  welcher  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  vertritt,  und  aus  welcher 
wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (20)  erhalten  werden  kann.  Führt 
man  aber  diesen  Wert  an  Stelle  von  A^  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (19)  ein,  so  erhält  man  endlich: 


:^)=a2^" 


(22)  G{U)  =  A^^  gam>  +  2mu_  J^^(^) 

Wi= — 00 

und  hat  damit  bewiesen,  daß  die  Funktion  G(u),  wenn  sie  den  Glei- 
chungen (VII)  und  (VIII)  genügt,  sich  von  der  Funktion  d'(u)  nur 
um  einen  von  u  imabhängigen  Faktor  unterscheidet. 


I.  1.  Die  einfach  unendliche  Thetareihe. 


Ersetzt  man  nun  weiter  auf  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichung  (X)  die  Funktion  G{u)  aus  der  Gleichung  (22),  so  erhält 
man,  weil  Ä^  von  u  unabhängig  ist,  zunächst: 


und  hieraus  sofort  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (VI): 

da 


(24) 


0. 


Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  Äq,  wenn  die  Funktion  G{u)  der  Glei- 
chung (X)  genügt,  auch  von  dem  Modul  a  der  Thetafunktion  unab- 
hängig ist. 

Repräsentiert  man  die  Werte  der  unabhängigen  Variablen  u  durch 
die  Punkte  einer  Ebene,  so  bestimmen  die  vier  Werte  m  =  0,  a,  üti, 

a  +  ni  ein  Parallelogramm  TIq.  Zieht  man 
femer  durch  alle  Punkte  u  =  xa  und 
u  =^  Xtci,  wo  X  und  A  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, Gerade  parallel  den  Seiten  dieses 
Parallelogrammes,  so  wird  die  ganze  Ebene 
in  kongruente  Parallelogramme  zerschnitten. 
Einem  jeden  Punkte  u  in  einem  beliebigen 
dieser  Parallelogramme  entspricht  nun  ein 
ihm  „kongruenter^^  Punkt  UQ=u  —  xa  —  X7Cf 
Fig.  1.  oder  kürzer   u^Uq   in    Uq,   und  es  kann 

der  Wert  der  Thetafunktion  im  Punkte  u 
mit  Hilfe  der  Formel  (III)  aus  ihrem  Werte  im  Punkte  Uq  berechnet 
werden.  In  diesem  Sinne  genügt  es,  den  Werteverlauf  der  Funktion 
^•(u)  in  Uq  zu  untersuchen;  insbesondere  verschwindet  die  Theta- 
funktion in  einem  Punkte  u  dann  und  nur  dann,  wenn  auch  0'(Wq)  =  0 
ist.  Es  soll  hier  die  Frage  beantwortet  werden,  in  wieviel  Punkten 
von  Uq  und  in  welchen  d'(u)  verschwindet. 

Die  Anzahl   der  Nullpunkte   von  d'(u)   in  Uq   und   die  Summe 
dieser  Nullpunkte  werden  durch  die  Integrale: 


(25) 


geliefert,  die  in  positiver  Richtung  um  77^  zu  erstrecken  sind, 
ist  aber  allgemein: 

4-  Ät  Ä«4-a 


Nun 


(26) 


lf{u)  du  =   //■(«)  du  +  jf{u)  du  +  jf{u)  du+  I  f{u)  du 

Ho  0  ni  ni-(-a  a 

ni  a 

'=f{fiu)-f(u  +  a))du-f{f{u)-f{u  +  m')]du, 
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und  da  weiter  den  Gleichungen  (FV),  (V)  zufolge: 

^      *  du  du       '  du  du 

isty  SO  erhält  man: 

7t  i 

(28)  j^  =  l.Jdu^l 

0 

und  femer: 

fti  ni  a 

^«  =  ni  /(^  +  «)^^  -  ^i  /*^l0g^(ti)  +  I  fdlog^u) 

(29)  5  0  5 

7ti    .  1  1   ,     .    ,      . 

=  y  +  «-y«  =  y(^*  +  «)- 

Es  verschwindet  also  die  Funktion  d'{u)  nur  einmal  in  Üq  und  zwar 
an  der  Stelle  w  =  ^(lari  +  a).     Man  hat  folglich  den 

IV.  Sats:   Die  Funktion  %'{u)  wifd  0^  für  die  Werte:     T 
(XI)  ti  =  i  [(2x  +  \)a  +  (2  A  +  l);ri], 

M?o  X,  A  beliebige  ganze  Zahlen  bezeidinen. 

Beachtet  man  endlich  ^  daß  die  unendliche  Reihe  (II)  nur  eine 
Umstellung  ihrer  Glieder  also  keine  Änderung  ihres  Wertes  erleidet, 
wenn  man  m  durch  —  m  ersetzt,  so  erhält  man: 

(30)  ^(w)  =  ^(-m) 
hat  also  den 

V.  Sats:  Die  Funktion  d'iu)  ist  eine  gerade  Funktion  ihres  Argu- 
mentes u. 


§2. 

Die  p-fach  unendliche  Thetareihe.    Ermittelung  einer  not- 
wendigen und  hinreichenden  Konvergenzbedingung. 

Unter  einer  jj-fach  unendlichen  Thetareihe  versteht  man  eine 
p-fach  anendliche  Reihe,  bei  welcher  der  Logarithmus  des  all- 
gemeinen Gliedes  eine  ganze  rationale  Funktion  zweiten  Grades  der 
p  Summationsbuchstaben  ist.  Eine  solche  Funktion  kann  man,  wenn 
man  die  p  Summationsbuchstaben  mit  n^,  m,,  •  •  •,  m^  bezeichnet 
und  fOr  die  Glieder  zweiten  Grades  sich  der  bei  den  quadratischen 
Formen  üblichen  Schreibweise  bedient;  in  der  Gestalt: 
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(31)  2  ^%f.'^f.^^'+^2\^t.  +  <^  (-f^n'-^f^'H) 

darstellen,  und  es  wird  daher  eine  p-fach  unendliche  Thetareihe  in 
allgemeinster  Form  durch  die  Summe: 

p      p  p 

-•,..,+0.    ^    ^«/u/t'^VV+^^V"/*-^^ 

(32)  V     e^=^"-^  ^=^ 

repräsentiert,  bei  deren  Ausführung  jede  der  p  Größen  m  unabhängig 
von  den  anderen  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +00 
durchläuft. 

Eine  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz  der  unendlichen 
Reihe  (32)  ist  die,  daß  das  allgemeine  Glied  derselben  gegen  Null 
konvergiert,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen  m,  einerlei  wie 
die  übrigen  sich  gleichzeitig  bewegen,  ihren  absoluten  Werten  nach 
über  alle  Grenzen  wachsen.  Setzt  man  daher  im  allgemeinen  Gliede 
der  Reihe  (32)  an  Stelle  von  m^,  •  •  •,  m^  das  eine  Mal  die  Zahlen 
Wj',  •  •  •,  m ',  das  andere  Mal  die  Zahlen  —  w^',  •  •  •,  ~  w^',  so  muß, 
wenn  die  Reihe  konvergent  sein  soll,  ein  jeder  der  beiden  dadurch 
entstehenden  Ausdrücke  und  daher  auch  ihr  Produkt: 

p      p 

(33)  g/'=-M'=i 

gegen  Null  konvergieren,  wenn  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen 
m  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen  wachsen,  und  man 
erhält  daraus  sofort  die  folgende  notwendige  Konvergenzbedingung: 

VI.  Satz:  Bezeicfinet  man  den  reellen  Teil  der  Größe  a^^.  mit 
r^^,y  so  ist  eitle  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz  der  Theta- 
reihe die,  daß  der  Ausdruck: 


(XU)  i2(mj..-|i.g=2'5^ 


/i/t'^^/i' 


gegen  —  00  geht,  wenn  irgend  welche  der  p  ganseti  Zahlen  m  ihren 
absoluten  Werten  tmch  über  alle  Grenzen  wachsen. 

Es  soll  jetzt  weiter  gezeigt  werden,  daß  die  soeben  gefundene 
Bedingung,  ohne  welche  also  von  Konvergenz  keine  Rede  sein  kann, 
dazu  hinreicht,  daß  die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  für  alle 
endlichen  Werte  der  Größen  h^  =  v^  +  w^i  und  c  ^k  +  li,  und 
weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß  auch  ihre  Modulreihe: 
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p       p 


(34) 


mi ,  •  • ,  m 


konvergent  ist. 

Bei  dieser  Untersuchung  treten  gewisse  Verbindungen  der  Größen 
r^^,  auf,  welche  sich  amtlich  als  Determinanten  yon  der  Form: 


(35) 


r     = 


'11 


'21 


'11 


'22 


'l,v-l 
^2,v-l 


''»-1,1       ^»-1,2 


^y-l^V-1         ^t-ljO 


darstellen  lassen,  wobei  v,  q,  6  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  |> 
bezeichneu,  die  auch  teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können. 
Der  Fall  i/  ==  1  ist  in  der  Weise  aufzufassen,  daß  alsdann  die  Deter- 
minante r  ^^  sich  auf  das  einzige  Element  r  reduziert,  so  daß  also 
r^^]  mit  r^  identisch  ist.  Infolge  der  zwischen  den  Größen  r  be- 
stehenden Relationen  r^,^  "=  ^/</x'  0*;  i'^'^  1;  2,  •  •  •,  p)  ändert  die  De- 
terminante r*^  ihren  Wert  nicht,  wenn  man  q  und  6  vertauscht;  es 
ist  daher  stets  r^*^J  ===  r^"]* .     Beachtet  man  dann,  daß  in  der  Determi- 

aq  ga  / 

nante  r^^^   (v  <Cp)  die  zu  den  Elementen  r    ,  r^^,  r^„,  r     gehörigen 


ga 


ga 


Unterdeterminanten  i/*®"  Grades,  die  mit  r'^,  rj^,  rj^,  r'  bezeichnet 
werden  sollen,  mit  den  Determinanten  r^*\  r^^K  — /'^^  —  ^^'i  identisch 

'  vv'     ga'  gv'  *a 

sind,  und  bildet  die  Determinante: 
(36) 

•gy         ga 

so  erhält  man  auf  Grund  eines  bekannten  Satzes  der  Determinanten- 
theorie, wenn  man  noch  r^^l  durch  /'^  ersetzt,  die  im  Folgenden 
wiederholt  zur  Anwendung  kommende  Relation: 

(37) 


vv    ga  vg    va  y — 1,  y- 


Xga       y 


die  für  jedes  v  von  1  bis  p  gilt,  wenn  man  noch  im  Falle  v  =  1 
unter  der  dann  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Größe  r^^\  die  Ein- 
heit versteht.  Diese  Relation  ist  für  die  jetzt  vorzimehmenden  Zer- 
legungen der  Form  Il{m^  \'"\  ^p)  s*®^  i^  Auge  zu  behalten. 

Man  nehme  nun  an,  daß  die  Form  JB(wi  |  •  •  •  '  m^)  die  für  die 
Konvergenz  der  Thetareihe  oben  als  notwendig  erkannte  Bedingung 
erf&lle,   daß  also  ihr  Wert  immer  gegen  —  oo  gehe,   wenn   irgend 
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welche  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren  absoluten  Werten  nach  über 
alle  Grenzen  wachsen,  einerlei  wie  die  übrigen  sich  gleichzeitig  be- 
wegen.    Dann  muß  speziell  auch: 

(38)  i?K|0|...|0)  =  r<Vm« 

gegen  —  oo  gehen,  wenn  m^  über  alle  Grenzen  wächst.  Dies  zieht 
aber  für  /^^  die  Bedingung  /^^  <  0  nach  sich,  und  man  kann 
R{m^  I  •••  \mp)  zunächst  in  die  Form: 

ÄK!  ...  Im^)  =  rlvU  +  ;^  m,  +  ...  +  ^^  m\ 

(39)  ^      p       , 

+ -w 2  2 ''''''' "'"'^>'- 
bringen.     Weiter  muß  aber  auch: 

(40)  JSK!m,|0|  ...  |0)  =  r[\(m,  +    [f,  ..iJ  +  -ff^  m| 

gegen  —  oo  gehen,  wenn  man  m^  unbegrenzt  wachsen  läßt.  Wählt 
man  jedesmal  zu  dem  betrefifenden  Werte  von  m^  den  Wert  von  m^  etwa 

der  Bedingung  0  ^  w^  +  ~  Wg  <  1   gemäß,  so  erhält  man  für   den 

Koeffizienten  von  w|  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (40)  die 

Bedingung  -tjj  <  0,  und  man  kann  alsdann  JB(wi  |  •  •  •  j  m^)  in  die 
Form: 


I  ^(1)  yd)  y(l)  \2 

(41)  +r<vr»+;f '"'  +  '"'+^"W 

-2   ^=3    ^'=3 

bringen.     Weiter  muß  aber  auch: 

/  yd)  yd)      \2 

i^(mJtn,>3|0^..!0)  =  r;vU+-|^)^i2  +  ^^'8 


'11  '11 


11    \  '22  ^  '22 

gegen  —  (x>  gehen,  wenn  man  m^  unbegrenzt  wachsen  läßt.     Wählt 
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man  jedesmal  zu  dem  betreffenden  Werte  von  Wj  zunächst  den  Wert  von 
m^  der  Bedingung  0^W2  +  -^m3<l,  und  alsdann  den  Wert  von 


r\ 


#»1  der  Bedingung  0  <  w^  +  ^^  Wj  +  -^  Wj  <  1    gemäß,  *  so   erhält 

man    für    den    Koeffizienten    von    mj    auf   der   rechten    Seite    der 

^(«) 
letzten  Gleichung  die  Bedingung  — *^  <  0.     Fährt   man    so    fort,    so 

»'22 
ergibt  sich  schließlich  fOr  R(m^\  •••  1^^),  inmier  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  es  die  im  VI.  Satz  angegebene  zur  Konvergenz  der  Theta- 
reihe  notwendige  Bedingung  erfiült,  die  Darstellung^): 

/  yd)  /i)  ,.(1)       \a 

y(2)  /  yW  ^2)  \2 

Ml     ^  ^22  ^22  ' 

(43)  


'^p-ä.p-a  ^  ^p-i,p-i       ' 


f\ 


.(p5 


und  man  hat  zugleich  gesehen,   daß  die  ^  auf  der  rechten  Seite  der 
letzten  Gleichung  vor  den  Klammem  stehenden  Koeffizienten 

(AA\  r'i>       —      ...      ^-^^^-^  f'y 

^^;  Mi;       (1);         ;    y(p-2)       ;      Jp-i) 

sämtlich  negative  Werte  haben. 

Ein  jeder  der  j9  Summanden,  aus  denen  sich  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (43)  zusammensetzt,  ist  das  Produkt  zweier  Faktoren,  von 
denen  der  erste  eine  negative  Größe,  der  zweite  das  Quadrat  einer  reellen 
Größe  ist,  und  es  kann  daher  keiner  dieser  Summanden  jemals  positiv 
werden,  welche  Werte  die  ganzen  Zahlen  m  auch  annehmen  mögen.  In- 
folgedessen kann  der  Wert  von  'R(m^  |  •••  |  w^)  niemals  den  Wert  des  in  der 
p**^  Zeile  stehenden  Summanden  überschreiten,  und  es  besteht  daher,  wenn 
man  noch  zur  Vereinfachung  die  Determinante  r^,  die  mit  der  Determi- 


1)  Jacobi,  Über  eine  elementare  Transformation  eines  in  Bezug  auf  jedes 
von  zwei  Variablen-Systemen  linearen  und  homogenen  Ausdrucks.  Ges.  Werke 
Bd.  3.    Berlin  1884,  pag.  683. 
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nante  ^±  r^  r^  •  •  •  r^p  der  quadratischen  Form  JB(wi  |  •  •  •  |  m^  iden- 
tisch ist,  mit  A,  die  Determinante  r^J^^^  ^j,  insofern  sie  die  zu  dem 
Elemente  r^^  gehörige  Unterdeterminante  p  —  1*^  Grades  der  Deter- 
minante A  ist,  mit  Qpp  bezeichnet,  die  Beziehung^): 

(45)  i?K|-|m,)^A^|,     A<o. 

Vpp  Vpp 

Nun  besitzt  aber  bei  der  Form  R(fni  |  •  •  •  |  m^)  keine  der  Zahlen 
m  einen  Vorzug  vor  den  anderen,  und  es  besteht  daher,  vorausgesetzt 
inuner,  daß  R^m^  {  •  •  •  |  nQ  die  angegebene  Bedingung  erfüllt,  für 
jedes  V  von  1  bis  j9  die  Beziehung: 

(46)  B(m,\...\fn^)^^ml,     A<o, 

wobei  Q^^  die  zu  dem  Elemente  r^,.  gehörige  Unterdeterminante 
p  —  V^  Grades  der  Determinante  A  =  ^  ±  r^^  r^^  •  •  •  r^^  bezeichnet. 
Setzt  man  hierin  an  Stelle  von  v  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  j? 
und  addiert  die  p  so  entstandenen  Relationen  zueinander,  so  erhält 
man  zunächst: 

(47)  i'ü(»«il--l'»p)^2r-'»J 

und  weiter,  indem  man  linke  und  rechte  Seite  dieser  letzten  Relation 
durch  p  dividiert,  gleichzeitig  zur  Abkürzung 

(48)  ir  =  -*'  (-M.-.P) 

und  für  B{m^\  •••  |w^)  das  setzt,  was  es  bedeutet,  die  Beziehung: 
p       p  p 

(49)  2  2  ^A*^'  ^f^^ßi'  <  ""  2^  *>  ^' ' 

wobei  die  k  sämtlich  positive  reelle  Größen  bezeichnen. 

Auf  Grund  der  zuletzt  gewonnenen  Beziehung  ergibt  sich  aber 
sofort  die  Konvergenz  der  gegebenen  Modulreihe  (34),  indem  man 
diese  mit  dem  Produkte  der  p  einfach  unendlichen,  für  alle  endlichen 
Werte  der  v  konvergenten  Reihen: 

(50)  ^e-^mf  +  9m,i;^  (v=l,2,  •  ■ -»p) 

vergleicht. 

1)  Es  ist  damit  auch  die  bei  Auflösung  der  Gleichungen  (94)  benutzte 
Tatsache  erwiesen,  daß  die  Determinante  ^  i:  »"u  »"it  •  •  •  ^pp  stets  Ton  Null 
verschieden  ist. 
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Damit  ist  aber  bewiesen ,  daß  die  im  VI.  Satz  angegebene  not- 
wendige Konvergenzbedingung  in  der  Tat  auch  dazu  hinreicht,  daß 
die  Thetareihe  konvergiert,  und  zwar  für  alle  endlichen  Werte  der 
Größen  b^  und  c,  und  weiter  absolut,  d.  h.  so,  daß  auch  ihre  Modul- 
reüie  konvergent  ist.  Das  Resultat  der  angestellten  Untersuchung 
lautet  also: 

vn.  Sats:  Die  p-fach  u/nendUche  Thetareihe: 

p      p  p 

(YTTT)  V      0^=*^'=-'  ^^' 

konvergiert  und  zwar  absolut  und  für  aUe  endlichen  Werte  der  Größen 
^i>  ' '  'y  \  **^  ^>  wenn  der  Wert  des  mit  den  reellere  Teilen  r^^.  der 
Größen  a^^,  gebildeten  Ausdrucks: 

p       p 
(XIV)  Ii(^i\'"\^p)-2  S^f^f^'^f^^M'  • 

gegen  —  oo  geht,  sobald  irgend  welche  der  p  ganzen  Zahlen  m  ihren 
absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen  waehsen,  einerlei^  wie  die 
übrigen  sich  gleichzeitig  bewegen. 


§3. 

Andere  Formen  Ar  die  Konvergenzbedingnng. 

Die  für  Ii(m^  |  •  •  •  |  ^^  gefundene,  zur  Konvergenz  der  2? -fach  un- 
endlichen Thetareihe  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  kann 
durch  ein  System  von  Bedingungen,  welche  sich  ausschließlich  auf  die 
Koeffizienten  r  ,  der  Form  R(m^  |  •  •  •  |  m^  beziehen,  ersetzt  werden. 
Erfüllt  nämlicn  die  Form  Ii{m^  \'"\ ^p)  die  angegebene  Bedingung, 
so  bestehen  immer,  wie  früher  gezeigt  wurde,  die  p  Ungleichheiten: 

(51)  »•1V<0,     f,<(i,    ■■;    ^(p:^-<0. 


Es  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte.  Genügen  nämlich  die  Koef- 
fizienten r  irgend  einer  Form  Jfi(Wi  |  •  •  •  |  mp)  diesen  p  Ungleichheiten, 
so  läßt  sich  diese  zunächst  immer  in  der  Form  (43)  zerlegen.  Bei 
dieser  Zerlegung  ist  aber  die  Determinante-  der  p  auf  der  rechten 
Seite  vorkommenden,  in  Klammem  eingeschlossenen  homogenen 
linearen  Funktionen  der  Zahlen  m^,  •  •  •,  mp  von  Null  verschieden 
(sie  hat,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  den  Wert  Eins),  und  es  ent- 
sprechen daher  endlichen  Werten  dieser  Funktionen  immer  auch  end- 
liche Werte   der  ganzen  Zahlen  m.     Wachsen  daher  irgend  welche 
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der  p  ganzen  Zahlen  w,  einerlei,  wie  die  übrigen  sich  gleichzeitig 
bewegen,  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen,  so  mnß 
wenigstens  eine  der  genannten  'Funktionen  ihrem  absoluten  Werte 
nach  über  alle  Grenzen  wachsen,  und  der  Wert  von  R(m^\  •••  |tn^) 
geht  dann  gegen  —  oo ,  da  die  vor  den  Quadraten  dieser  Funktionen 
stehenden  Koeffizienten  (44)  sämtlich  negativ  sind.  Jede  Form 
R(m^  \  '"  \ vn^,  deren  Koeffizienten  r  den  p  Ungleichheiten  (51)  ge- 
nügen, erfüllt  daher  immer  auch  die  oben  angegebene  zur  Konvergenz 
der  p-fach  unendlichen  Thetareilie  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung, und  es  kann  daher  diese  Bedingung  durch  das  System  der 
p  Bedingungen  (51)  oder,  was  dasselbe,  durch  das  System  der  p  Be- 
dingungen: 

(52)  (_i)V^;^>0  (^=i,«..-,P) 

ersetzt  werden. 

Der  gefundenen  Konvergenzbedingung  soll  endlich  noch  eine 
andere  Form  gegeben  werden.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  mit 
Hilfe  der  Koeffizienten  r  der  Form  B,{m^  |  •  •  •  |  m^  gebildete  quadra- 
tische Form: 

p       p 

(53)  -B(^i  I  •  •  •  i  ^p)  =  2  2^f*f^'^f*^f*'^ 

bei  der  die  x  unabhängige  reelle  Veränderliche  bezeichnen  sollen. 
Diese  Form  läßt  sich  dann,  wenn  ü(wi  |  •  •  •  ]  w^)  die  im  VU.  Satz  an- 
gegebene Bedingung  erfüllt  oder,  was  dasselbe,  wenn  die  Koeffizienten 
r  den  p  Ungleichheiten  (51)  oder  (52)  genügen,  in  derselben  Weise 
zerlegen,  wie  vorher  R(m^\"'  |Wp);  man  braucht  in  der  Gleichung 
(43),  die  eine  identische  ist,  und  also  gilt,  was  auch  die  Buchstaben 
m  bedeuten,  nur  die  Buchstaben  m  durch  die  Buchstaben  x  zu  er- 
setzen. Diese  Zerlegung  zeigt  dann,  daß  die  Form  R{x^\  -  *  \Xp)  eine 
negative  quadratische  Form  ist,  oder,  was  dasselbe  sagt,  stets  einen 
negativen  Wert  hat,  wenn  nicht  gleichzeitig  x^  =  0,  aj,  =  0,  •  •  •,  rCp  =  0 
ist.  Da  nämlich  die  p  bei  der  Zerlegung  auftretenden  Koeffizienten 
(44)  sämtlich  negativ  sind,  so  kann  die  Form  einen  positiven  Wert 
überhaupt  nicht,  den  Wert  Null  aber  nur  dann  annehmen,  wenn  die 
p  in  den  Klammern  stehenden  homogenen  linearen  Formen  der  x 
gleichzeitig  verschwinden.  Dies  letztere  aber  ist,  da  die  Determinante 
derselben,  wie  vorher  erwähnt,  von  Null  verschieden  ist,  nur  dann 
möglich,  wenn  alle  Größen  x  gleichzeitig  verschwinden.  Bezeichnet 
umgekehrt  R{x^  \  '"  \^^  ^^^^  negative  quadratische  Form,  so  kann 
man  dieselbe  in  der  nämlichen  Weise  zerlegen,  wie  es  früher  mit  der 
Form  R(m^\  •••  |Wp)  geschehen  ist;  man  braucht  dazu  nur  der  Reihe 
nach  die  Formen  R(x^  1 0 1  •  •  1 0),  R{Xi  |  rc,  1 0 1  •  •  •  1 0),  •  •  •  zu  betrachten 
und  festzuhalten,  daß  eine  jede  dieser  Formen,  sobald  nicht  die  samt- 
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liehen  darin  vorkommenden  Großen  x  Null  sind,  negativ  sein  muß. 
Bei  dieser  Zerlegung  ergeben  sich  dann  für  die  Koeffizienten  (44) 
wieder  die  vorher  aufgestellten  Ungleichheiten  (51),  und  es  erfüllt 
daher  die  zu  iZ  (a^i  |  •  •  •  |  x^  gehörige  Form  R  (m^  |  •  •  •  |  m^)  stets  die 
vorher  angegebene  zur  Konvergenz  der  p-fach  unendlichen  Thetareihe 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  Diese  Bedingung  kann  daher 
auch  durch  die  Bedingung,  daß  R{x^\'"\x^  eine  negative  qmdratische 
Form  sei,  ersetzt  werden. 

Das  Endresultat  der  ganzen  bisherigen  Untersuchung   läßt  sich 
nun  endlich  wie  folgt  aussprechen: 

vnL  Satz:  Die  p-fach  unendliche  Thetareihe: 

p      p  p 

(XV)  2      e^"''*'^'  '"^^ 

konvergiert  und  zwar  absolut  und  für  aUe  endlichen  Werte  der  Größen 
\>  "  'y\  **^  ^>  ^^^  ^^  ^*^  ^  reeUen  Teilen  r^^.  der  Größen  a^^, 
gebildete  quadratische  Form: 


il- 


(XVI)  2/  2j  ^m^'^m^m' 

1  A*'=i 

eine  negative  Form  ist.    Diese  Bedingung  ist  dann  aber  auch  nur  dann 
erßäU,  wenn  die  Koeffizienten  r^^,  den  p  Ungleichheiten: 

(xvn)  (-i)v|:>>o,  (^=i.»,-,P) 

genügen. 

Die  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  mitgeteilte  Untersuchung  über 
die  Konvergenz  der  jj-fach  unendlichen  Thetareihe  wurde  von  Herrn  Prym 
und  mir  im  Jahre  1885  angestellt.^)  Der  Grundgedanke  des  Beweises, 
auf  Grund  einer  Zerlegung  der  Form  R (m^  \  '"  \ ^p)  von  der  Gestalt  (43) 
zu  einer  Ungleichung  von  der  Form  (49)  zu  gelangen,  findet  sich  zuerst 
wohl  bei  Briot;^)  die  vorliegende  Gestalt  habe  ich  dem  Konvergenz- 
beweise in  meiner  Abhandlung:  Über  die  Convergenz  der  Thetareihe*) 
gegeben.  Bei  derselben  tritt  schärfer,  als  es  bis  dahin  betont  worden  war, 
zu  Tage,  daß,  sobald  man  die  Bedingung  stellt,  es  solle  das  allgemeine 
Glied  der  Thetareihe  gegen  Null  konvergieren,  wenn  irgend  welche  der 
Summationsbuchstaben  ihren  absoluten  Werten  nach  über  alle  Grenzen 
wachsen,  dieses  Verlangen  allein  schon  zu  jener  Eigenschaft  der  Form  (XVI) 
fOhrt,  welche  nun  ihrerseits  die  absolute  Konvergenz  der  Reihe  für  alle 
endlichen  Werte  der  Größen  b  und  c  nach  sich  zieht. 

1)  Krazer  und  Prym,  Neue  Grandlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen 
Thetaftmktionen;  herausg.  von  Erazer.    Leipzig  1892,  pag.  3. 

2)  Briet,  Theorie  des  fonctions  Abäliennes.    Paris  1879,  pag.  115. 

8)  Erazer,  Über  die  Convergenz  der  Thetareihe.  Math.  Ann.  Bd.  49. 
1897,  pag.  400. 

Kr«ser,  TbeUfanktlonen.  2 


18  I.  3.   Andere  Formen  für  die  Eonvergenzbeding^ong. 

Der  erste  Teil  der  Konvergenzuntersuchung,  welcher  den  Nachweis 
enthält,  daß  das  Negatiysein  der  Form  ^  (^  |  "  -  |  ^J  eine  zur  Konvergenz 
der  Thetareihe  notwendige  Bedingung  bildet,  ist  wenig  bearbeitet  worden. 
Dem  Verfasser  sind  nur  jene  Beweise  bekannt,  welche  Weierstraß  und 
Christof  fei  hiefür  in  ihren  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  hjperellip- 
tischen  und  Abelschen  Funktionen  gegeben  haben;  dieselben  lassen  sich 
kurz  so  darstellen: 

Gäbe  es  reelle  Größen  x ,  für  welche  i?  (a^i  |  •  •  •  |  O  >  0  ist,  so 
gäbe  es  auch  rationale  und  daher  auch  ganze  Zahlen,  mr  welche  dies 
stattfindet.  Wäre  dann  aber  R  (m^  |  •  •  •  |  m^  >  0,  so  würde  R  (km^  |  •  •  •  |  km^ 
mit  k  über  alle  Grenzen  wachsen.  Zur  Konvergenz  der  Thetareihe  ist 
also  jedenfalls  notwendig,  daß  -R  (rr^  |  •  •  •  |  aj^)  für  kein  reelles  Wertesystem 
der  X  positiv  ist;  dann  sind  aber  nur  zwei  Fälle  möglich,  entweder  ist  die 
Form  12(xi  I  •  ••  |a?p),  wie  bewiesen  werden  soll,  eine  ordinäre  negative 
Form,  oder  sie  ist  singulär,  in  der  Weise,  daß  sie,  in  Quadrate  linearer 
Formen  zerlegt,  als  Summe  von  g,  (Z<i?,  negativen  Quadraten  erscheint. 
Daß  aber  auch  bei  letzterer  Annahme  die  Reihe  nicht  konvergieren  kann, 
zeigt  man,  indem  man  Glieder  der  Reihe  nachweist,  welche  dem  absoluten 
Werte  nach  größer  sind,  als  eine  vorgegebene  Größe,  während  mindestens 
einer  der  Summationsbuchstaben  m  eine  beliebig  große  positive  ganze  Zahl 
übersteigt. 

Der  zweite  Teil  der  Konvergenzuntersuchung,  welcher  den  Nachweis 
enthält,  daß  das  Negativsein  der  Form  R(x^\  •••  \x^  eine  zur  absoluten 
Konvergenz  der  Thetareihe  für  alle  endlichen  b  und  c  hinreichende  Be- 
dingung ist,  hat  dagegen  vielfache  Bearbeitung  gefunden.  Die  zahlreichen 
Beweise  lassen  sich  in  zwei  Klassen  einteilen;  die  Beweise  der  ersten 
Klasse  erbringen,  ebenso  wie  der  oben  mitgeteilte,  den  gewünschten  Nach- 
weis dadurch,  daß  sie  die  Modulreihe  (34)  der  p-fach  unendlichen  Theta- 
reihe mit  dem  Produkte  von  p  einfach  unendlichen  Reihen  vergleichen, 
die  Beweise  der  zweiten  Klasse  dagegen  dadurch,  daß  sie  die  Modulreihe 
(34)  durch  gruppenweises  Zusammenfassen  ihrer  Glieder  mit  einer  einzigen 
einfach  unendlichen  Reihe  vergleichen. 

Beweise  der  ersten  Klasse. 

Von  Weierstraß^)  rührt  der  folgende  Beweis  her:    Geht  die  Form 

p 
R(xi\  ••'  \xS)    durch    eine    orthogonale   Substitution    in   —  ^Ky^   über, 

und  wird  mit  k  die  kleinste  der  p  positiven  Größen  Ä^,  •  •  •,  k    bezeichnet, 
so  ist  för  alle  reellen  Werte  der  x", 

p 

(54)  R{x,\--\x^)^-k2!yl 

v  =  l 

1)  Weierstraß,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Funk- 
tionen. W.  8.  1881 — 82;  siehe  Stahl,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen. 
Leipzig  1896,  pag.  204.  Weniger  einfach  i»t  ein  auf  derselben  Grundlage 
ruhender  Beweis  des  Herrn  Thomae:  Sammlung  von  Formeln,  welche  bei  An- 
wendung der  elliptischen  und  Rosenhainschen  Funktionen  gebraucht  werden. 
Halle  1876,  pag.  22. 
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n  n 

oder,  da  wegen  der  Orthogonalität  der  Substitution ^yj  =^a^  ist,  auch: 

(56)  ü(x,|...|x,)^-»^4. 

Auf  Grund  dieser  Ungleichung  ergibt  sich  aber  die  Konvergenz  der  Modul- 
reihe (34)  sofort,  indem  man  diese  mit  dem  Produkte  der  p  einfach  un- 
endlichen konvergenten  Reihen: 

(56)  ^  g-*m,+2m,., 

my= — OD 

vergleicht 

Christoffel  *)    hat  diö   Ungleichung   (55)    auf  folgende   Weise    ab- 
geleitet.     Man    bezeichne    mit    —  k    den    größten    Wert,    den    die    Form 
B(Xi\  "'  \Xp)  für  alle  jene  Wertsysteme  x^,  •  •  -,  'x^  annimmt,  für  welche 
p 
^xi  =  1  ist.     Für  ein  beliebiges  Wertesystem  x^,  •  •  •,  a:  ,  für  welches 

p  

^xi  =  s^  sei,  ist  dann  Ä  (a:^  |  •  •  •  |  ä:  )  <  —  ks\  woraus  sofort,  indem  man 

>=»!  p 

5*  durch  ^icj  ersetzt,  die  Ungleichung  (55)  folgt. 

Noch  einfacher  kann  man,  wie  Herr  Prym  in  einer  Vorlesung  an- 
gegeben hat,  zu  der  Ungleichung  (55)  durch  die  Überlegung  gelangen, 
daß  die  Form  R(x^\  -"  \x^)^  wenn  sie  eine  negative  ist  (was  stets  und 
nur  unter  den  p  Bedingungen  (51)  der  Fall  ist)  eine  solche  bleibt,  wenn 
man  allgemein  r^^,  durch  r^^,  +  ^^^'^  ersetzt,  wobei  d^^,  =  1  oder  0  ist, 
je  nachdem  fi  =  t^i  ist  oder  nicht,  und  k  eine  hinreichend  kleine  positive 
Größe  bezeichnet;  es  ist  dann  für  alle  reellen  Werte  der  x: 
p       p 

(ö7)  2  2  (V^'  +  ^^z*'*)  V^'  <  ^ 

oder 

(58)  Ä(^i|---|^,)<-*^^- 

In  die  erste  Klasse  gehören  femer  der  nur  für  j?  =  2  angegebene 
Beweis  von  Bosenhain^),  als  dessen  Verallgemeinerung  mein  obiger  an- 
gesehen werden  kann,  insofern  er  für  p  =  2  mit  ihm  identisch  wird,  und 
ein  Beweis  des  Herrn  v.  Dalwigk'). 

1)  Christof  fei,  Die  Convergenz  der  Jacobischen  '9--Reihe  mit  den  Moduln 
Biemanns.    Züricher  Yierteljahrsschr.   Bd.  41.    1896,  pag.  3. 

2)  Bosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ä  quatre 
p^riodes  qui  sont  les  inverses  des  integrales  ultra -elliptiques  de  la  premi^re 
classe.  M^m.  pr^s.  par  div.  sav.  ä.  Facad.  des  sc.  de  Tinst.  nat.  de  France.  Sc. 
math.  et  phys.  t.  11.  1851,  pag.  388;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern  der 
exakten  Wissenschaften  Nr.  65. 

8)  V.  Dalwigk,  Beiträge  zur  Theorie  der  Thetafunktionen  von  p  Variablen. 
Nova  Acta  Leop.    Bd.  57.   1892,  pag.  232. 

2* 


20  I-  3.   Andere  Fonnen  für  die  Eonvergenzbedingang. 

Beweise  der  Bweiten  Klasse. 

Der  Bie  mann  sehe  Beweis^)  benutzt  einen  Hilfssatz,  der  in  der 
Fassung  des  Herrn  Hurwitz'^)  folgendermaßen  lautet:  „Es  sei  b  eine 
endliche  (Jröße,  x  eine  Variable,  die  nur  die  Werte,  welche  gleich  oder  größer 
als  b  ^ind,  annehmen  soll.  Sind  nun  f(x)  und  g{x)  zwei  Funktionen, 
die  beständig  positiv  sind  und  von  denen  die  erste  mit  wachsendem  x 
abnimmt,  die  zweite  (bis  ins  Unendliche)  zunimmt,  und  ist  die  Anzahl 
der  Glieder  einer  Beihe  mit  positiven  Gliedern,  die  gleich  oder  größer  als 
f(x)  sind,  gleich  oder  kleiner  als  g{x)^  so  konvergiert  die  Beihe,  wenn 

das  Integral  Jf{x)g'(x)dx  konvergiert."    Um  die  Konvergenz  der  Modul- 
fr 
reihe  (34)  auf  Grund  dieses  Hilfssatzes  zu  beweisen,  bringe  man  das  all- 
gemeine Glied  derselben,  indem  man  p  reelle  Größen  t     durch   die  Glei- 
chungen : 


-i- 


(69)  «^»^»-^^-V  0-=i.8,    -.p) 

bestinunt,  in  die  Form: 


(60) 


und  lege  der  Eonvergenzuntersuchung  die  von  (34)  nur  um  einen  Faktor 
verschiedene  Beihe: 

p      p 

(61)  2     ^"'" 

zu  Grunde.     Durch  die  Gleichung 

p       p 

(62)  -^^V^/'V^** 

wird,  wenn  die  x  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Baumes  von 
p  Dimensionen  sind,  eine  geschlossene,  sich  nirgends  ins  Unendliche  er- 
streckende Mannigfaltigkeit  von  p  —  1  Dimensionen  Mj^  definiert,  durch 
welche  der  ganze  Baum  von  p  Dimensionen  in  zwei  Teile  geteilt  wird, 
einen  inneren,  für  dessen  Punkte  die  linke  Seite  der  Gleichung  (62)  <  Ä* 
ist,  und  einen  äußeren,  für  den  dieselbe  >  h*  ist.  Das  Volumen  des 
Innenraumes  wird  durch  das  Integral: 

1)  Biemann,   Convergenz   der  p-fach   unendlichen   Theta- Reihe.    1861. 
Ges.  math.  Werke.    Leipzig  1876,  pag.  452. 

2)  Hurwitz,   Über  Riemanns  Convergenzkriterium.    Math.  Ann.   Bd.  44. 
1894,  pag.  88. 
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(63)  J,^ff---fdx,dx,-.dx^ 

geliefert,  wenn  dessen  Grenzen  aus  der  Gleichnng  (62)  bestimmt  werden. 
Die  Anzahl  aller  „Gitterpunkte"  aj^  =  Wj  +  ^,  •  •  •,  a;  =  Wp  +  /^  (wobei 
die  m  ganze  Zahlen,  die  t  die  oben  eingeführten  Größen  bezeichnen), 
welche  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  von  Mj^  liegen,  möge  mit  Z^ 
bezeichnet  werden.  Dieselben  sind  die  Eckpunkte  einer  Anzahl  von  Pa- 
raUelotopen,  von  denen  jedes  den  Inhalt  1  hat,  und  die  ganz  innerhalb  von 
Mj^  liegen.  Für  die  Anzahl  Z^  dieser  ParaUelotope  gilt  dann,  da  jedes 
Parallelotop  2^  Eckpunkte  hat,  den  Z^  im  Inneren  von  Mj^  liegenden 
Parallelotopen  aber  ein  Teil  ihrer  Eckpunkte  gemeinsam  ist,  die  Ungleichung: 

(64)  Z,<2'Zi. 

Nun  stellt  aber  Z^  zugleich  den  Gesamtinhalt  dieser   ganz   innerhalb  Mj^ 
gelegenen  Parallelotopen  dar  und  ist  daher  <<  «7*^;  also  ist  a  fortiori: 
(66)  Z,  <  2PJ, 

und  da,  wie  der  Integralansdruck  (63)  zeigt: 

(66)  J,,  =  Ji^Ji 
ist,  so  hat  man  endlich:  ^) 

(67)  Z,<{2hyj,. 

Aus  dieser  Ungleichung  ergibt  sich  aber  sofort  die  Konvergenz  der  Reihe 
(61)  unter  Anwendung  des  obigen  Hilfssatzes,  indem  man: 

(68)  f(x)  =  e-^,       g(x)  =  {2xyj, 
setzt. 

Nachdem  die  Ungleichung  (67)  gewonnen  ist,  kann  man  die  Konver- 
genz der  Reihe  (61)  auch  ohne  Benutzung  des  Riemannschen  Hilfssatzes 
folgendermaßen  beweisen.  Man  denke  sich  die  Mannigfaltigkeiten 
M^,  ilfj,  •  •  •,  M^^  •  •  •  konstruiert  und  fasse  die  Glieder  der  Reihe  (61) 
gruppenweise  zusammen,  indem  man  in  die  n^  Gruppe  jene  Glieder  auf- 
nimmt, für  welche  die  Gitterpunkte  i^i  =  »»i  +  ^i,  •  •  •,  ^p'^  ^p"^  ^p 
zwischen  -3f„_i  und  M„,  die  Begrenzung  des  letzteren  inbegriffen,  liegen; 
es  ist  dann  die  Anzahl  dieser  Glieder  Z^  —  Z^_^  und  der  Betrag  jedes 
einzelnen  Gliedes  <e"^*'""^^.     Da  aber 

(69)  Z,-Z„_,<Z,<i2nyj, 

ist,  so  ergibt  sich  sofort  die  Konvergenz  der  Reihe  (61),  indem  man  diese 
mit  der  einfach  unendlichen  konvergenten  Reihe: 

OD 

(70)  2!f^e- 
vergleicht.  *) 


1)  Riemann  benutzt  statt  der  Ungleichung  (67)  weniger  einfach  die  Grenz- 
gleichung  lim  {ZjJT^  =»  J-^. 

2)  Dieser  Gedanke  ist  von  Herrn  Thomae:  Konvergenz  der  Thetareihen. 
Z.  far  Math.  Bd.  26.  1880,  pag.  43  und:  Über  eine  spezielle  Klasse  Abelscher 
Functionen  vom  Geschlecht  3.  Halle  1879,  pag.  29  zu  Konvergenzbeweisen  der 
zweifach  und  dreifach  unendlichen  Thetareihen  verwendet  worden,  doch  sind 
beide  Beweise  nicht  fehlerfrei. 


22  I.   4.    Die  Punktion  »{ui\u^\  ■ --  \up). 

Von  ähnlichen  Gesichtspunkten  gehen  die  gleichfalls  in  die  zweite 
Klasse  gehörigen  Konvergenzbeweise  der  Herren  v.  Dalwigk*)  und 
Jordan*)  aus. 

§4. 

Die  Funktion  '^  (t^  1 1^  |  * "  |  %). 

Von  den  ^p(p  +  1)  Größen  a^^,  nehme  man  an,  daß  sie  die  im 
VIII.  Satz  angegebene  für  die  Konvergenz  der  Thetareihe  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  erfüllen,  nämlich  daß  die  aus  ihren 
reellen  Teilen  r^^,  gebildete  quadratische  Form 


(71)  2'  2^ 

eine  negative  sei;  die  Größen  h^  betrachte  man  als  unabhängige  kom- 
plexe Veränderliche  und  entsprechend  den  Wert  der  Reihe  als  Funktion 
dieser  Veränderlichen;  die  Größe  c  endlich  setze  man  gleich  NulL 
Die  so  definierte  Funktion  wird  Thetafunktion  genannt  und,  indem 
statt  des  Buchstabens  h  der  Buchstabe  u  gewählt  wird,  mit 
-ö"  (wi  I  Wj  I  •  •  •  I  Wp)  bezeichnet. 

JDie  Thetafunktion  ^{t^ltA^l'"  \u^  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

p      p  p 

(xvm)  *(«,|«,|-|«,)=   2    ^''"'''  "''     5 

die  p  Größen  m^,  ^9 '"9%  5*wd  unabhängige  komplexe  Veränderliche 
und  werden  die  Argumente  der  Thetafunktion  genannt;  die  weiter  vor- 
kommenden il?  (i>  +  1)  Größen  a^^.  =  a^.^  (fi,  /it'  =  1,  2,  •  •  •,  p)  sind 
an  die  im  VIIL  Satz  angegebene  Konvergenzbedingung  geknüpft  und 
heißen  die  Modulen  der  Thetafunktion. 

Die  zweifach  unendlichen  Thetareihen  haben  ziemlich  gleichzeitig 
Göpel*)  und  Rosenhain*)  aufgestellt  und  der  Theorie  der  hjperellip- 
tischen  Funktionen  erster  Ordnung  zu  Grunde  gelegt.  Für  beliebiges  p 
wurden  die  Thetareihen  von  Weierstraß*)   und  Riemann^  aufgestellt, 

1)  y.  Dalwigk,  BeitxUg^  zur  Theorie  etc.  pag.  230. 

2)  Jordan,  Cours  d'analyse  de  r£cole  polytechnique.  Bd.  2.  Paris  1894, 
pag.  613. 

3)  Göpel,  Theoriae  transcendentium  Abelianarum  primi  ordinis  adumbratio 
le^is.  J.  für  Math.  lid.  36.  1847,  pag.  277;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern 
der  exakten  Wissenschaften  Nr.  67. 

4)  Rosen hain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.   pag.  387. 

6)  Weierstraß,  Beitrag  zur  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  1849.  Math. 
Werke  Bd.  1.   Berlin  1894,  pag.  131. 

6)  Riemann,  Theorie  der  Abelschen  Punktionen  1867.  Ges.  math.  Werke. 
Leipzig  1876,  pag.  120. 
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doch  war  die  Möglichkeit  der  Verallgemeinerung  der  zweifach  unendlichen 
Reihen  auf  beliebiges  p  schon  von  Bosenhain^)  und  Göpel^)  bemerkt 
worden. 

IX.  Satz:  Die  durch  die  Gleichung  (XVUI)  definierte  Thetafunktion 
^  (tii  I  tij  I  •  •  •  I  Mp  )  genügt  der  Gleichung: 


^K|...|t«p), 

in  der  x^,  •••,  Xp,  A^,-  •,  Ap  beliebige  gat^e  Zahlen  bejseichfien.  Attö 
dieser  Gleichung  gehen,  indem  man  das  eine  Mal  A^  =  1 ,  die  übrigen 
p  —  1  ZaUen  X  und  die  p  Zahlen  x  gleich  NuU  setzt,  das  andere  Mal 
Xy  =  1,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zahlen  l  gleich  Null 
setzt,  die  speziellen  Gleichungen 

(XX)  ^(ti,|...|u,  +  ;ri|...|up)  =  ^(u,|...|uj...|up), 

(XXI)  ^(t^i  +  OiJ  •••  |tip  +  OpJ  =  ^K  I  •••  l^p)  ß-''--^% 

(f=l,2,..,p) 

Jiervor,  aus  denen  man  umgekehrt  die  Gleichung  (XIX)  uneder  erzeugen 
kann.  In  den  2p  Gleichungen,  welche  aus  den  Formeln  (XX),  (XXI) 
für  v  =  1,  2,  •••,  jp  liervorgehen,  treten  auf  den  linken  Seiten  die 
2p  Größensysteme: 

ni,    0,     -..,0  «11,    Oj,!,    ...,    api 

(XXII)  '      ^*'        '  ^*'    ^*'        ^    ^''^ 

0,      0,     • .  •,    ni        a^p,    a^p,   •  •  •,  app 

als  Systeme  gleichzeitiger  Anderwngen  der  Variablen  w^,  u^^  •  •  •,  Up  auf 
Diese  2  p  Systeme  von  je  p  Größen  werden  die  2p  Systeme  zusammen- 
gehöriger Periodizitätsmodiden  der  Thetafunktion  genannt  Außer  den 
Gleichungen  (XX),  (XXI)  genügt  die  Thetafunktion  den  ip(jP+l) 
Differentialgleichungen : 

(XXin)  __^_^__1L  =  n ^^ ^,         (^.'=i,v  -.P) 

fee  den«»  w  =  4  ii^,  M;e»n  v'  =  v;  dagegen  n  =»  2,  u;enn  v'  ^  v. 


1)  Rosenhain,  Auszug  mehrerer  Schreiben  des  Dr.  Rosenhain  an  Herrn 
Prof.  Jacobi  über  die  hyperelliptischen  Transcendenten.  1.  Brief  d.  d.  8.  IX. 
1844.    J.  für  Math.  Bd.  40.   1850,  pag.  827. 

2)  Göpel^  Theoriae  transc.  etc.  pag.  280.  Anm. 
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Beweis:  Um  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (XIX)  zu  zeigen,  lasse 
man  in  der  Gleichung  (XVIII),  indem  man  unter  x^,  •  •  •,  x  , 
^7  '''}  ^p  gai^ze  Zahlen  versteht,  die  Größen  w^,  •  ••,  u^  in  die 
Größen: 

p  p 

(72)  Wi  +  2x^.ai^,  +  Ai:ri,...,    Wp+ ^  VS^'  +  ^p^* 

übergehen;   es  geht  dann  der  Exponent  des  allgemeinen  Gliedes  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  unendlichen  Reihe  in 

p       p  p         /  p  \ 

P  P  P 

(73)  -=2  2%^'(rn^  +  ^^)  {rn^,  +  x^,)  +  2^^  +  ^^)«*/. 

p  p      p  p 

über  und  man  erhält  zunächst,  da  für  alle  Werte  der  ganzen  Zahlen 

m  und  X: 

p 

(74)  c  ^^'  =1 
ist,  die  Gleichung: 


^ 


p      p  p 

(75)  =e^=^^'=^  ^^'^ 

p      p  p 

-00,.. ,  +  00     2    ^*'/M/u'('"/u+V^'V  +  V^  +  *-^^*"i«  +  V**/" 
wil,  ..,mp 

Beachtet  man  nun,  daß  der  Wert  der  in  der  letzten  Zeile  stehenden 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  m  um 
beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  für  ^  =  1,  2,  •-,|7 
m^  in  m^  —  x^  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe  in  die  ursprüng- 
liche die  Funktion  ^(u^\  •  •  •  \u^  definierende  Reihe  (XVIH)  über,  und 
man  erhält  so  für  diese  Fimktion  die  zu  beweisende  Gleichung  (XIX). 
—  Die  Richtigkeit   der  Differentialgleichungen  (XXTTT)   ergibt  sich. 


Eigenschaften.    Bestimmung  durch  diese.  25 

wenn  man  die  verlangten  DiflFerentiationen  an  der  die  Thetafunktion 
darstellenden  Reihe  gliedweise  ausführt. 

Die  im  IX.  Satz  niedergelegten  Eigenschaften  der  Funktion 
-Ö"  (Wi  1  •  •  •  I  Wp)  charakterisieren  zusammen  mit  der  Bedingung,  daß  die 
Funktion  einwertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei,  diese 
Funktion  vollständig.     Es  gilt  nämlich  der 

X.  Satz:  Erfüllt  eine  einwertige  und  für  aMe  endli^Jwn  u  stetige 
Funktion  G  (u^\'"\u^  efer  komplexen  Veränderlichen  Wi,  •  •  •,  w^  die 
2p  Gleichungen: 

(XXIV)    ö(Mi|...|«.  +  «»|---l«,)  =  GK|...|«J  •••!«,), 

(XXV)       G(mi  +  a»,i ...  !«,  +  «,,)=  G(M,1 ...  |«,)^-»»-*% 

(,=i,i,      ,p) 

oder,  was  derselbe  sagt,  hei  beliebigen  gameahligen  Werten  der  x,  l  die 
Gleichung: 


(XXVI) 


p  p 

-2    ^«i"/u'*-"V-*^ 


*/lv 


so  kann  sie  sidi  von  der  Funktion  ^  O^j  |  •  •  •  |  u^  nur  um  einen  von  den 
u  unabhängigen  FaJctor  untersdieiden;  erfüllt  sie  aufJerdam  die  ^p  (p+1) 
Differentialgleichungen  : 

(^^)  3u3u,     --  -  ^ d^—^'  (.^'=M.-,P) 

hei  denen  n  =  4  ist,  wenn  v  =  v;  dagegeti  n^2,  wenn  v  ^  v,  so  ist 
dieser  Faktor  cmch  von  den  Modulen  a  unabhängig. 

Betveis:  Auf  Grund  der  Gleichung  (XXIV)  ist  die  Funktion 
G  (ti^  I  •  •  •  I  Wp)  für  alle  endlichen  Werte  der  u  darstellbar  durch  die- 
selbe nach  positiven  und  negativen  Potenzen  der  Größen  e'**i,  •••,  6*"p 

fortschreitende  Reihe  von  der  Form: 

p 

(76)  G(t^|---k,)=     2!      ^i-p'"^'        ' 

wobei  die  A  von  den  u  unabhängige  Größen  bedeuten.^)  Führt  man 
diese  Reihe  an  Stelle  von  ö  (w^  |  •  •  •  |  w^,)  in  die  Gleichung  (XXVI) 
ein,  so  verwandelt  sich  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in 
eine   nach   den   ganzen   Potenzen   von  6*"i,  •  •  •,  c***p    fortschreitende 


1)  Vgl.  Stahl,  Th.  d.  Abelschen  Funktionen,  pag.  199. 
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Reihe,  und  es  ergibt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  zwei  solche 
Reihen  nur  dann  für  alle  Werte  der  u  einander  gleich  sein  können, 
wenn  die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  e*"i,  •  •  •,  e^^p 
beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Eonstanten  Ä  die  Beziehung: 

p      p 

(77)  Afn^^n^  . . .  »ip-hxp  ==  Am^      -  m^  C 

als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafttr,  daß  die  Funktion 
f^(fh\'"\%)  <ler  Gleichung  (XXVI)  genügt.  Setzt  man  in  (77) 
Wj  =  •  •  •  =  Wp  =  0  und  ersetzt  hierauf  den  Buchstaben  x  durch  den 
Buchstaben  nty  so  erhält  man  die  Gleichung: 


Ofi  /<'  '"/U  ^fl' 


(78)  Ajn^..rnp^AQ...Qef      ^'* 

in  welcher  die  m  beliebige  ganze  Zahlen  vertreten,  und  aus  welcher 
wieder  umgekehrt  die  Gleichung  (77)  erhalten  werden  kann.  Führt 
man  aber  diesen  Wert  an  Stelle  von  A„t^ . . .  ^  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (76)  ein,  so  erhält  man: 

p      p  p 

(79)  G(u,|...h,)  =  ^...o    2     ^^''"' 

oder  endlich,  indem  man  A0...0  kürzer  mit  A  bezeichnet: 

(80)  ö(«J....|«p)  =  ^-*(«J---|«p). 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  Funktion  ö  (Mj  |  •  •  |  m^),  wenn  sie  den 
Gleichungen  (XXIV)  und  (XXV)  genügt,  sich  von  der  Funktion 
^  (^1 1  •  •  •  I  ^p)  ^^^  ^^"^  einen  von  den  Argumenten  u  der  Thetaftmktion 
unabhängigen  Faktor  unterscheidet. 

Ersetzt  man  nun  weiter  auf  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichung  (XXVII)  die  Funktion  G(u^\"'\u^  aus  der  Gleichung  (80), 
so  erhält  man,  weil  A  von  den  u  unabhängig  ist,  zunächst: 

(81)  A  — -^ — 5 ^  =  n  3 —  ^  (wi    •  •  •  UO  +  M^ 5 —^ 

^     ^  du  du ,  da    ,      ^^^ '        ^    P-  da    , 


vv 


und  hieraus  sofort  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (XXIII): 
(82)         •  ^  =  0. 


VV 


Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  der  Faktor  A,  wenn  die  Funktion 
6r  (Wj  I  •  •  •  I  Up)  den  Gleichungen  (XXVII)  genügt,  auch  von  den  Mo- 
dulen a  der  Thetafunktion  unabhängig  ist. 
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Interpretiert  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  der  Variablen 
u^,  '  -  -,  u^  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einem  Räume  von 
2  p  Dimensionen,  so  entspricht  einem  Großengebiete  ^) 
p  p 

(83)  «1=2'*^^/*  +  ^**'    '">   %^2K%f^  +  h^^y 

bei  dem  die  k,  l  die  Werte 

(84)  9^^h<S^  +  ^y  K^^f^<K  +  1^  C"=i.2.  ..,p) 
wo  die  g,  h  gegebene  Konstanten  sind,  stetig  durchlaufen,  ein  Parallelo- 
top  des  Raumes.  Läßt  man  femer  an  Stelle  der  g,  h  alle  möglichen 
Systeme  von  2p  ganzen  Zahlen  treten,  so  erhält  man  den  ganzen 
iUum  in  solche  untereinander  kongruente  Parallelotope  eingeteilt. 
Nennt  man  das  dem  Wertesysteme  S'i  =  •  •  •  =  S'p  =  ä^  =  •  •  •  =  ä^  =  0 
entsprechende  Parallelotop  IIq,  so  entspricht  einem  jeden  Punkte  w^,  •  •  •,  u^ 
in  einem  beliebigen  dieser  Parallelotope  ein  ihm  „kongruenter"  Punkt 
u[^\  '  •  •,  uj?)  in  Uqj  für  welchen  bei  ganzzahligen  x,  A: 

p  p 

(85)  Ui  —  wf )  =  ^ x^a^^  +  ^ ^*,  •  •  •,  Wp  -  "i?^  =  ^  ^^%^  +  ^p^i 

iU  =  l  /*  =  ! 

oder  kürzer: 

(86)       «i=«f>, ,  M,=«r 

ist,  und  es  kann  der  Wert  der  Thetafanktion  im  Punkte  m^,  •  •,  u^ 
mit  Hilfe  der  Formel  (XIX)  aus  ihrem  Werte  im  Punkte  u^^\  •  •  •,  uj?) 
berechnet  werden.  In  diesem  Sinne  genügt  es,  den  Werteverlauf  der 
der  Funktion  '^■(Mi  |  •••  |u  )  in  IIq  zu  untersuchen;  insbesondere  ver- 
schwindet die  Thetafunktion  in  einem  Punkte  ü^,  •  •  •,  u^  dann  und 
nur  dann,  wenn  auch  d-  {u[^^  [  •  •  •  |  u^^)  =  0  ist.  Es  soll  hier  die  Frage 
nach  der  Anzahl  jener  Punkte  in  Uq  beantwortet  werden,  welche 
p  Gleichungen: 

(87)  

genügen,  in  denen  die  e  gegebene  Konstanten  bezeichnen,  die  natürlich 
so  gewählt  seien,  daß  nicht  aus  dem  Bestehen  einer  dieser  p  Glei- 
chungen das  Bestehen  einer  der  übrigen  folgt,  d.  h.  so,  daß  keine 
zwei  der  p  Großensysteme  e^^,  •  •  •,  6^^  (/i  =  1,  2,  •  •  •,  p)  einander 
kongruent  sind. 

Zunächst  kann  man  die  gestellte  Frage  für  eine  spezielle  Art 
von  Thetafunktionen  beantworten.  E[aben  nämlich  alle  Thetamodulen 
%fi'f  ^^^  denen  /t>ft'  ist,  den  Wert  Null,  so  zerfällt  -^(^i  |  •••  [m^) 

1)  Man  vergleiche  dazu  den  Anfang  des  folgenden  Paragpraphen  und  des 
§  1  des  lY.  Kapitels. 
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in  das  Produkt  von  p  Thetafunktionen  je  einer  Veränderlichen,  von 
denen  die  (i^  als  Argument  u^  und  als  Modul  a^^  besitzt.  Das  Glei- 
chungensystem (87)  aber  hat  dann  nach  dem  IV.  Satz  p\  Lösungen, 
welche  durch  die  Kongruenzen: 

f88^  ^1  ^  ^al  +  i(^*  +  «11)^      ^2  ^  ^[ii  +  i(^*'  +  (hi^y  '"y    ' 

geliefert  werden,  wenn  man  darin  an  Stelle  von  a  ß  "•  q  der  Reihe 
nach  die  p\  Permutationen  der  Zahlen  1,  2,  -  -  -,  p  setzt. 

Dieses  Resultat  gilt  auch  für  allgemeine  Thetafunktionen.     Nach 
Kronecker ^)  wird  nämlich  für  p  Gleichungen: 

(89)  /;(^ii--i^,)  =  o,  •••,/;(^i;---l^,)  =  o 

zwischen  p  komplexen  Veränderlichen: 

(90)  ^1  =  a:i  +  y^f,  •  •  •,  £?p  =  a:^  +  y^i 

die  Anzahl  der  innerhalb  einer  geschlossenen  Mannigfaltigkeit: 

(91)  Fix,\-.-\x^\y,\.--\y,)^0 

gelegenen  Wurzeln  z^,  •  •  •,  z^  durch  ein  über  dieselbe  erstrecktes 
Integral  geliefert.  Läßt  man  jetzt  die  Koeffizienten  der  Funktionen 
/ij  ' '  '7  fp  ^^^^  stetig  ändern,  so  kann  sich  auch  der  Wert  des  ge- 
nannten Integrals  nur  stetig  ändern;  bleibt  also,  da  er  seiner  Natur 
nach  immer  ganzzahlig  sein  muß,  ungeändert.  Daraus  schließt  man, 
daß  die  Anzahl  der  Lösungen  des  Gleichungssystems  (87)  für  alle 
Werte  der  Thetamodulen  a^^'  die  gleiche  ist;  also  stets  p\  beträgt. 
XI.  Satz:  Die  p  Gleichungen: 

d'  («1  -  ^11 1  w^  -  612 1  • '  •  1  Wp  -  ei^)  =  0, 

CXXVIID  ^  ^^^  ~  ^21  I  ^2  ~  ^22  I  •  •  •  I  **p  "~  ^2p)  ==  ^y 

^('^  -  ^i\^h  -^pi  \'"\%-^pp)-0 
haben  p!  inkongruente  Lösungen  hei  gegebenen  Werteti  der  Konstanten  c 

Der  XI.  Satz  rührt  von  Poincare*)  her.     Für  die  Summe  der  pl  Lö- 
sungen (88)  erhält  man,  d&  \pl  stets  eine  ganze  Zahl  ist: 

p  p 

(92)  2fH^ip--^y-2!'>'^>---'2'*p'=(p-'^y-2w^ 

/u=l  n  =  l 

auch  diese  Kongruenzen  bleiben,  wie  Poincare^)  gezeigt  hat,  fOr  allgemeine 
Thetafunktionen  richtig. 

1)  Eronecker,    Über  Systeme   von  Functionen  mehrer  Variabein.    Berl. 
Ber.  1869,  pag.  159. 

2)  Poincar^,  Sur  les  fonctions  ab^liennes.     C.  R.  Bd.  92.     1881,  pag.  968 
und:  Sur  les  fonctions  S.    Bull.  S.  M.  F.    ßd.  11.     1883,  pag.  129. 

3)  Poincar^,  Sur  les  fonctions  ab^liennes.    Am.  J.  Bd.  8.    1886,  pag.  289. 
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§5. 
EinfUinmg  der  Charakteristiken.    Die  Funktion  'O-f^lft«]). 

Aus  den  oben  angeschriebenen  2  p  Systemen  korrespondierender 
Periodizitätsmodulen  (XXII)  der  Thetafunktion  läßt  sich  mit  ffilfe 
reeller  Größen  9^  -  -  -y  gpy  h,^y  -  -  'j\  ein  jedes  beliebige  System  von 
p  Größen  c^,  •  •  •,  c^  immer  und  nur  auf  eine  Weise  in  der  Form: 

p  p 

(93)  c^-^g^a^f.  +  h^h  ' ' ',  ^p-2s^^%f^  +  *p^* 

linear  zusammensetzen.  Bezeichnet  man  nämlich  den  reellen  Teil  von 
a^^  wie  schon  früher  mit  r^^,  den  lateralen  mit  s^^iy  den  reellen 
Teil  Yon  c^  mit  \y  den  lateralen  mit  l^i  und  trennt  alsdann  in  den 
Gleichungen  (93)  die  reellen  und  lateralen  Teile^  so  erhält  man  die 
zwei  Systeme  von  je  p  in  Bezug  auf  die  Größen  g^  h  linearen  Glei- 
chungen : 

(94)  2 9^^!,.  =  hy  ' '  •.  2^/*^^^  =  h' 

p  p 

(95)  2  Vi/i  +  h^  =  h7    ",  2*^/* V  +  V  =  hy 

von  denen  das  erste,  weil  die  Determinante  ^±  r^^r^  •••  r  ,  wie  in 
§  2  gezeigt  wurde,  stets  von  Null  verschieden  ist,  die  p  Größen  g  ein- 
deutig bestimmt^  und  hierauf  das  zweite,  nachdem  man  darin  an  Stelle 
der  g  die  gefundenen  Werte  eingesetzt  hat,   die  zugehörigen  Werte 

der  Ä  liefert.     Der  Komplex  u^       Vj  der  2p  so  bestimmten  reellen 

Größen  g,  h  soll  die  Feriodenchardkieristik  des  Größensystems  q,  •  •  •,  c^ 
genannt  werden. 

In  die  zu  Anfang  des  §  2  aufgestellte  p-fach  unendliche  Theta- 
reihe  (32)  fElhre  man  jetzt  an  Stelle  der  Größen  6^,  •  •  •,  fc^  die  Größen 
Ui  +  Ci,  •  •  •,  %  +  c  ein,  indem  man  unter  Wi,  •  •  •,  u^  unabhängige 
komplexe  Veränderliche,  unter  c^,  •  •  •,  c^  willkürliche  komplexe  Kon- 
stanten versteht.  Bringt  man  dann  das  Konstantensystem  q,  •  •  •,  c^ 
in  der  soeben  angegebenen  Weise  mit  Hilfe  reeller  Größen  ^f,  ä  in 
die  Gestalt  (93)  und  setzt  gleichzeitig  an  Stelle  der  im  allgemeinen 
Gliede  der  Thetareihe  noch  vorkommenden  Größe  c  den  Ausdruck: 
p      p  p 

(96)  ^^2  2 %f^'lff^SI^'  +  ^29u(%  +  K^^j 

so  wird  der  Exponent  (31)  des  allgemeinen  Gliedes  von  (32): 
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p       p  p 

P         P  P      /  P  \ 

(97)        ^""^  ^^  '*""^  ^         ^^  ^ 

p      p  p 

+  22  %f^'9,.9^'  +  2  2  5^/*  K  +  K^^) 

und  es  entstellt  eine  neue  einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stetige 
Funktion  der   komplexen  Veränderlichen   w,,  •  •  •,  u^,   die   gleichfedls 

Thetafunktion    genannt    und    mit   ^  T?^       ?^1  (**i  I  *  * '  1  %)    bezeichnet 
werden  soll. 

Die  Thetafunktion  if  \i^    .    ^^] (^i  I  * ' *  I **p)  ^^^  definiert  durch  die 
Gleichung: 

(XXIX)  4,    4,  ^ 

Diese  Funktion  ist  ihrer  Entstehung  gemäß  mit  der  unter  (XVIII)  ein- 
geführten  Funktion  ^(^\  •••  1^^)  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

(XXX)  ^-^l  tii  +2'</a*^a*  +  \^i\'"  \%  +  2  9^%^  +  *P^*  ) 

\  /u=l  /u  =  l  / 

wnd  getit,   wenn  die  Größen  g,  h  sämüich  den  Wert  NuU  annehmen^ 
in  dieselbe  über,  d.  h.  es  ist: 

(XXXI)      *G:::;]Ki-i«p)=^(»ii"-i«^- 

Der  Komplex  [^   "   ^^  |  der  2p  beliebigen  reeüen  Größen  g^^  •  •  •,  g^, 

K}  ' ' '}  ''p  heißt  die  Cliarakteristik  der  Thetafunktion;  g^,  •  •  •,  g^^  heißen 
die  oberen,  h^,  •  •  •,  h^  die  unteren  Elemente  der  Giarakterist^. 
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Die  Charakteristik  K^  ?^  1  soll,  wenn  dadurch  kein  Mißver- 
ständnis zu  befürchten  ist,  zur  Abkürzung  mit  1^1,  und  entsprechend 
soll  die  Charakteristik  [l]  ?  * ' "  ~  ?n  ^^^  [Z  fj  ?  ^®  Charakteristik 
[J  "l]  mit  [J],  die  Charakteristik  [f  ...J^]  mit  [J],  endUch 
die  Charakteristik  L  ^  * '  qJ  mit  LI  bezeichnet  werden.  Die  Charak- 
teristik [?^  T^^V..  Ä^iÄ^*']  ®^^  ^^®  Summe,  die  Charakteristik 
ß'Zf'.'.'M?']  ^lö  Differenz  der  Charakteristiken  [J]  und  [j!] 
genannt  werden;   zur  Abkürzung   soll   die  erstere  mit  uT  vl^   ^^^ 

letztere  mit  j  ?  _  fJ  bezeichnet  werden.  In  den  Fallen,  wo  die  Argu- 
mente der  Thetafunktion  sich  nur  durch  untere  Indices  unterscheiden, 
möge  es  erlaubt  sein,  hinter  dem  Funktionszeichen  nur  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Argumente  mit  Weglassung  des  Index  in  doppelten 

Klammem  zu  achreiben,  also  '^[iJW  s^t^  '^T fl(^i  I  "*  l^p)?  ™ 
Anschlüsse  daran  möge  dann  das  örößensystem  Ui\  "-  [ti^  einfacher 
mit  (u)  und  ein  System  Wi  +  ^i  |  •  •  *  |  w^  +  ^^  mit  (u  +  c)  oder,  wenn 

\h        h)  ^®  Periodencharakteristik  des  Größeusjstems  q,  •  •  •,  c^  ist, 

mit  (^  +  { ? } )  bezeichnet  werden.  Das  Vorhandensein  der  Modulen  a 
in  der  die  Thetafunktion  darstellenden  Reihe  soll  nur  dann  und  zwar 
in  der  Form  '^f?  |Ma  ^^i  der  Bezeichnung  der  Funktion  zum  Aus- 
druck gebracht  werden,  wenn  gleichzeitig  Funktionen  mit  verschie- 
denen Modulsystemen  •  betrachtet  werden. 

Die  Punktionen  0  ?  C^J»  deren  Charakteristikenelemente  g^  h  belie- 
bige reelle  Größen  sind,  wurden  von  Herrn  Prym*)  in  der  zweiten  der 
fünf  unter  dem  Titel:  Untersuchungen  über  die  Biemannsche  Thetaformel 
und  die  Biemannsche  Charakteristikentheorie  vereinigten  Abhandlungen 
zuerst  aufgestellt.  Nur  in  der  Bezeichnung  von  ihnen  verschieden  sind 
die  Weierstraßschen  Funktionen  S{u^  •••  u  ]  jn,  v),  welche  Herr 
Schottky^  im  Anfange  seines  Abrisses  einer  Theorie  der  Abelschen 
Funktionen  von  drei  Variabein  einführt. 


1)  Prym,   Untersuchungen   über   die  Riemannsche  Thetaformel   und   die 
Biemannsche  CharakteriBtikentheorie.    Leipzig  1882,  pag.  25. 

2)  Schottky,   Abriß  einer  Theorie  der  Abelschen  Funktionen   von   drei 
Variabein.    Leipzig  1880,  pag.  1. 
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Aus  der  am  Anfange  dieses  Artikels  angestellten  Untersuchung  erhellt 

zugleich,  daß  man  keine  allgemeineren  Funktionen  *&  ?  i['i*])  erzielt,  wenn 

man  für  die  Charakteristikenelemente  ^,  h  auch  komplexe  Werte  zol&ßt.^) 
Da  übrigens  im  ganzen  ersten  Teile  davon  kein  Gebrauch  gemacht  wird, 
daß  die  Größen  g,  h  reell  sind,  so  bleiben  die  dort  abgeleiteten  Formeln 
auch  dann  richtig,  wenn  man  diesen  Größen  irgend  welche  komplexe 
Werte  erteilt. 

xn.  Satz:    Die  durch  die   Gleichung  (XXIX)   definierte   Thek^ 
funktion  ^[y  W  9^^  ^  Gleichung: 

»K]((»+(ni 

(xxxn)  p    p  '  ' 

in  der  Tc^y  •  •  •,  x^,  X^y  •  •  •,  X^  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Aus 
dieser  Gleichung  geJien,  indem  man  das  eine  Mal  X^  =  1,  die  übrigen 
p  -—  1  Zahlen  X  und  die  p  Zahlen  x  gleich  Null  setzt,  das  andere  Mal 
x^  =  1,  die  übrigen  p—  1  Zahlen  x  und  die  p  ZaJden  X  gleich  Nuü 
setzt,  die  speziellen  Gleichungen: 

*K](«il---l«,  +  «t|  •••!«,) 

(XXXIU) 

=*[J](«,I...I«J-I«,)«*'""', 

(»=1.«.  •  .rt 
(XXXIV)  ^"-^ 


^— a»»— SUy— 2Ay«« 


hervor,  aus  denen  man  umgekehrt  die  Gleichung  (XXXII)  wieder  er- 
zeugen kann.  Außerdem  genügt  die  FufJUion  ^j?  j  W  den  \p  {p  +  1) 
Differentialgleichungen : 

(XXXV)  _^^  =  „_LM_,  (,..-=..,.••.,) 

bei  denen  n  =^  4  ist,  wenn  v  =  v;  dagegen  n  =  2,  wenn  v  ^  v. 

Beweis:   Um  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (XXXII)  zu  zeigen, 
lasse  man  in  der  Gleichung  (XXIX),   indem  man  unter  x^,  •  •  *,  x^, 


1)  Wie  Craig,  On  Theta-functions  with  complez  characteristics.     Am.  J. 
Bd.  6.    1884,  pag.  337. 
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^j  ' ' '}  ^p    ganzö   Zahlen    versteht,    die   Größen   «i,  •  •  •,  «y,   in    die 
Größen: 


(98) 


übergehen;  es  geht  dann  der  Exponent  des  allgemeinen  Gliedes  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  unendlichen  Reihe  in: 


p      p 


2  ^  %M'  (^f^  +  9^)  (w^-  +  9 f.) 

p  /  p 


/u  =  l  /u'=l 


(99)  ^     P 

-  2j  2^  ^^z*'  K  +  ^^  +  ^)  (^^'  +  ^/.'  +  ^') 

p  p 

+  2^(m^  +  5f^  +  x^)  (w^  +Ä^3r«)  +  2  ^ m^k^^i 
p      p  p  p 

über,  und  man  erhält  zunächst,  da  für  alle  Werte  der  ganzen  Zahlen 

m  und  k 

p 

(100)  e*"^'  =  1 

ist,  die  Gleichung: 

p      p  p  p 

»KU« +(:))-«'■"'-      '='    "- 

(101)  p     p  p 

— »   •■  +00    ^    -S  auii'('"M+>u+''u)('"u'+g|.'+»ii')  +  '    ^('"a  +  gu+x^,)(»„+*„«0 

Beachtet  man  nun,  daß  der  Wert  der  in  der  letzten  Zeile  stehenden 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  m  um 
beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  für  ^  ^  1,  2,  ••*,  p 
m^  in  m^  —  x^  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe  in  die  ursprüng- 
liche, die  Funktion  ^[?JW   definierende  Reihe  (XXIX)   über,   imd 

man  erhält  so  für  diese  Funktion  die  zu  beweisende  Gleichung  (XXXTT). 
—  Die  Richtigkeit  der  DiflFerentialgleichungen  (XXXV)  ergibt  sich, 

Kr»xer,  TheUfünktionen.  3 
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wenn  man  die  verlangten  Differentiationen  an  der  die  Thetafonktion 
darstellenden  Reihe  gliedweise  ausführt. 

Die    im   Xu.  Satz    niedergelegten   Eigenschaften    der   Funktion 

'^I^K^^   charakterisieren    zusammen  mit   der   Bedingung^    daß    die 

Funktion  einwertig  und  im  Endlichen  nirgendwo  unstetig  sei^  diese 
Funktion  vollständig.    Es  gilt  nämlich  der 

xm.  Satz:  ErfiäU  eine  einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stelige 
Funktion  G{u)j  der  kompUocen  Veränderlichen  u^,  •  •  •,  u^  die  2p  Glei- 
chungen: 

(XXXVI)     GfK|--.|«,  +  «»|.--|u,)  =  GK|...|«,|...|«,)e«''«', 

(XXXVn)  G(ui  +  ai,|...|«p  +  a,,)   =  G(«i|  .••  |u,)c-«-»-.-»*.**, 

oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  gamzaJMgen  x,  l  die  GUidiwtg: 

(xxxvni)      p    p  p  p 

SO  kann  sie  sich  von  der  Funktion  -©■[fJW  nur  um  einen  von  den  u 

unabhängigen  Faktor  unterscheiden;  erfüllt  sie  außerdenh  die  ^p(jp  +  1) 
Differentialgleichungen  : 

d*G(u}  dGiu)  ... 

bei  denen  n  =  4  ist,  wenn  i;'==  v;  dagegen  n  =  2,  tcenn  v^  v,  so  ist 
dieser  Faktor  auch  von  den  Modulen  a  unabhängig. 

Der  Beweis  kann  wie  der  des  X.  Satzes  durchgeführt  werden, 
nachdem  man  durch  die  Gleichung  (107)  des  nächsten  Paragraphen  aus 
der  Funktion  Gl[u])  eine  Hilfsfunktion  H([u}  abgeleitet  hat. 

Es  sollen  jetzt  noch  einige  Formeln  aufgestellt  werden,  die  bei 
Untersuchungen  über  Thetafünktionen  häufig  als  Hilfsformeln  zur 
Anwendung  kommen. 

XIV.  Satz:  Bezeichnen  g^\  •  •  •,  g^,  ä/,  •  • .,  h^'  irgend  welche 
reeUe  Konstanten,  Xj,  •  •  •,  x^,  A^,  •  •,  A^  irgend  welclie  ganze  Zahlen, 
so  gelten  die  Formeln: 

*Daf»+(z:il 


(XL) 

p      p  p 


M=^l 
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p 

(XLi)         ^ßt3w=*[(|w«''°*'"'  > 
(XLU)      ^[(|(-«i;-i-«,)  =  »[i(](«ii  •••;«,). 

In  Bezug  aaf  die  Ableitung  dieser  Formeln  mag  das  Folgende 
bemerkt  werden.  Die  Richtigkeit  der  Formel  (XL)  wird  am  ein- 
fachsten erkannt,  wenn  man  die  beiden  in  ihr  vorkommenden  Theta- 
funktionen  durch  die  ihnen  entsprechenden  unendlichen  Reihen  ersetzt; 
ohne  Mühe  kann  man  dann  das  allgemeine  Glied  der  an  Stelle  der 
linken  Seite  getretenen  Reihe  in  das  allgemeine  Glied  der  an  Stelle 
der  rechten  Seite  getretenen  überfOhren.^)    Um  die  Formel  (XLI)  zu 

erhalten,  braucht  man  nur  ^  [T]  ((**  +  {  W ))  ^^  ^^^^  ^^  *^f  Grund 

der  Formel  (XL)  durch  '^[?T?]W)>   ^^  andere  Mal  auf  Grund  der 

Formel  (XXXII)  durch  '^rf]((w))  auszudrücken  und  die  beiden  so  er- 
haltenen Ausdrücke  einander  gleich  zu  setzen.  Um  endlich  die 
Formel   (XLII)    zu   erhalten,   beachte   man,    daß    der  Wert    der   die 

Funktion  'Ö-f^ftt))  definierenden  Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man 

im  allgemeinen  Gliede  derselben  einige  der  Zahlen  m  oder  auch  alle 
mit  Minuszeichen  versieht.  Ersetzt  man  aber  w^,  •  •  •,  w^  durch 
—  m^,  •  •  •,  —ni^y  80  ergibt  sich  zunächst  die  Gleichung: 

(102)    *ß](«ii  •••!«,) =*[ia(-«xi-i-«,), 

und  aus  dieser  dann,  wenn  man  das  System  (m)  durch  (—  u)  ersetzt,  die 
Formel  (XLII).  Aus  (XLII)  folgt  insbesondere  für  ^^  =  •  •  •  =  ^r^  =^  Ä^  = .  -  . 
=  Ap  ==  0  die  Gleichimg: 

(103)  ^(-«i|---|-«p)  =  *(«x|--|«,), 

welche  zeigt,  daß  die  Funktion  d'{u^\  •  •  •  \u^  eine  gerade  Funktion 
ihres  Argumentensystemes  (u)  ist.^)  Ersetzt  man  im  allgemeinen 
Gliede  der  Reihe  (XVIII)  nur  einen  Teil  der  Summationsbuchstaben, 
etwa   indem  man  mit  q  eine  Zahl  <ip  versteht,  w^,  •  •  •,  m^  durch 


1)  Eine  Ableitung  der  Formel  (XL)  gibt  Cayley,  On  a  theorem  relating 
to  the  multiple  Thetafunctions.    Math.  Ann.  Bd.  17.     1880,  pag.  115. 

2)  Wann  eine  Funktion  ^   f   (u),   bei   der  nicht   alle  Zahlen  g^  h   den 

Wert  Null  haben,  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  des  Argumentensystems 
(i»)  ist,  wird  erst  im  siebenten  Kapitel  erörtert. 

8* 
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—  Wi,  •  •  •,  —  Wy,  läßt  dagegen  die  übrigen,  w^+i,  •  •  •,  fi^p,  un- 
geändert,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(104)     *(-«i|---|-«J«,  +  l|---|«p)a  =  *(«l|---|«J«,  +  l|---|«,)6' 

bei  der  die  Modulen  b^^.  durch  die  Gleichungen: 

(105)    6.,=«.,,  h„=-a,„  &,,=«„.    (;:;:;•:•, -,...j 

bestimmt  sind. 

Eine  Charakteristik,  deren  Elemente  den  Bedingungen  0^g^<^lj 
0  ^  Äy  <  1    (v  =  1,  2,  •  •  •,  2?)  genügen,   soll  eine  NormaMiaraJUerisHk 

genannt  werden.    Zwei  Charakteristiken  f^  und  1^.1  sollen  kongruent 

genannt  werden,  wenn  ihre  entsprechenden  Elemente  sich  nur  um 
ganze    Zahlen    unterscheiden.      Nennt    man    dann    zwei    Funktionen 

'^IäIW  ^^^  ^1  f'JW  ^^^^  wesentlich  verschieden,  wenn  sie  sich 
nur  um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  so  sind  die  Charakte- 
ristiken zweier  nicht  wesentlich  verschiedener  Funktionen,  wie  die 
Formeln  (XXTTI),  (XXXIV)  zeigen,  notwendig  einander  kongruent 
und  umgekehrt  sind,  wie  die  Formel  (XLI)  zeigt,  die  zu  zwei  kon- 
gruenten Charakteristiken  gehörigen  Thetafanktionen  nicht  wesentlich 
verschieden. 

§6. 

Thetaflmktionen  höherer  Ordnung. 

Es  soU  die  dHgeineinste  einwertige  und  für  endliche  Werte  der 
Argumente  stetige  Funktion  G{u^\  "-  \Up)  der  komplexen  Veränderlichen 
**i;  •  •  •;  %  gefunden  werden,  die  für  alle  Weiie  der  u  und  hei  6c- 
li^igen  ganzzahligen  Werten  der  Größen  x^,  •  •  •,  x^,  A^,  •  •  •,  A^  der 
Gleichung: 

(.06)  «C»  +  I"i)) 

P  P  P  P 

=  e    ^-'^'-'  ''-'  ''=^  G((u)), 

in  der  n  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl,  die  g,  h  gegebene  Kon^ 
stanten  bezeichnen,  genügt. 

Versteht  man  unter  Gl[u}  eine  der  gestellten  Bedingung  ge- 
nügende Funktion  und  setzt  dann: 

p 

(107)  Hiu}^e    ^=^       GW), 
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so  ist  Hi[u}  ebenfalls  eine  einwertige  und  für  endliche  u  stetige 
Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  m^,  •  •  •,  u^,  die  bei  beliebigen 
ganzen  Zahlen  x,  X  der  Gleichung: 

(108)  ^c«+in)) 

P       P  P  P        /    P  \ 

genügt.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  A^  =  1,  die  übrigen  jp  —  1 
Zahlen  X  und  die  p  Zahlen  x  gleich  Null,  so  geht  daraus  die  Glei- 
chung: 

(109)     fl(«i|...|«,  +  «.-|."|M,)  =  fl-Kl-"|«J. .•!«,) 

hervor,  aus  welcher  folgt,  daß  die  Funktion  Iff  wj  für  alle  endlichen  Werte 
der  u  darstellbar  ist  durch  dieselbe  nach  positiven  und  negativen  Potenzen 
der  Größen  e'***,  •  •  •,  e*"^  fortschreitenden  Reihe  von  der  Form: 

p 

-X.,     ,  +  ao  a^'^^-zi 

(110)  Hiu)^^      2      ^^.  ••■^«/'^'        ^ 

wobei  die  A  von  den  u  unabhängige  Großen  bedeuten.  Führt  man 
diese  Reihe  an  Stelle  von  H{u]j  in  die  Gleichung  (108)  ein,  so  ver- 
wandelt sich  sowohl  die  linke  wie  die  rechte  Seite  derselben  in  eine 
nach  den  ganzen  Potenzen  von  c  "^,  •  •  •,  e^^  fortschreitende  Reihe, 
und  es  ergibt  sich,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  zwei  solche  Reihen 
nur  dann  für  alle  Werte  der  u  einander  gleich  sein  können,  wenn 
die  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  c  ***,••  •,  e  "^ 
beiderseits  dieselben  sind,  für  die  Eonstanten  A  die  Beziehung: 

A 

m^  +  «  xi   •  •  •   TOp  +  «  Xp 

(111)  P         P  P         P  P 

als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  Fimktion 
H{u}  der  Gleichung  (108)  genügt.  Ersetzt  man  noch  in  der  letzten 
Formel  die  Buchstaben  m  durch  die  Buchstaben  v  und  die  Buch- 
staben X  durch  die  Buchstaben  m\  so  erhält  man  die  Formel: 

A    , 
'^min-\-v^   •  •  •  mpn-\-Vp 

(112)  P        P  P        P  ^  P       ^ 

in  welcher  die  m'  und  v  beliebige  ganze  Zahlen  vertreten. 
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Man  nehme  nun  die  aus  den  Gleichungen  (107)  und  (110)  sich 

ergebende  Gleichung: 

p 


M  =  i 


(113)  GW=     ^^^X    --p- 

und  denke  sich  darin  die  ganzen  Zahlen  m^^  •  •  «^  m^  in  die  Form: 

(114)  mi  =  w/n  +  Vi,    •••,    w^  =  Wp'^  +  Vp 

gebracht^  wobei  Vi,  •  •  •,  v^  die  kleinsten  positiven  Reste  von  m^,  •  •  •,  m^ 
inbezug  auf  den  Modul  n  bezeichnen  sollen^  die  rn  also  ganze  Zahlen 
sind.  Es  nimmt  dann  allgemein  m^  alle  ganzzahligen  Werte  von  — -  oo 
bis  +  cx>  und  zwar  jeden  nur  einmal  an^  wenn  man  für  v^  der 
Reihe  nach  die  Zahlen  0^  1^  •  •  *,  n—  1  setzt  und  dabei  jedesmal 
w^/  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  oo  bis  +  c»  durchlaufen 
läßt.     Auf  diese  Weise  erhält  man  zunächst: 


0,1,    -jn  —  1   — OD, ••,-{- OD 

(115)   Giu}='2         V     ^„;„^. 


-i(.v'+'<-^)-. 


fi=^i 


ni 


"»1. 


Führt  man  hier  auf  der  rechten  Seite  an  Stelle  von  -4«'.,         .n'-j.« 
den  vorher  aufgestellten  Ausdruck  (112)  ein^   setzt  zur  Abkürzung: 

1     **      '^  i    ^ 


;i=l^'=l 


fi^l 


(116)^,...,,  =  ^,...,/ 

und  beachtet,  daß  C  ^  von  den  Summationsbuchstaben  m'  voll- 
ständig  unabhängig  ist  und  demnach  vor  die  betreffenden  Summen- 
zeichen gestellt  werden  kann^  so  erhält  man  weiter: 

(117)  nr^.p 

X  y»     e!*     '^ 

und  schließlich,  indem  man  berücksichtigt^  daß  die  zweite  p-fach  un- 
endliche Summe "  eine  Thetafunktion  mit  den  Argumenten  nu^ ,  den 

~9  +  v~ 


Modulen  na^^,  und  der  Charakteristik 

(118)  öM='2"    c,^...  » 


n 
h 

'9  +  v' 

n 

L    h    J 


ist: 


inuh. 


EinfOlirung.    Definition. 
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Eine  jede  der  n^  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
vorkommenden  Thetafunktionen  ist^  wie  aus  der  Gleichung  (XXXII) 
folgt^  eine  partikulare  Lösung  der  för  die  Funktion  G([u]j  aufgestellten 
Bedingungsgleichung  (106)^  und  es  stellt  daher  der  für  Gi[u}  ge- 
fundene Ausdruck  die  gewünschte  allgemeinste  Lösung  dar^  wenn  man 
unter  den   C  willkürliche  Konstanten  versteht.     Berücksichtigt  man 

noch,  daß  die  n^  Funktionen  d-l     ♦*      C*^<*]lna7  ^®  ®"^  Blick  auf  die 

sie  darstellenden  Reihen  zeigt,  linearunabhängig  sind,  so  folgt  weiter, 
daß  man  die  Anzahl  nP  der  im  allgemeinsten  Ausdruck  für  Gi[u}  vor- 
kommenden willkürlichen  Konstanten  C  niemals  durch  eine  Umformung 
des  Ausdrucks  auf  eine  geringere  reduzieren  kann. 

Eine  einwertige  und  für  endliche  u  stetige  Funktion  der  kom- 
plexen Veranderlichen  u^y  •  •  •,  w^,  welche  für  alle  Werte  der  u  der 
Gleichung  (106)  genügt,   wird  eine  Thetafunktion  n*®'  Ordnung  mit 

der  Charakteristik  Kj  genannt  und  mit  6»  mW  bezeichnet. 

Thetafunktion  n**'  Ordnung  mit  der  Giarakteristik  [^  heißt  jede 

einwertige  und  für  alle  endlichen  u  stetige  Funktion    0n[f]W   ^ 

komplexen  Veränderlichen  u^,  •  •  •,  w^,  welche  für  alle  Werte  der  u  den 
2p  Gleichungen: 


u))e 


(XLm)0„[(|(u,|...|w,-f^i|...|u^)  =  e,L;^j,.,.      ' 

(XLIV)  e,[(|(t.,-f  a,J...|u,-f  a,J   ==  e„ß]Wa-''^^-«'«— ^-, 


(r=l,2,...,p) 

oder,  was  dasselbe  sagt,  bei  beliebigen  ganzzahligen  x,  A  der  Gleichung: 

«.[3  ((»+1:11 


(XLV) 


P  P  P  P 


u)]e 


fi  ==ifi'=-i 


/i=i 


genügt. 

Spezielle  solche  Funktionen  ©nfflC**])  ^^^^  ^-  ^'f  wenn  unter  den 
Q,  6  beliebige  ganze  Zahlen  verstanden  werden,  die  Funktionen: 


(119) 


[9  +  9'] 

9 

^9  +  9' 

n 
h 

i^^ha^ 

d' 

Wo.» 

^ 

n 

h+6 

-     »    - 

.     » 

Wa- 


Aus  dem  oben  gefundenen  Resultate  (118)  ergeben  sich  die  folgenden 
fundamentalen  Sätze: 
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XV.  Satz:   Die  dllgemeinste  ThetafunkHon  w*®'  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [^  toird  dwrch  die  Gleichung: 

(XLVI)       %\^H="^    c^..^» 


«1.  -I«« 


'9  +  ^' 
n 
h 


inul 


'y% 


dargestellt y  wenn  man  unter  den  C^i    -x    ^^^  ^^  Variablen  m^, 
unabhängige^  im  übrigen  aber  vollständig  willkürlidi  wählbare  Größen 
versteht. 

XVI.  Satz:   Es  gibt  unendlich  viele  Thetafunktionen  n*"'  Ordnung 

mit  gegebener  CharaJcteristik  kj;    sie  lassen  sich  aber  alle  dwrch  nP 

linearunabMfigige  unter  ihnen^  z.  B,  durch  die  nP  Funktionen 


(XLVn) 


n 
h    . 


f(^4n 


(«li 


,x^=0,l,       ,»  — 1) 


linear  und  homogen  mit  Koeffizienten^  wddie  die   Variablen  u  nicht 
enthalten,  zusammensetzen, 

XVn.  Satz:   Zunschen  t*P  +  1   Tlietafunktionefi  n*®'  Ordnung  mit 

der  nämlicJien  Charakteristik  [fj  findet  stets  eine  Iiomogene  lineare  Be- 

lation  statt,  deren  Koeffizienten  vofi  den  Variablen  u  frei  sind. 

Thetafunktionen    höherer    Ordnung    wurden    zuerst    von    Hermite^) 
eingeführt     Die  obige   Darstellung    der   allgemeinen   Funktion   ö„   ?   (uj 

i^^}na   (*1>  •  •  •,   Xp  =  0,  1,  .  •  -,  n  -  1) 


durch  die  n^  speziellen  -ö- 


n 
h 


ist  von  Herrn  Prym  ')  angegeben  worden.     Auf  anderem  Wege  gelangte 
Herr  Schottky^)  zu  einer  Darstellung  der  Funktion  ©«  ?  W  durch  die 


nP  speziellen  Funktionen  d^ 


9 

n    . 


Wa    (Ai,---,i,  =  0,   1,...,«-1). 


1)  Hermite,  Sor  la  thäorie  de  la  transformation  des  fonctions  Abdliennes. 
C  R.  Bd.  40.  1855,  pag.  366  und  Extraits  de  deux  lettres  de  Charles  Hermite 
ä  C.  G.  J.  Jacobi.  2.  Brief  d.  d.  August  1844.  Jacobis  ges.  Werke  Bd.  2. 
Berlin  1882,  pag.  96. 

2)  Prjm,  Unters,  ü.  d.  Riemannsche  Thetaf.  etc.,  pag.  28;  vergl.  dazu 
Hermite,  a.  a.  0.  CR.  Bd.  40,  pag.  428  und  Jacobis  Ges.  Werke  Bd.  2,  pag.  102 
und  Thomae,  Die  allgemeine  Transfonnation  der  6 -Funktionen  mit  beliebig 
vielen  Yariabeln.    Inaug.-Diss.  Göttingen  1864,  pag.  7. 

8)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Abelschen  Funkt,  etc.,  pag.  5;  vergl.  dazu 
Hermite,  Übersicht  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen;  deutsch  von 
Natani.    Berlin  1863,  pag.  26. 
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Aus  der  Darstellung  (XL VI)  folgt  unter  Anwendung  der  Formel 
(XL)  für  beliebige  reelle  Größen  g\  h': 


o,i,^v?-i 


'9 +  '^9  +  *' 
n 


(120)     6.[|]((.+  jj:)|-e.'2'     Cn-.,\,.„., 
wo  zur  Abkürzung: 


inuh 


(121) 


9  =  -  ^^^^%^'9^9l'  -  2^g'(nu^  +  h^7ti  +  nh'm) 


gesetzt  isi  Man  sieht  daraus^  daß  man  wie  bei  den  gewöhnlichen 
Thetafunktionen  so  auch   bei  den  Thetafunktionen  höherer  Ordnung 

die  Funktionen  mit  beliebiger  Charakteristik  k1  durch  die  Funktionen 

mit  der  Charakteristik  Fl  ausdrücken  kann.  Dies  gestattet  bei  der 
jetzt  folgenden  Untersuchung  sich  auf  Thetafunktionen  w*®'  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  f  1,  welche  kurz  mit  6„((tt])  bezeichnet  werden, 
zu  beschränken. 

Indem  man  die  Untersuchung  mit  dem  Falle  p  =  1  beginnt, 
handelt  es  sich  in  Analogie  mit  der  am  Ende  des  §  1  angestellten 
Untersuchung  um  die  Nullpunkte  einer  Funktion  6^(m).  Die  Anzahl 
der  Nullpunkte  der  Funktion  6^(m)  im  Parallelogramme  TL^  und  die 
Summe  dieser  Nullpunkte  werden  durch  die  Integrale 

(122)  J,  =  2^  ./dlog0„(M),      J,  =  ^^JucUo^Q^iu) 

geliefert.  Infolge  der  Gleichungen  (XLIII)  und  (XLIV)  erhält  man 
aber  für  diese  Integrale  ohne  Mühe  die  Werte: 

(123)  J,^n,        J,=-l{:ti  +  a) 

und  hat  damit  das  Resultat,  daß  jede  Funktion  6„(u)  in  n  Punkten 
des  Parallelogramms  11^  verschwindet,   und    daß    die  Summe  dieser 

n  Punkte  ~  (pti  +  «)  beträgt;   so   verschwindet   z.  B.   die   Funktion 

0(nw\^  in  den  n  Punkten: 

(124)  u  =  -a-\ 2w  "'^''  (2=o,i,...,n-i) 

Für  den  Fall  p>  1  wird  in  Verallgemeinerung  der  am  Ende 
des  §  4  angestellten  Untersuchung  nach  den  im  Parallelotop  Uq  ge- 
legenen Lösungen  eines  Gleichungensystems: 
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(125)  ®''«^^*^  -  «21 1  Wa  -  «2«  I  •••  l«*p  -  «2p)  --  0, 

Ö«^K  -  «pl  ^2  -«p2l  •••  l«*p  -  «pp)  =  0 

gefragt,  um  die  Anzahl  dieser  Lösungen  zu  bestimmen  ^  denke  man 
sich  die  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  samtlich  auf  Grund  der 
Formel  (XL VI)  durch  gewöhnliche  Thetafunktionen  dargestellt.  Die 
Anzahl  der  Lösungen  des  entstehenden  Gleichungensystems  bleibt  dann, 
nach  dem  in  §  4  Bemerkten  ungeändert^  wenn  man  die  in  den  Dar- 
stellungen (XLVI)  auftretenden  Größen  G  stetig  ändert.  Indem 
man  aber  jedesmal  alle  Größen  C  bis  auf  die  erste  Null  werden  laßt, 
erhält  man  das  Resultat,  daß  die  Anzahl  der  Lösungen  des  Glei- 
chungensjstems  (125)  die  gleiche  ist^  wie  die  Anzahl  der  Lösungen 
des  spezielleren  Gleichangensjstems: 

(126)  ^^^^^  ""  ***^^  I  ^'^  ■"  ^*^*  I  •  •  •  K<*p  -  ^^^n^a  =  0, 
H%^1  -  %^pl  I  %W2  -  ♦*j,«p2  \"'\%%-  %^pp)n^a  =  0- 

um  die  Anzahl  dieser  Lösungen  zu  bestimmen^  lasse  man  aber  alle 
Thetamodulen  a^^,,  bei  denen  (i^ii'  ist,  Null  werden.  Es  zerfaUt 
dann  jede  der  p  Thetafunktionen  in  das  Produkt  von  p  Thetafunk- 
tionen je  einer  Veränderlichen  und  das  Gleichungensystem  (126)  hat 
den  Gleichungen  (124)  entsprechend  die  w^Wj-'-w^-pI  Lösungen: 

(127)  «,      21+1 

wobei  an  Stelle  von  aß  "  q  der  Reihe  nach  die  p !  Permutationen 
der  Zahlen  1,  2,  • .  •,  p  zu  setzen  sind,  und  X^^  fQr  ft  =  1,  2,  •  •  •,!>  die 
Zahlen  0, 1,     •,  w^—  1  durchläuft.     Man  hat  so  den 

iLVjjJu  Satz:   Die  p  Gleichtmgen: 


(XLvni) 


Ön^K  ~  ^1  1^2  -  «12  I  •  ••  I  Wp  -  Ci^)  =  0, 
Ö«.(«*l  -  %  IWj  -  «22  I  •••  l^p  -  «2p)  =  0, 

Ön/Wi  -  c^i  K  -  «p,  I  •••  I  Wp  -  e^p)  =  0, 


bei  denen  Q„j^iu\  e^fwj,  •  •  •,  6^  ((w))  beliebige  Thetafunktionen  von  dm 
Ordnungen  n^,  w,,  •  • .,  n^  bezeichnen,  die  e^^  aber  gegebene  Konstanten 
sind,  haben 
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(IL)  N^n^n^'-np-pl 

inkongruente  Lösungen. 

Der  Satz  XVin  ist  zuerst  von  Herrn  Paincare^)  angegeben  und 
auf  die  obige  Art  bewiesen  worden;  auf  anderem  Wege  ist  zu  diesem 
Satze  Herr  Wirtinger*)  gelangt.  Für  die  Summe  der  N  Lösungen  (127) 
ergibt  sich: 

2^ tti  EZ  Wjw,  . .  •  n^{p  -1)1^  e^^, 


(128) 


/.  =  ! 


Vup  =  «^n,  . . .  n^(p-l)\  ^  c^^5 


^' 


Herr  Wirtinger   zeigt,    daß   diese  Kongruenzen   auch  für  das  allgemeine 
Gleichungensystem  (XLVin)  giltig  sind. 

Die    Frage    nach    geraden    und    ungeraden    Thetafunktionen    höherer 
Ordnung  wird  im  siebenten  Kapitel  erörtert. 


1)  Poincar^,  Sur  les  fonctions  9.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  11.    1883,  pag.  129. 

2)  Wirtinger,  Zur  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen.  Wiener 
Anz.  Bd.  32.  1896,  pag.  68;  und:  Zur  Theorie  der  2n-fach  periodischen  Funk- 
tionen.    (2.  Abhandlung).     Monatsh.  f.  Math.  Bd.  7.     1896,  pag.  1. 


Zweites  Kapitel. 

Über  ein  allgemeines  Prinzip  der  Umformung 
unendlicher,  insbesondere  mehrfach  unendlicher 
Reihen  und  dessen  Anwendung  auf  Thetareihen« 

§  1. 

Umformimg  unendlicher  Belhen 

durch  ElnfOhrung  neuer  SummatlonsbuchBtaben 

▼ermittelet  einer  linearen  Substitution. 

Es  sei  gegeben  eine  g-fach  unendliche  absolut  konvergente  Reihe 

(1)  F=   ^    /-Kl •••!»»,), 

deren  allgemeines  Glied  f^m^  |  •  •  •  |  m^)  im  übrigen  eine  beliebige 
Funktion  der  Summationsbuchstaben  w^,  •  •  •,  m^  und  anderer  Größen, 
Variablen  und  Konstanten,  sein  möge,  und  bei  der  die  Summation  so 
auszuführen  ist,  daß  jede  der  q  Größen  m  unabhängig  von  den 
anderen  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  c»  bis  +  c»  durchlauft. 
In  dieser  g-fach  unendlichen  Reihe  führe  man  jetzt  an  Stelle 
der  bisherigen  Summationsbuchstaben  w^,  •  •  •,  m^^  neue  n^,  •  •  •,  n^ 
ein  mit  Bülfe  einer  linearen  Substitution  von  der  Gestalt: 


f,-^%,n^y  (^=1,8.-  -,9) 


(2)  rm^ 

bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  a  ganze  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  sind.  Man  erhält  dann,  wenn  man 
den  Ausdruck,  in  den  das  allgemeine  Glied  /"(w^  |  •  •  •  |  m^)  durch  Ein- 
führung der  Größen  n  übergeht,  mit  g{nj^\--  \ n^)  bezeichnet,  also: 

(3)  f{*n,\--\ni,)-=!j(.n,\.-.\n^) 
setzt: 
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(4)  F=^2gin,\.-.\n,), 

«1»    ••»'«9 

und  es  ist  die  Frage^  auf  die  alles  ankommt^  tvie  hier  über  die  n 
summiert  werden  muß.  Diese  Frage  ist  vorerst  folgendermaßen  zu 
beantworten.  Bezeichnet  man  die  Determinante  der  g*  Zahlen  a 
mit  A  und  die  Adjunkte  von  a^^  in  dieser  Determinante  mit  a^^,  so 
folgt  aus  den  Gleichungen  (2)  durch  Auflösung  nach  den  n  als  Un- 
bekannten 


(5)  ^r=^^  ««.W,,,  (v«1.2,...,v) 

und  es  muß  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  angedeutete  Summation 
nach  den  n  in  der  Weise  ausgeführt  werden^  daß  man  an  Stelle  des 
Systems  der  q  Summationsbuchstaben  n^,  -  -  ,  n^  ein  jedes  der  Werte- 
systeme und  jedes  einmal  setzt,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  (5) 
ergeben^  wenn  man  darin  an  Stelle  des  Systems  der  q  Buchstaben 
m^,  •  •  •,  m^  eine  jede  der  Variationen  mit  Wiederholung  zur  g**°  Elasse 
aus  den  überhaupt  existierenden  ganzen  Zahlen  als  Elementen 
treten  läßt. 

Zur  direkten  Bestimmung  dieser  Wertesysteme,  von  denen  man 
jedenfalls  sagen  kann,  daß  keine  zwei  unter  ihnen  miteinander  über- 
einstimmen, muß  das  System  der  durch  die  Gleichungen  (5)  als 
Funktionen  der  ganzen  Zahlen  m  definierten  Größen  n  genau  unter- 
sucht werden.  Zu  dem  Ende  bezeichne  man  mit  q  den  kleinsten 
positiven  Best  der  Zahl  m^  nach  dem  Modul  A  \md  setze: 

(6)  w^  =  m^'A  +  ()^.  cu=i,2,..,9) 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  zerfallt 
jede  Größe  n^  in  einen  ganzzahligen  Teil  n/  und  einen  Bruch,  in 
der  Form: 

9 
(7)  >*.  =  <+    A'^'^A*!'^^-  (•'=l,«r-,9) 

Die  n'  sind  ganze  Zahlen  von  besonderer  Art;  anstatt  auf  ihre  Aus- 
drücke in  den  m'  einzugehen,  bemerke  man,  daß  für  die  n'  jedenfalls 
nur  solche  ganze  Zahlen  auftreten,  welche  nach  Einführung  der  ihnen 
entsprechenden  Ausdrücke  (7)  in  die  Gfleichungen  (2)  für  die  m 
ganze  Zahlen  liefern.     Setzt  man  aber  aus  (7)  in  (2)  ein,  so  folgt: 


rnif,=^%^n;+rQ^, 


(8)  rm^^^2j  %^<+  ^Qi^y  O^^i,«,-  •.9) 

und  man  erhält  daher  für  die  ganzen  Zahlen  n'  die  Bedingung,  daß: 
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9 

(9)  2%y^y^^  (mod.  r)  (/*-=!.«,••,«) 

sei.  Sind  diese  Bedingungen  erfQllt^  dann  entsprechen  den  zu  solchen 
n  gemäß  den  Gleichungen  (7)  gehörigen  Größen  n  in  der  Tat  ganze 
Zahlen  m.    Man  bilde  nun  die  Summe: 

0,1,.    ,V-.l    -00,.    ,4-00 

(10)        2"     Z  H<+ii-'<+f)' 

bei  der  zur  Abkürzung: 


(11)  P.    =    ^2"/ 


gesetzt  ist^  und  bei  der,  indem  V  den  absoluten  Wert  von  A  be- 
zeichnet, über  jedes  q  frei  von  0  bis  V  —  1  summiert  wird,  fÖr  das 
System  der  q  Summationsbuchstaben  n  aber  nur  jene  aus  ganzen 
Zahlen  gebildeten  Variationen  mit  Wiederholung  zur  g*^  Klasse  zu 
treten  haben,  welche  in  ihren  Elementen  den  Kongruenzen  (9)  ge- 
nügen: dann  enthält  diese  Summe  nach  dem  soeben  Bemerkten  alle 
Glieder  der  Summe  (4)  und  keine  anderen  Glieder;  und  es  fragt  sich 
nur  noch,  ob  sie  auch  jedes  Glied  der  Summe  (4)  nur  einmal,  oder 
ob  sie  es  mehrere  Male  enthält,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^ 
ob  alle  Glieder  der  Summe  (10)  von  einander  verschieden,  oder  ob  sie 
teilweise  einander  gleich  sind,  um  diese  Frage  zu  entscheiden,  greife 
man  ein  bestimmtes  Glied  der  Summe  (10)  heraus;  es  ist  bestimmt 
durch  gewisse  den  Kongruenzen  (9)  genügende  ganze  Zahlen  W  und 
gewisse  positive  ganze  Zahlen  q'  aus  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1.  Soll 
ein  anderes  Glied,  charakterisiert  durch  andere  Zahlen  n"  und  q'\  ihm 
gleich    sein,    so    ist    dazu    notwendig    und    hinreichend,     daß    für 

9  9 

(12)  ^y  +  i2  "^"^z'  =  **»•"  +  i2  %-  9/' 

^  =  1  /.  =  ! 

sei;  dann  muß  aber  jedenfalls: 

9 

(13)  r^%M  -  O^^  (mod.  V)  (.=.,«.    ..9) 

sein;  ist  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  und  setzt  man: 
9  9 

(14)  ^2%^Qi^  =  ^2"/'-^^'  +  ^^*  i-^h%-'.9) 

so  braucht  man. nur 
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(15)  n/' «  w/  +  g^  (!'= 1, 2,  •  • .  9) 

zu  nehmen,  dann  sind  in  der  Tat  die  beiden  Glieder  der  Summe 
einander  gleich.     So  oft  also  die  Kongruenzen: 

(16)  r^u^^x^  =  0  (mod.  V)  (»=i, «, •   , 9) 

durch  Zahlen  x  aus  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1  befriedigt  werden 
können,  so  oft  kehrt  jedes  Glied  der  Summe  (10)  bei  weiterem  Fort- 
gange der  Summation  wieder.  Heißt  man  daher  diese  Anzahl  ^,  so 
ist  die  Summe  (10)  das  ^- fache  der  Summe  (4),  und  man  hat: 

0,1,. -»V  —  l    _flo,..,4.aD 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  also  (T"  die  Anzahl  der  Lösungen  —  um 
anzugeben,  daß  es  sich  dabei  nur  um  jene  Lösungen  handelt,  die  aus 
Zahlen  der  Reihe  0,  1,  •  •  •,  V  —  1  gebildet  sind,  sei  genauer  gesagt 
NormaUösungen  —  des  Kongruenzensystems  (16),  über  jedes  q  ist 
frei  zu  summieren  von  0  bis  V  —  1,  über  die  n  von  —  c»  bis  +  c», 
jedoch  dürfen  hier  nur  jene  Zahlensysteme  genommen  werden,  welche 
die  Kongruenzen  (9)  erfüllen.  Von  dieser  Beschränkung  der  Sum- 
mation kann  man  sich  aber  leicht  auf  folgende  Weise  befreien. 

Multipliziert  man  das  allgemeine  Glied  der  Summe  in  (17)  mit 
einem  Faktor,  der  den  Wert  1  hat,  wenn  die  n'  solche  ganze  Zahlen 
sind,  die  den  Kongruenzen  (9)  genügen,  dagegen  den  Wert  0,  wenn 
die  Zahlen  W  diesen  Kongruenzen  nicht  genügen,  so  wird  durch  Ein- 
schiebung  dieses  Faktors  O,  der  in  seiner  Wirksamkeit  mit  dem 
Dirichletschen  diskontinuierlichen  Faktor  der  Integralrechnung  zu 
vergleichen  ist,  zunächst  der  Wert  der  Summe  (17)  nicht  geändert; 
nachdem  er  aber  eingeschoben  ist,  darf  jetzt  die  Beschränkung  der 
Summation  nach  den  n'  einfach  weggelassen  werden,  und  man  darf 
schreiben: 

(18)  i^=|"''2^    '     '2^\.g(n,+  -^\...\n^  +  ^), 

WO  jetzt  über  jedes  q  frei  von  0  bis  V  —  1  und  über  jedes  n  frei 
von  —  (X)  bis  +  cx)  summiert  wird.  Es  handelt  sich  jetzt  nur  noch 
um  die  Bildung  eines  solchen  Faktors  O,  ßeachtet  man  aber,  daß 
die  Ghröße:  « 

(19)  V.^^^e      ^-'     .    ^ 
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den  Wert  r  besitzt^  wenn  die  Zahlen  n  die  Kongruenz: 

(20)  ^«,,«,  =  0  (mod.r) 

»  =  1 

erfüllen^  dagegen  den  Wert  0^  wenn  sie  dies  nicht  tun^  so  sieht 
sofort,  daß: 

9  9 

(21)  ^^'P.9.^-9,^^"''2'    \ 

ein  Faktor  der  vorher  verlangten  Art  isi  Setzt  man  diesen 
Ausdruck  an  Stelle  von  9  in  (18)  ein  und  vertauscht  noch  unter 
der  Voraussetzung  der  absoluten  Konvergenz  der  neuen  unendlichen 
Reihen  die  Summationsordnung,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(22)  ^^^ 

0,1.   -»V  —  l  0,1,  .^r—l 


2ä»    x^      -^T 
^=sl  v=i 


-2,    1 


'H^^  +  il-ln^  +  f)] 


lllL 
^         g         ^=1^  =  1 

^l'*'^9  *'l»'»*'9      ^    «i»-»«9 

welche  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darstellt,  und  der  man  schließlich,  weil 


(23) 


^;  ^^» 


Q.=-r^Qu 


Cu=i,i,...8) 


»=i 


und  infolgedessen  für  alle  ganzzahligen  q  und  <y 

9  9  — 

2;r.-  V»     '^  er 

(24)  e     ''='"='  =1 
ist,  die  für  die  Anwendungen  bequemere  Form: 

(25)  ^'^^ 


0,l,..,V-10,l,..,r-ir-oo,..,+oo  T"-äs2^>'V"''"^^/      ,  -  xl 

-2    2  [  2  «  "'      K»-+il •■•l".+l)] 


geben  kann,  bei  der  noch  zur  Abkürzung 


(26) 
gesetzt  ist. 


(»=1,8,..,  9) 


/i  =  l 
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Bei  Betrachtung  der  gewonnenen  Endformel  wird  man  zunächst 
das  Resultat  bemerken,  daß  die  gegebene  unendliche  Reihe  in  eine 
Summe  mehrerer  unendlicher  Reihen  übergeführt  wurde;  bei  genauerer 
Betrachtung  des  Ganges  der  Untersuchung  erkennt  man  sodann ,  daß 
dieses  Resultat  einmal  durch  gruppenweises  Zusammenfassen  der 
Glieder  der  gegebenen  Reihe  zu  Teilreihen ,  dann  aber  weiter  durch 
Einschieben  von  Gruppen  neuer  Glieder,  die  zusammen  den  Wert 
Null  haben,  erreicht  wurde.  Aus  dem  letzteren  Umstände  erkennt 
man  auch,  daß  auf  die  am  Schlüsse  eingeführte  Bedingung  der  abso- 
luten Konvergenz  der  neuen  unendlichen  Reihen  nicht  verzichtet 
werden  kann,  da  sie  nicht  eine  Folge  der  absoluten  Konvergenz  der 
ursprünglichen  Reihe  ist. 

Obwohl  die  Umformung  (25)  ihre  wahre  Bedeutung  erst  für 
mehrfach  unendliche  Reihen  erlangt,  so  ist  sie  doch  auch  auf  ein- 
fach unendliche  Reihen  anwendbar,  und  es  liefern  hier  die  beiden 
einfachsten  Substitutionen  m^  qn  und  rm  =^  n  zwei  Umformungen 
einer  einfach  unendlichen  Reihe,  bei  denen  die  beiden  oben  genannten 
Prozesse  des  gruppenweisen  Zusammenfassens  der  Glieder  der  ge- 
gegebenen Reihe  zu  Teilreihen  und  des  Einschiebens  von  Gruppen 
neuer  Glieder  mit  der  Summe  Null  getrennt  auftreten,  und  daher  be- 
sonders klar  erkennbar  sind.    Es  entspricht  nämlich  der  Substitution 


(27) 

m  =^  qn 

die  Umformung: 

fns3  —  00 

'-S(S(-+f))-i'(iVb.+, 

=1/(0)    +m      +n2q)     +•■■] 

+  [/•(!)         +/•(«+!)    +/-(2?+l)  +  ..-] 

(28) 

+  [/(2)         +/-(2  +  2)    +f(2q  +  2)  +  ..q 

+  \f(i  - 1)  +  fi^i  -  1)  +  nSq  -  1)  + . .  .]  0 , 

während  der  Substitution 

(29) 

rm^n 

die  Umformung: 

1)  Dabei  sind,  ebenso  wie  beim  ssweiten  Beispiele,  die  den  negativen  Werten 
des  Summationsbuchstaben  n  entsprechenden  Qlieder  der  Übersichtlichkeit  wegen 
unberücksichtigt  gelassen. 

Krasar,  Tbatafonktionan.  4 
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=  r{[m+      f(y)+       f(7)  +  -] 
+  [m+    rf(l.)+     ty(|-)  +  ---] 

(30)         +[m+  TY(-f)+    ^y(|-)  +  ---] 

+  [/-(O)  +  T'-Yd )  +  ^'--'fir)  +  •••]) 

entspricht^  bei  der  zur  Abkürzung  t  =  e  *'    gesetzt  ist. 

Der  Gedanke,  eine  mehrfacb  unendliche  Reihe,  bei  der  jeder  Snmma- 
tionsbuchstabe  die  ganzen  Zahlen  von  —  oo  his  +  cx>  durchläuft,  dadurch 
umzuformen,  daß  man  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  vermittalst 
einer  linearen  Substitution  neue  einfährt,  findet  sich  zuerst  in  den  Arbeiten 
von  Eisenstein^);  doch  wird  hier  nur  der  spezielle  Fall  r  «=  1  behandelt, 
d.  h.  die  Bedingung  gesetzt,  daß  die  Koeffizienten  der  Substitution  ganze 
Zahlen  seien.  Die  Einführung  neuer  Summationsbuchstaben  yermittelst 
einer  Substitution  mit  rationalen  Koeffizienten,  verbunden  mit  der  Ein- 
schiebung  eines  Faktors,  der  die  nach  geschehener  TraDsformation  ein- 
getretene Beschränkung  der  Summation  aufzuheben  gestattet,  wurde  zuerst 
von  Herrn  Prym  *)  zur  Herleitung  der  Riemannschen  Thetaformel,  hierauf 
von  ihm  und  mir*)  zur  Gewinnung  allgemeinerer  Thetaformeln,  und  end- 
lich von  mir*)  in  der  obigen  Gestalt  zur  Umformung  einer  ganz  beliebigen 
unendlichen  Reihe  angewandt.  Mit  der  Umformung  unendlicher  Reihen 
durch  EinfCLhrung  neuer  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen 
Substitution  beschäftigt  sich  auch  eine  Abhandlung  des  Herrn  Hu  ebner*), 
deren  Resultate  im  Falle  einfach  unendlicher  Reihen  mit  den  hier  an- 
gegebenen übereinstimmen. 


1}  Eisenstein,  Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Mathem. 
Abb.     Berlin  1847,  pag.  283,  260  und  290. 

2)  Prym,  Ein  neuer  Beweis  fSr  die  Riemannsche  Thetaformel  Acta  math. 
Bd.  3.     1883,  pag.  200. 

8)  Prjm,  Ableitung  einer  allgemeinen  Thetaformel.  Acta  math.  Bd.  8. 
1883,  pag.  216  und  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  16  und  70. 

4)  Erazer,  Über  allgemeine  Thetaformeln.  Math.  Ann.  Bd.  62.  1899, 
pag.  869. 

6)  Huebner,  Ober  die  Umformung  unendlicher  Reihen  und  Produkte  mit 
Beziehung  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.   Progr.  Eönigsberg  1891. 
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§2. 

Besttanmimg  der  Aniahl  s  der  NormallÖBungen  eines  Systems 
linearer  Kongmensen. 

Die  in  der  Formel  (25)  auftretende  Größe  6'  bezeichnet  die  An- 
zahl der  Normallösungen  des  Eongruenzensystems  (16).  Es  soll  in 
diesem  Paragraphen  gezeigt  werden,  wie  man  in  jedem  Falle  den 
Wert  dieser  Zahl  6'  bestimmen  kann. 

Es  seien  mit  «^»C^^.'«'     ,'jPi  beliebige  ganze  Zahlen,  mit 

r  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet;  jedes  System  von  q  ganzen 
Zahlen  x^^  x^,  •  •  *,  x^,  welches  gleichzeitig  den  p  Kongruenzen: 

9 

(31)  ^  a^^x^  =  0  (mod.  r)  c«i=i,2,..,p) 

genügt,  heißt  eine  Lösung  dieses  Kongruenzensystems;  NormaUöstmgen 
aber  sollen  unter  diesen  unbegrenzt  vielen  Lösungen  diejenigen  genannt 
werden,  welche  ausschließlich  von  Zahlen  aus  der  Reihe  0, 1,  •  •  •,  r  —  1 
gebildet  sind.  Die  Anzahl  s  dieser  Normallösungen  ist  dann  jedenfalls 
eine  endliche  und  zwar  ist  s  <  r?.  Es  handelt  sich  um  die  Bestim- 
mung dieser  Zahl  s. 

Zunächst  kann  man  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
Ausdruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  ar^,  x^,  •  •  •,  x^ 
der  Kongruenz: 


(32) 


^a^.^x^  =  0  (mod.  r), 


wo  ft'  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  *  *  *,  p  bezeichne,  so  be- 
sitzt der  Ausdruck: 

r-i  -jr"l -^V»'*!»^ 
(33)  /;,(a:J...|a:,)  =  /;,  =  2^ 

den  Wert  r;  genügen  dagegen  die  Zahlen  x  der  angeschriebenen  Kon- 
gruenz nicht,  so  besitzt  f^,  den  Wert  0.  Daraus  folgt  sofort,  daß 
der  Ausdruck: 

P         9 


(34)        F(x,\...\x;)  =  ^^p^  =  ^"2    e 


für  jedes  Zahlensystem  ^i>  ^y  "  >  ^^y  ^^  eine  Lösung  des  Kon- 

4* 
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gruenzensystems  (31)  ist,  den  Wert  1,  für  jedes  andere  den  Wert  0 
hat,  und  daß  daher  die  Summe: 

(35)  ^^i^C^il-'-k,) 

den  Wert  s  besitzt. 

I.  Satz:    Die  Anzahl  s   der  NomiaUösungen   des   Konffmenten- 
sy Sterns: 

9 

(I)  ^  a^^x^  =  0  (mod.  r)  o*=.i,f,..,^) 

wird  durch  den  Ausdruck 


(U)  '-^  2 


1,1,    -»r-l-T"-^     -ü2 ''/'»•* 


e     '-''-' 


getigert. 

Mit  Hilfe  des  unter  (II)  für  s  angegebenen  Ausdrucks  laßt  sich 
nun  sofort  ein  weiterer  Satz  beweisen.  Nennt  man  nämlich  die  An- 
zahl der  Normallösungen  des  zu  (31)  Tconjugierten  Kongruenzensystems 

p 
(36)  ^  a^y  a?;  =  0  (mod.  r)  («i.»,--.») 

s\  so  ist  nach  (U): 

9         P 


(3^)  *'=7v     2" 


e     -»M-i 


und  es  ergibt  sich  daraus,  nachdem  man  für  /x  =  1,  2,  •  •  •,  |>  und 
V  -=  1,  2,  •  •  -,  g  xl-=y  y  y^=-x^  gesetzt  hat,  sofort  durch  Verglei- 
chung  mit  (11)  die  Beziehung: 

(38)  v^s'^v^s. 

n.  Satz:  BeeeicJinet  man  mit  s  die  AneaJd  der  Normallösungen 
des  Kongrueneensystems  (I),  mit  s'  die  des  konjugierten  Kongrueneenr 


(in)  ^  a^^rr;  =  0  (mod.  r)  (i'^i,«.-  «) 


/*=! 


Vorlauf.  Ausdruck  für  die  Zahl  8,  Das  koigugierie  Eongruenzensyst.  53 
SO  ist: 

Die  in  der  Gleichung  (IV)  stehenden  Quotienten  sind  ganze 
Zahlen^  es  ist  nämlich  für  ein  Eongruenzensystem  (I)  die  Zahl  s  stets 
ein  Teiler  von  r^.  Um*  dies  einzusehen,  ordne  man  die  sämtlichen 
1^  aus  den  Zahlen  0,  1,  •  •  *,  r— 1  möglichen  Zahlensysteme 
^i)  ^if  ' '  'i  ^q  folgendermaßen  in  Gruppen,  wobei  zur  Abkürzung  ein 
Zahlensystem  x^,  rr„  •  •  •,  x^  symbolisch  mit  X  bezeichnet  und  ver- 
schiedene solche  Zahlensysteme  durch  obere  Indizes  unterschieden 
werden  mögen.    Man  betrachte  die  p  Linearformen: 


(39)  ^f.-2j%v^y'^  (A^  =  1.«.-,P) 

läßt  man  darin  an  Stelle  von  x^,  a?,,  •  •  •,  x^  zunächst  die  s  Normal- 
lösungen des  Eongruenzensystems  (I)  treten,  so  wird: 

(40)  -41  =  0,     ^  =  0,    ..-,    ^^  =  0(mod.  r); 

diese  s  Zahlensysteme  X  seien  mit: 

(41)  X(^),  Zt»),  . . .,  Zt') 

bezeichnet.  Entweder  sind  damit  alle  r^  Zahlensysteme  X  erschöpft, 
d.  h.  es  ist  5  «=>  r^,  dann  ist  der  aufgestellte  Satz  bewiesen;  oder  es 
ist  s<.f^,  dann  gibt  es  außer  diesen  s  Zahlensystemen  X  noch  andere; 
ein  beliebiges  solches  sei  X'  =  (x^',  x^,  •  •  •,  x^').  Setzt  man  jetzt  in 
den  p  Linearformen  (39)  x^  =  x^',  x^  =  ^%}  ' '  'y  ^^  •=  ^/;  so  werden 
dieselben  jedenfalls  nicht  alle  =0  (mod.  r);  es  möge 

(42)  A=9i,    A  =  92y    •••;    A^  =  g;  (mod.r) 

werden.  Die  nämlichen  25ahlen  g^\  g^',  •  •  •,  gp  treten  dann  immer 
wieder  auf,  wenn  man  in  den  p  Formen  (39)  an  Stelle  von  x^,x^,'"X^ 
jene  s  Zahlensysteme  einführt,  welche  aus  dem  Systeme  X'  durch 
Addition  der  Systeme  X^^\  Xf^,  •  •  •,  Z^  abgeleitet  werden  (wobei  die 
auftretenden  Zahlen  x'+  x  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste  nach 
dem  Modul  r  zu  reduzieren  sind).  Die  so  entstandenen  s  Zahlen- 
systeme seien  mit: 

(43)  Z('+^),    Z('+«),  .-.,  Z(«') 

bezeichnet;  sie  sind  aUe  voneinander  und  von  den  Zahlensystemen  (41) 
verschieden,  zugleich  sind  es  die  sämtlichen  Zahlensysteme,  welche 
die  Eongruenzen  (42)  erfüllen.  Entweder  sind  nun  mit  diesen  zwei 
Reihen  alle  r^  Zahlensysteme  erschöpft,  in  welchem  Falle  25 » r^, 
also  der  Satz  bewiesen  ist,  oder  es  gibt  noch  andere  Zahlensysteme  Xy 
die  in  diesen  zwei  Reihen  nicht  vorkommen. 
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So  fortschreitend  kann  man  die  samtlichen  v^  Zahlensysteme  2 
in  Reihen  von  je  s  anordnen  in  der  Form: 

XW,  ZW,  ...,    Zt'); 

(44)  X('+^),  X('+*),  ...,    Z(«'); 


wobei  ^5  »  r^  ist,  und  man  erkennt  daraus,  daß  die  Anzahl  s  der  Normal- 
lösungen  des  Kongruenzensystems  (I)  stets  ein  Teiler  von  r*  isL  Die 
s  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  Zahlensysteme  sind  dadurch 
charakterisiert,  daß  sie  die  p  Linearformen  (39)  den  nämlichen  Zahlen 
^i;  9t f  ' '  '7  9p  kongruent  machen,  und  es  sind  zugleich  die  samtlichen 
Zahlensysteme,  die  dies  tun. 

Aus  (44)  schließt  man  weiter  sofort,  daß  ein  System  nicht  homo- 
gener  linearer  Kongruenzen: 

9 

(45)  ^%v^y  =  9f,  (mod.r)  (/*=i.«.-.-,j») 

entweder  s  Normallösungen  hat  oder  keine.  Heißt  man  aber  Zahlen 
9i9  9%y  ' '  *7  9p}  f^^  welche  dieses  Eongruenzensystem  Losungen  hat, 
durch  die  Formen  (39)  darstellbar,  so  ist  die  Anzahl  der  darstellbaren 

Zahlensysteme  ^  =  -j^,  und  die  Formel  (IV)  sagt  einfach  aus,  daß 
dwrch  p  Formen  (39)  und  durch  die  q  dazu  konjugierten: 


K  '—  ^  %v^fi 


(46)  ^/  "^  ^%y  ^l  ("=1. «.•••. 9) 

/*  =  ! 

sids  gleich  vide  ZaJdensysteme  darstellbar  sind. 

Ein  Fall  kann  sofort  erledigt  werden.  Ist  nämlich  p=^q  und 
die  Determinante  ^±  «n  a„  •  •  •  a  =  ±  1,  so  ist  jedes  Zi^ensystem 
9if  9%}  "f  9q  durch  die  Formen  (39)  darstellbar;  es  ist  also  in  diesem 
Falle  für  jeden  Wert  des  Moduls  r: 

(47)  t  =  f^,      s=l. 

Von  diesem  Satze  sei  die  folgende  Anwendung  gemacht.  Laßt 
man  in  dem  Gleichungensysteme: 


(48)  2%^^^^^^ 


Cu=l, »,...,») 


fOr  welches  die  Determinante  ^±  aiiC^i"-  a^^  den  Wert  ±  1  ^% 
an  Stelle  des  Systems  der  Größen  x^,  x^,  "  'j  ^q  der  Reihe  nach 
die  sämtlichen  Variationen  mit  Wiederholimg  der  Elemente  0, 1,  •  •  -,  r—  1 
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zur  g^  Klasse  treten  und  denkt  sich  jedesmal  die  entstehenden 
Großen  x^',  x^\  -  •  -,  x^  auf  ihre  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem 
Modul  r  reduziert  y  so  treten  nach  dem  soeben  Bemerkten  an  Stelle 
des  Systems  der  q  Größen  x^,  x^y  •  •  ■>  ^j'  diese  nämlichen  Variationen 
nur  in  anderer  Reihenfolge.  Mit  anderen  Worten:  wenn  die  Größen 
^\y  ^}  * '  '>  ^q  unabhängig  voneinander  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  durchlaufen^  so  tun  dies,  mod.  r  betrachtet,  auch  die 
Zahlen  x^',  x^\  •  •  •,  x'.  Führt  man  daher  in  dem  unter  (11)  an- 
geschriebenen Ausdrucke  für  s  an  Stelle  der  Sommationsbuchstaben 
Xj  y  neue  x\  y'  vermittelst  unimodularer  linearer  Substitutionen : 

(49)  ix^y^^Ko^a'  Vf^^-S^Qf^yQ 

(r=l,8,...,2)  Cu  =  l,2,...,p) 

(wobei  also  ^±ÄiiA8j...Ä  =±1,  ^±  Ä-^Ä^jj ...  Ä^  =  ±  1  ist) 
ein,  so  hat  man  auch  über  jeden  dieser  neuen  Summationsbuchstaben 
unabhängig  von  den  anderen  von  0  bis  r  —  1  zu  summieren  und  er- 
hält so,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

(50)  22h.%^^^o=\.  e=;:*:.:.:3 

setzt,  für  s  den  neuen  Ausdruck: 

P        9 
irti    ^     'Vi.  '    ' 

0,l,..,r-l  ~r^    ^^qa*ayii 

(öl)  *  =  -^    ^     «     *°"'°' 

bei  welchem  man  nun  zum  Zwecke  der  Berechnung  von  s  über  die 
ganzen  2iahlen  h  und  h  innerhalb  der  Bedingungen: 

(52)  2±hiht-'K-±^y   2±hxK'"Kp-±^ 

frei  verfügen  darf. 

Der   auf  der   rechten  Seite  der  Gleichung  (U)  im  Exponenten 
stehende  Ausdruck: 

P  9 

(53)  ^-22%v^vyt. 

vrird  eine  bilineare  Form  genannt.  Verschwinden  für  die  Matrix 
ihrer  ganzzahligen  Koeffizienten  a  alle  Determinanten  l  +  1*^  (und 
höheren)  Grades,  aber  nicht  alle  Determinanten  P^  Grades,  so  heißt 
l  der  Bang  der  Form  Ä,  Man  bilde,  indem  man  unter  X  eine  der 
Zahlen  1,  2,  •  •  ,  2  versteht,  alle  Determinanten  k^  Grades  und 
heiße    d^    den    größten    gemeinsamen    Teiler    derselben;    die    Quo- 
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tienten  e^  =  ^-^ ,  wobei  im  Falle  A  ==  1  unter  d^  die  Einheit  zu  ver- 

stehen  ist^  sind  dann  gleichfalls  ganze  Zahlen  und  heißen  die  Ele- 
mentarteüer  der  Form  Ä.  Geht  dann  die  Form  Ä  durch  unimodulare 
lineare  Substitutionen  (49)  in  die  Form: 

(54)  s=^^^\a<y,' 

^,=1  a=l 

über^  wobei  die  Koeffizienten  &  durch  die  Gleichungen  (50)  definiert 
sind,  so  ist  jede  Determinante  I*^  Grades  der  b  eine  homogene  lineare 
Funktion  der  Determinanten  A^  Grades  der  a  und  daher  auch  durch 
dl  teilbar;  d^  ist  aber  zugleich  der  größte  gemeinsame  Teiler  aller 
Determinanten  Jl**°  Grades  der  h,  da  auch  die  Form  B  durch  uni- 
modulare lineare  Substitutionen  in  die  Form  Ä  übergeführt  werden 
kann,  also  auch  jede  Determinante  Jl^  Grades  der  a  eine  homogene 
lineare  Funktion  der  Determinanten  A^°  Grades  der  b  ist  Nennt 
man  daher  zwei  Formen  wie  Ä  und  B  äquivcUenty  so  sind  für  äqui- 
yalente  Formen  die  Zahlen  d^  und  daher  auch  die  Elementarteiler  e^ 
die  gleichen. 

Das  in  der  Formel  (51)  niedergelegte  Resultat  kann  jetzt  dahin 
ausgesprochen  werden,  daß  in  dem  Ausdrucke  (11)  für  die  Zahl  s  die 
Form  Ä  durch  jede  beliebige  dazu  äquivalente  ersetzt  werden  darf, 
unter  allen  zu  einer  gegebenen  Form  Ä  äquivalenten  Formen  gibt 
es  nun  bekanntlich  eine  ausgezeichnete,  die  Normaiform: 


(55)  i;=^ 


^x  ^i  Vi ) 


deren  Koeffizienten  e^,  e,,  •  •  -,  e,  die  vorher  definierten  Elementar- 
teiler von  Ä  sind.  Führt  man  aber  diese  Normalform  E  an  Stelle 
der  Form  B  in  (51)  eio,  so  erhält  man  für  s  den  Ausdruck: 


(56)  s  =  i    ^     e     -         , 


«;, 


y(.-,y; 


der  jetzt  ohne  Mühe  ausgewertet  werden  kann. 

Zunächst  kann  die  Summation  nach  den  Größen  a;/,  j,  •  •  •,  x^y 
y/+i;  •  •  •;  Vp}  da  von  ihnen  das  allgemeine  Glied  der  Summe  unab- 
hängig ist,  sofort  ausgeführt  werden,  und  weiter  zerfäUt  dann  die 
übrig  bleibende  2  Z- fache  Summe  in  das  Produkt  von  l  Doppelsummen, 
Man  erhält  so  für  $  den  Ausdruck: 
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(67)       s.,<-'ni  $  «^■""')- 

Man  bemerkt  nun  weiter^  daß  eine  Summe 

r— 1    ixi       f    / 

(68)  S,.^''^""" 

nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  r 
hat,  wenn  e^Xj^'  durch  r  ohne  Rest  teilbar  ist;  durchläuft  Xg  aber  die 
Zahlen  0,  1,  •  •  •,  r  —  1,  so  kommt  dies  s^-mal  vor,  wenn  Sg  den 
größten  gemeinsamen  Teiler  von  e^  und  r  bezeichnet,  nämlich  für  die 

•,  Sx  —  1);  also  ist: 

/    /  r— 1 


Werte  a;/=x- 

(x  =  0, 

l,- 

(59) 

-1  2jti 

und  daher  endlich: 

(60) 

s=»s 

-^S,^s,.r 


xg^O 


Sl5,  •••  5,  •  r^" 


m.  SatB:  Die  Anzald  s  der  NormaUösungen  des  Kongruenzen- 
Systems  (I)  beträgt  s  =  5^  5^  •  •  •  5,  •  r^-\  wenn  l  der  Bang  der  büinearen 
Form  Ä,  Sg  ober  für  A  =  1,  2,  •  •  •,  i  der  größte  gemeinsame  Teuer  von 
r  und  dem  V^  Elementarteiler  e^  von  A  ist 

Die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Normallösungen  eines  Systems 
linearer  Kongruenzen  ist  zuerst  von  Henry  St.  Smith*)  und  später,  aber 
unabhängig  davon  von  Herrn  Frobenius*)  angegeben  worden.  An  diese 
Abhandlung  des  Herrn  Frobenius  lehnt  sich  die  obige  Darstellung  in 
wesentlichen  Punkten  an;  insbesondere  mag  auf  sie  bezüglich  der  Reduk- 
tion der  bilinearen  Form  A  auf  die  Normalform  E  verwiesen  werden. 


§3. 

Folgenmgen  ans  dem  JXL  Ekitze;  endgfiltige  CFestalt  der 

Formel  (26). 

Es  sollen  jetzt  aus  dem  III.  Satze  einige  Resultate  abgeleitet 
werden,  die  bei  Untersuchungen  über  Thetafiinktionen  Verwendung 
finden. 


1)  Smith,  On  Systems  of  linear  indeterminate  equations  and  congruences. 
Phil.  Trans.  Bd.  161.    1861,  pag.  298. 

2)  Frobenius,    Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  Coefßzienten. 
J.  fOr  Math.  Bd.  86.    1879,  pag.  146. 
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Es  sei  l  =  p^  q  und  der  Modul  r  ein  Vielfaches  der  Determi- 
nante A  =  ^±  «11  öTjs  •  •  •  ciqg'  Da  die  Determinante  der  Normalform 
E  den  Wert  6^  e,  •  •  •  e^  besitzt,  andererseits  aber  mit  der  Determi- 
nante A  der  ursprünglichen  Form  bis  aufs  Vorzeichen  fiberein- 
stimmt,  so  hat  man  für  den  absoluten  ViTert  V  dieser  Determinante: 

(61)  V  =  e,^...6,. 

Ist  nun  r  =  gV,  wo  g  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  A  <=  1, 2^  •  •  -^  g 
Sj^  =  Ci  und  daher  5  ==  c^  e,  •  •  •  c^  =  V.    Man  hat  also  den 

IV.  Satz:  Wenn  die  Determinante  A  =  ^+ anO^j  •••  a^^  voti 
Null  verschieden  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Kon- 
gruenzensy Sterns: 

(V)  ^%y^y  =  ^    (mod.  flfV)  0«=1.2,.--,,) 

für  jede  ganze  Zdlü  g  stets  gleich  dem  absoluten  Werte  V  der  Beter- 
minante  A. 

Ist  wieder  l  ^  p  =  q,  der  Modul  r  aber  relativ  prim  zu  A,  also 
auch  wegen  (61)  relativ  prim  zu  jedem  Elementarteiler  e^^,  so  sind 
alle  Größen  S;^  und  daher  auch  5  =^  1.     Man  hat  also  den 

V.  SatB:  Wenn  die  Determinante  A  =  ^±  ^i  ^2  *•*  ^qq  wti 
Null  verschieden  ist,  so  hat  das  Kongruenzensystem: 

9 

(VI)  2%y^v^^  (niod.  r)  (M=-h «,  •  •  ..f) 

für  jeden  Modul  r,  der  rdaUv  prim  zu  A  ist,  nur  eine  einzige  Normal' 
lösung,  nämlich  aj^  =  0,  x^==0,  •  •  •,  x^  =  0. 

Man  betrachte  femer  das  Eongruenzensystem: 
9 

(62)  2^-^/*-^  (mod.V),  iy=h%",9) 

bei  welchem  a^^  die  Adjunkte  von  a^^  in  der  Determinante 
A  =  ^±  »11  fl^a  •  •  •  öjj  bezeichne.  Bekanntlich  ist  jede  ünterdeter- 
minante  Jl**^  Orades  der  a  dem  A^~  ^-fachen  der  zugehörigen  Ad- 
junkte q  —  X^^  Orades  der  a  gleich;  bezeichnet  man  also  mit  i^  den 
größten  gemeinsamen  Teiler  der  Determinanten  A^  Grades  der  tt^  so 
ist  J^  =  V^"^(?j_2>  ^^d  es  hat  daher  für  die  bilineare  Form: 

9      9 

(63)  ^2%y^.y^ 

der  X^  Elementarteiler  e^  den  Wert: 
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(64)  ^.-V-^^^^^ 


^q^l  +  l  ^3-2  +  1 

Es  ist  also  weiter  f&r  das  Eongruenzensystein  (62)  der  größte  ge- 
meinsame Teiler  Yon  €j^  und  dem  Modul  V  S;^  selbst,  und  mau 
hat,  da: 

(65)  e,*,.-«,  =  ^-j-^  =  V«-' 

ist,  den 

VI.  SatB:  Wenn  die  Determinante  A  =»  ^±  a^  0^2 '  *  *  %q  ^^^ 
Null  verschieden  ist^  und  mit  a^^  die  Ädjunkte  von  a^^  in  dieser  De- 
terminante bezeichnet  wird,  so  ist  die  Anzahl  6  der  Normaüösungen 
des  KongrueneensystefHs: 

(Vn)  2"/^-^/*-^  (mod.V)  (.'=i,2,-,9) 

Man  betrachte  endlich  das  Eongruenzensystem  (16).  Nennt  man 
bei  diesem  den  größten  gemeinsamen  Teiler  der  Determinanten 
j^ten  Qrades  seiner  Koeffizienten  J/  und  den  A*®°  Elementarteiler  der 
zu  ihm  gehörigen  bilinearen  Form  £/,  so  ist: 

(66)  d;=r^V^-id,_,,     ^/=.-^^- 

««-2+1 

Folglich  ist  der  größte  gemeinsame  Teiler  tf^'  von  f^'  ^^^  ^^^ 
Modul  V: 

(67)  <'/-^=^±^, 

«y-2+1 

wenn,  wie  früher,  mit  s^^x^^  der  größte  gemeinsame  Teiler  von 
e^_x^i  und  r  bezeichnet  wird,  und  man  hat,  da: 

(68)      tf/ «,'...  <= X7'"."'r  =-  «^'" ' 

9  9  —  1  n 

ist,  den 

vn.  SatB:  Wenn  die  Determinante  A  ==  ^±  ^n^s ' "  ^j?  ^^^ 
^mH  verschieden  ist,  und  mit  a^^  die  Ädjunkte  von  a^^  in  dieser  De- 
terminante bezeichnet  unrd,  so  tst  die  Anzahl  6'  der  Normallosungen 
des  Kongruenzensystems: 

9 
(Vin)  r^a^^x^^O  (mod.V)  (^-i.«,     .9) 

<y'=»sV«"*,  wenn  mit  s  die  Anzahl  der  NormaUösungen  des  Kon- 
gruenzensystems  (I)  bezeichnet  wird. 
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Führt  man  den  soeben  gefundenen  Wert  von  ö'  in  die  Formel 
(25)  ein,  so  erhält  man  den 

vm.  SatB:   Die  durch  die  lineare  Substitution: 


^^  y^i  %v^v} 


(IX)  r^ß=^  %v^yf  (fi^hh-'.9) 


H         


bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  a^^  ganze  Zahlen  mit  nicht  ver- 
schwindender  Determinante  bezeichnen,  bewirkte  Umformung  einer  g^fcLch 
unendlichen  ReiJie  stellt  sich  dar  in  der  Gleichung: 

(X)  ^l^'-^^g 

Dabei  ist  die  Funktion  g(n^\'"\ w^)  durch  die  Gleichung: 

(XI)  /•Kl-I»»,)  =  i/Ki-I«,) 

definiert;  es  ist  ferner  zur  Abkürzung: 

(XU)  Qv-^2^^.v9t,7  ^.-2%^^f^         C=l,2,      .9) 

gesetzt;  es  bezeichnet  A  die  Determinante  ^±  a^  o^j  •  •  •  a^^,  V  ihren 
absoluten  Wert  und  a^^  die  Ädjunkte  von  a^^  in  A,  und  es  ist  endlich 
unter  s  die  nadi  dem  IIL  Satz  zu  berechnende  AnzaM  der  Normal' 
lösungen  des  Kongruenzensystems: 

(XIII)  ^%.x,^^   (mod.r) 

verstauen. 

Bezüglich  der  gewonnenen  Endformel  (X)  wird  man  noch  Folgen- 
des bemerken.  Die  auf  der  rechten  Seite  als  Summanden  auftretenden 
(Vr)«  unendlichen  Reihen: 


»It 


sind  nicht  alle  voneinander  verschieden.  Betrachtet  man  nämlich 
unter  diesen  Reihen  zwei,  für  welche  sich  die  zugehörigen  Zahlen- 
systeme Q^y  •  •  *,  Q^  um  eine  Lösung  des  Kongruenzensjstems: 
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9 

(70)  ^2^f*^^f*  =  ^  (mod.  V),  (v=i,2,...,9) 

die  zugehörigen  Zahlensysteme  6^,  •  -  -,  6^  um  eine  Lösung  des  Eon- 
gruenzensystems : 

(71)  ^%r^fi  =  ^  (mod.  r)  (i'==i,2,--.9) 
unterscheiden^  sodaß  sich  also  die  Größen: 

nur  um  ganze  Zahlen  ändern^  wenn  man  Ton  der  einen  von  ihnen 
zur  anderen  übergeht,  so  besitzen  diese  zwei  Reihen,  wie  man  leicht 
sieht,  den  gleichen  Wert.  Berücksichtigt  man  aber,  daß  die  Anzahl 
der  Normallösungen  des  Kongruenzensystems  (70)  nach  dem  "VTI.  Satz 
V^^5,  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Eongruenzensystems  (71) 
nach  dem  U.  Satz  s  beträgt,  so  erkennt  man,  daß  die  (Vr)?  auf  der  rechten 

Seite  von  (X)  auftretenden  unendlichen  Reihen  G\  *    in  (Vr)^: 

V«""^«*  =  —5-  Gruppen  von  je  V^"^«*  untereinander  gleichen  zerfallen, 

und  daß  man  auf  der  rechten  Seite  von  (X)  jede  solche  Gruppe  von 
Summanden  durch  das  V" ^5*- fache  eines  beliebigen  unter  ihnen  er- 

setzen  kann.    Führt  man  diese  Vereinigung  für  jede  der  — ^  Gruppen 

aus,     so    geht    die    rechte    Seite    von    (X)    in    das    V«"^s*- fache 

einer  Summe  von  — r-  wesentlich   verschiedenen   unendlichen   Reihen 

Cr  I  ^     über.    Für  alle  Operationen  an  und  mit  der  Formel  (X) 

wäre  es  aber,  wie  schon  die  jetzt  folgende  Untersuchung  zeigt,  durchaus 
unzweckmäßig,  diese  Reduktion  sich  ausgeführt  zu  denken. 

In    der  Formel   (X)    lasse    man  jetzt   an   Stelle   der   Funktion 
f{fn^  I  •  •  •  I  Wj)  die  allgemeinere: 

(73)  e     "='  /^(^^  +  ^i|...|^^+^) 

treten,  bei  der  zur  Abkürzung: 

(74)  ^^t^^^%y^v9  ^'!i^'^^%tK  0*  =  1.«.--.«) 

gesetzt  ist,  wählend  die  x,  A  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Durch  die 
Substitution  (IX)  geht  dann  der  Ausdruck  (73)  über  in: 
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9 

2/ri      ^(lly-|-Xy)i, 

6        '-' 


(75) 

27ri  ^(rt^H-Xy)i, 


\       r  =  l  v=l  / 


=  e 


r  =  l 


und  die  Formel  (X)  liefert  daher  zunächst  die  Gleichung: 
(76)  »«1.    »"»9 

0.1,..,V-1  0,1,. ..r-1    /-«^^+«  ^^(«v+9^^"*'*'"*-2'("*+*^+t)^ 

=2"     2'  (  S  ^  '°^ 

fl'(«i+'<i+|i"-i«,+«,+Dj- 

Beachtet  man  aber,  daß  der  Wert  der  hier  auf  der  rechten  Seite 
stehenden,  in  besondere  Eiammem  eingeschlossenen  $-fach  unendlichen 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstabenn^,--,!!^ 
um  beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  fär  1/«=!^  2,  •  •  -^^ 
iiy  in  n,  —  Xy  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe,  von  einem 
Exponentialfaktor    abgesehen,    in    die    ursprüngliche,    die    Funktion 

_    J  \  definierende  Reihe  (69)  über,  und  man  erhält,  wenn  man 

noch  zur  Abkürzung: 

setzt,  aus  (76)  die  Gleichung: 

(78)  ^^   "  «-■ 

9  9 

0,1,.   ,V-1  0,1, -^r-l       ^  _   -  —  ^  ^^v^r-^-T  ^  ffy^^ 

In  dieser  Gleichung  bezeichnen  x^,  •  •  •,  x^,  A^,  •  •  •,  A^  beliebige  ganse 
Zahlen;  läßt  man  die  x  unabhängig  voneinander  die  Zahlen  0, 1,  •**, r  —  1, 
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die  A  unabhängig  voneinander  die  Zahlen  0,  1,  •••,  V— 1  durch- 
laafen^  so  geht  aus  (78)  ein  System  von  (rV)^  Gleichungen  hervor, 
die    auf    ihren    rechten    Seiten    alle    die    nämlichen    (rV)'    Großen 

G\   ^        *     enthalten.    Daß  diese  (r  V)^  so  entstehenden  Gleichungen 

nicht  alle  voneinander  verschieden  sind,  sondern  ebenso  wie  die  (rV)^ 

Glieder  der  rechten  Seite  einer  jeden  von  ihnen  in  — |-  Gruppen  von 

je  V«"*«*  untereinander  gleichen  zerfallen,  wird  man  zwar  bemerken; 
man  wird  sich  aber  zweckmäßig  ebensowenig  das  System  der  (rV)^ 

Gleichungen  (78)  auf  das  System  der  — j-  verschieden  unter  ihnen  re- 
duziert denken,  wie  dies  früher  mit  den  (rV)«  Gliedern  der  rechten 
Seite  jeder  Gleichung  des  Systems  geschehen  ist. 

Die  Gleichung  (78)  reprasentiert  also  ein  System  von  (rV)« 
linearen  Gleichungen  zwischen  den  (rV)*  Großen  jP  -^  .*  einer- 
seits und  den  (r  V)«  Größen    ö  M        *     andererseits.     Indem   man 

diese  Gleichungen,  sämtlich  oder  einen  passend  ausgewählten  Teil 
von  ihnen,  linear  miteinander  verbindet,  können  aus  ihnen  Glei- 
chungen in  großer  Zahl  abgeleitet  werden,  von  denen  jede  einen  Teil 

der  Größen  F\  .^  .^  und  einen  Tei}  der  Größen  G  ^  *  ent- 
hält, und  bei  denen  als  Koeffizienten  ausschließlich  Einheitswurzeln 
auftreten.  Von  der  Aufstellung  solcher  Gleichungen  soll  aber  hier 
abgesehen  werden,  und  es  möge  bezüglich  der  Behandlung  eines 
dahin  gehörigen  speziellen  Falles  auf  §  10  des  siebenten  Kapitels  ver- 
wiesen werden.  Nur  ein  Fall  soll  hier  durchgeführt  werden;  man 
kann  nämlich  insbesondere   das   System   der  Gleichungen  (78)  nach 

den  G^   -^ . . .  /    ^  Unbekannten  auflösen  oder,  wie   man  sagt,  die 

Formel  (78)  umkehren. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  q^%  •  •  •,  q^\  6^,  •  •  •,  6^'  be- 
stimmte ganze  Zahlen,  multipliziere  linke  und  rechte  Seite  von  (78) 
mit: 

9  9  9  9 

(78)         e         ^='  ^^'^         =6      '='  *^' 

und  summiere  hierauf  über  jedes  x  von  0  bis  f  —  1,  über  jedes  l 
von  0  bis  V  —  1.  Von  den  beiden  dadurch  auf  der  rechten  Seite 
auftretenden  Summen: 


62    II.  8.  Folgerungen  aus  dem  in.  Satze;  endgültige  (Gestalt  der  Formel  (S6). 


9 

inj       ^(Wy-f   yy)iy 


(75) 


9 


Sm  ^{n^^x^)l^ 


und  die  Formel  (X)  liefert  daher  zunächst  die  Gleichung: 
0,  -.+00  -^-^  V'"'''^T/> 


9 

(76)  »»i.  •."'« 


I.I..  .V_l  0,1,. ..r-l  /-»j^+«  ~^(-»+Y)"r+«'"^(«*+«*+x)'» 


Beachtet  man  aber,  daß  der  Wert  der  hier  auf  der  rechten  Seite 
stehenden,  in  besondere  Klammem  eingeschlossenen  g-fach  unendlichen 
Reihe  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Summationsbuchstaben  n^y-'-^n, 
um  beliebige  ganze  Zahlen  ändert,  und  läßt  demzufolge  für  1/-=  1, 2,  •  •  -,  g 
n^  in  n^  —  x^  übergehen,  so  geht  die  genannte  Reihe,  von  einem 
Exponentialfaktor    abgesehen,    in    die    ursprüngliche,    die    Funktion 

t9i  '  '  '  9  "1 
^    definierende  Reihe  (69)  über,  und  man  erhält,  wenn  man 

noch  zur  Abkürzung: 

setzt,  aus  (76)  die  Gleichung: 

(78)  •-  ^ '  ■  ■  »-' 

9  9 

2ni    ^_  9fti   ^_ 

0,1,    -.V  —  l  0,1,  ...r—l  --  ^  Oy^r-t—^  ^  (fy^v 


2   .^.  4:::::a«   "' 


?l»->Cv  ''i»''^9 


In  dieser  Gleichung  bezeichnen  x^,  •  •  •,  x^,  A^,  *  •  •,  A^  beliebige  gan» 
Zahlen;  läßt  man  die  x  unabhängig  voneinander  die  Zahlen  0, 1,  «««^r  —  1, 
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die  X  unabhängig  voneinander  die  Zahlen  0,  1,  •  •  •,  V— 1  durch- 
lanfen^  so  geht  aus  (78)  ein  System  von  (rV)*  Gleichungen  hervor, 
die    auf    ihren    rechten    Seiten    alle    die    nämlichen    (rV)*    Größen 

G\   ^        ^    enthalten.    Daß  diese  (rV)?  so  entstehenden  Gleichungen 

nicht  alle  voneinander  verschieden  sind,  sondern  ebenso  wie  die  (rV)^ 

Glieder  der  rechten  Seite  einer  jeden  von  ihnen  in  —j-  Gruppen  von 

je  V«"*«*  untereinander  gleichen  zerfallen,  wird  man  zwar  bemerken; 
man  wird  sich  aber  zweckmäßig  ebensowenig  das  System  der  (rV)« 

Gleichungen  (78)  auf  das  System  der  — j-  verschieden  unter  ihnen  re- 
duziert denken,  wie  dies  früher  mit  den  (rV)^  Gliedern  der  rechten 
Seite  jeder  Gleichung  des  Systems  geschehen  ist. 

Die  Gleichung  (78)  reprasentiert  also  ein  System  von  (rV)* 
linearen  Gleichungen  zwischen  den  (rV)«  Größen  jPL^     ^*     einer- 

[Ql  '  '  '  Q  "] 
^     andererseits.     Indem   man 

diese  Gleichungen,  sämtlich  oder  einen  p&ssend  ausgewählten  Teil 
von  ihnen,  linear  miteinander  verbindet,  können  aus  ihnen  Glei- 
chungen in  großer  Zahl  abgeleitet  werden,  von  denen  jede  einen  Teil 

der  Größen  F\  ^^  ^\  und  einen  Teil  der  Größen  G  ^  '  ent- 
halt, und  bei  denen  als  Koeffizienten  ausschließlich  Einheitswurzeln 
auftreten.  Von  der  Aufstellung  solcher  Gleichungen  soll  aber  hier 
abgesehen  werden,  und  es  möge  bezüglich  der  Behandlung  eines 
dahin  gehörigen  speziellen  Falles  auf  §  10  des  siebenten  Kapitels  ver- 
wiesen werden.  Nur  ein  Fall  soll  hier  durchgeführt  werden;  man 
kann  nämlich  insbesondere   das   System   der  Gleichungen  (78)   nach 

den  G\  ^  als  unbekannten  auflösen  oder,  wie  man  sagt,  die 
Formel  (78)  umkehren. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  p^',  •  •  •,  q^',  6^',  •  •  •,  6^'  be- 
stimmte ganze  Zahlen,  multipliziere  linke  und  rechte  Seite  von  (78) 
mit: 


(78) 


9  9  9  9 


tmd  summiere  hierauf  über  jedes  x  von  0  bis  r  —  1,  über  jedes  X 
von  0  bis  V  —  1.  Von  den  beiden  dadurch  auf  der  rechten  Seite 
auftretenden  Summen: 


66     Q.  ^'   Anwendung  der  Formel  (X)  auf  eine  jp-fach  onendUche  Thetareihe. 

oder  explicite  durch  die  Gleichungen: 

p 
(90)  ff.  -r^d^.g^,  (--i.t,....,) 


Ai=l 


in  denen  d^^  die  Adjunkte  von  d^^  in  der  Determinante  A  bezeichnet, 
so  wird  unter  Anwendung  der  Crleichungen  (88):. 


p       p  p      p 


(91)  f*^^  ^^  y:=i  ;s      ^  ^  ^  "^ 


WO  zur  Abkürzung: 

p       p 


P 


(92)  T^^^-^^""-^  k^,^-^^h",p) 

p 

gesetzt  ist.    Folglich  wird  aus  der  hier  Torliegenden  Funktion: 

(93)  p     p  p 


durch  Einführung  der  Größen  n: 

,9(wi|--|^) 
(94)  JL    JL        /       T\  /        -  A  J» 


ii^»•(v+l)(-+^')^-^i(-+l)(•.+^-) 


=a  e 


und  es  geht  aus  der  Formel  (X)  unmittelbar  die  folgende  Gleichung 
hervor: 

o,i,..,v-i  0,l,..,r-.l  ""TT-Ä  ^^'^^ 
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Die  in  der  letzten  Zeile  stehende  p-fach  unendliche  Reihe  ist  eine 
Thetareihe  mit  den  Modulen  6^^;  zur  Konyergenz  dieser  neuen  Theta- 
reihe  bedarf  es  keiner  weiteren  Voraussetzungen.  Bezeichnet  man 
nämlich  den  reellen  Teil  von  a^^,  mit  r^^,,  den  reellen  Teil  von  h^^. 
mit  5^^,  so  erhalt  man  wegen  (92): 

p      p  p^     p 

(96)  .  ^^s^^y^y^  =  2  2  ^f^^'^f^^f^'' 

wenn  man  zur  Abkürzimg: 

p 

(97)  7-2^^.y.  =  ^^  01=1, 2.... ,p) 


r=sl 


setzt,  und  erkennt  daraus  sofort,  daß  die  auf  der  linken  Seite  von 
(96)  stehende  quadratische  Form  eine  negative  ist,  sobald  es  die  auf 
der  rechten  Seite  stehende  ist,  daß  also  die  neue  Thetareihe  mit  der 
ursprünglichen  konvergiert.  Führt  man  aber  für  diese  neue  Theta- 
reihe die  gewohnte  Bezeichnung  ein,  so  nimmt  die  Gleichung  (95) 
die  Gestalt: 


p 

%ni  ^ 

o,i,..,v-i  0.1,  .,r-i-7;^^^i'^i. 


l_    r 


H» 


an,  und  man  hat  das  folgende  Resultat: 

IX.  SatB:  Hängen  von  den  Modulen  a^^,  und  den  Argumenten 
u^  einer  gegebenen  IJietafunktion  die  Modulen  h^^  und  die  Arguinente 
v^  einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

p     p  p 

(XIV)      Kr'=^yf2 2  ^f^^^f^'^^f^''     ^.^T^^Mv^y 

A*  =  l  A*  — 1  A*=»l 

(^•=-1,2,    ..,p) 

in  denen  r  eine  positive  ganze  ZaM,  die  d^^  p^  ganze  Zahlen  mit  nicht- 
verschwindender  Determinante  bezeichnen,  so  drückt  sidi  die  gegebene 
Ihetaßmktion  durch  die  neuen  aus  mit  Hilfe  der  Gleichung: 


i,l,.«,V— 1  0,l,..,r--l        rA 


(XV)  r*V^-^.^[g((uL=2  2     '        '^'       ^ 

Dabei  ist  zwr  Abkürzung  gesetzt: 


n+9 

h  +  ä 
L.     r    _J 


W»- 


68     n.  4.   Anwendung  der  Formel  (X)  auf  eine  p-fach  unendliche  Thetaraihe. 


(XVI) 


(»-1,1,. ..,rt 


>' 


es  bezeichnet  A  die  Detenninante  ^±  d^^  dj»  •  •  •  d^p,  V  iÄre»  o&soItifeH 
Weri  und  ö^^  die  Ädjunkte  voti  d^^  in  A,  und  es  ist  endlich  unter  8 
die  nach  deni  HL  Satze  zu  berechnende  Anzahl  der  NarmaUösungen 
des  Kongruenzensystems: 

p 
(XVH)  ^d^,x,  =  0  (mod.r)    '  o«=i,i,..,,) 

verstanden. 

Setzt  man  in  der  Formel  (XV),  indem  man  unter  q  eine  positive 
ganze  zu  r  relativ  prime  Zahl  versteht,  ^^^  =  rf„  =  . .  •  =  d  =  g, 
alle  übrigen  Zahlen  d^^  aber  der  Null  gleich,  so  nimmt  dieselbe 
nach  einfachen  Reduktionen  die  Gestalt: 


0,1,. .,«-1   0,1,. -»r-l 

(99)  rP^[(|Cui  =  2  2    ^ 


rig  +  Q)' 

L       r 


Wk  e 


/.  =  ! 


an,  bei   der  die  Größen  v,  b  jetzt  mit  den  Größen  m,  a  durch  die 
Gleichungen: 

(100)  1 


^u 
r  ^* 


(^•=.1.S,...,|») 


verknüpft  sind,  und  aus  der  weiter,  indem  man  das  eine  Mal  r  »  1, 
das  andere  MsX  9=1  setzt,  die  folgenden  Formeln  erhalten  werden. 

X.  Sats:   Für  beliebige  positive  ganze  Zahlen  q  und  r  bestehen  die 
Gleichungen: 


0,1,.   ,9-1 

(xvni) 

*  JWa-     2        * 

9v"^9p 

und: 

0,1,    .,r-l      r 


(XIX)  »**[(|Ha=    2        * 


"!>  •••"P 


L  gÄ  J 

iQ^X^a 

h  +  6 

_    r     _ 

P 

ff))/   '- 

9 

Die    der    allgemeinen   Substitution    (88)   entsprechende   Thetaformel 
(XV)  ist  von  Herrn  Prym  und  mir^)  angegeben  worden;  bis  dahin  waren 


1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  72. 
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nur  ganz  spezielle  Fälle  derselben  bekannt,  welche  alle  der  zuletzt  ge- 
machten Annahme  entsprechen,  daß  bei  der  Substitution  (88)  sämtliche 
nicht  in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Koeffizienten  d  den  Wert  Null 
haben.  Insbesondere  sind  die  Formeln  (XVlll)  und  (XIX)  für  den  Fall 
p^l  längst  bekannt  Schon  Jacobi^)  hat  bemerkt,  daß  die  ^(u)^ 
darstellende  Reihe,  wenn  man  in  ihr  die  geraden  Glieder  von  den  un- 
geraden trennt,  in  zwei  Reihen  zerfällt,  von  denen  jede  för  sich  eine 
Thetafimktion  mit  dem  Argumente  2u  und  dem  Modul  4  a  darstellt,  und 
ist  so  zu  der  Formel  (XVIII)  für  p  =  1  und  g  =  2  gelangt.  Schröter*) 
hat  diese  Zerspaltung  der  Thetareihe  in^mehrere  durch  Zusammenfassung 
derjenigen  Glieder,  bei  denen  die  Summationsbuchstaben  einander  nach 
dem  Modul  q  kongruent  sind,  auf  den  Fall  eines  beliebigen  q  ausgedehnt 
und  so  die  Formel  (XVIII)  für  j)  =  1  und  beliebiges  q  erhalten,  während 
die  Formel  (XIX)  zuerst  von  Herrn  Gordan')  angegeben  wurde.  Die 
Formeln  (XYiii)  und  (XIX)  sind  für  den  Fall  i?  =  1  genau  jene  Um- 
formungen der  Thetareihe,  welche  am  Ende  des  §  1  unter  (28)  und  (30) 
für  eine  beliebige  einfach  unendliche  Reihe  angeschrieben  sind. 

Nachdem  die  Formeln  (XVUI)  und  (XIX)  för  den  Fall  |?  =  1  ge- 
funden waren,  war  es  leicht  zu  ersehen,  daß  solche  Formeln  auch  für 
Thetafunküonen  mehrerer  Veränderlichen  bestehen;  sie  wurden  zuerst 
(unter  Beschränkung  auf  den  Fall  p  =>  2  und  ^  ==  2)  von  Herrn  Königs- 
berger^)  angegeben,  doch  hatte  schon  vorher  Herr  Thomae^)  die 
Formel: 

(101)      ^Ha=^--^^rilwM 

bei  der: 

(102)  v^^q^u^,     Ky^aya^a^y  K    =1,8.  ••,!>) 

ist,  aufgestellt;  eine  Formel,  welche  allgemeiner  als  die  Formel  (XVHI) 
ist,  in  die  sie  für  ^i  =  ^2  '^  *  *  *  ~  ^p  '^  ^  übergeht,  und  welche  aus  der 
Formel  (XV)  erhalten  wird,  wenn  man  darin  r  =  1  und 

/-  rv«\  ,  ö'^i    wenn    u  =  v, 

^       ^  ''•^0,     wenn    f*  ^  v, 

setzt. 


1)  Jacobi,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881 ,  pag.  616. 

2)  Schröter,  De  aequationibuBmodularibus.  loaug.-Diss.  Königsberg  1864, 
pag.  9;  auch:  Brioschi,  Sur  diverses  äquations  analogues  aux  ^quations  mo- 
dolaires  dans  la  thäorie  des  fonctions  elliptiques.    C.  R  Bd.  47.    1858,  pag.  337. 

3)  Gordan,  Beziehungen  zwischen  Theta-Producten.  J.  für  Math.  Bd.  66. 
1866,  pag.  191. 

4)  Königsberger,  Über  die  Transformation  der  Abelschen  Funktionen 
erster  Ordnung.    J.  für  Math.  Bd.  64.     1865,  pag.  Z^. 

6)  Thomae,  Die  allgemeine  Transformation  etc.  Inaug.-Diss.  Göttingen 
1864,  pag.  6. 


70    n.  5.  Bezieh,  zw.  Thetaf.,  deren  Mod.  sich  um  rat.  Yielf.  Ton  ni  uniencheideii. 


§5. 

Besiehnngen  zwischen  Thetaftmktioiien,  deren  Modulen  sich 
um  rationale  ▼ielfku)lie  von  jti  nntersoheiden. 

Versteht  man  unter  e^^,  (ft,  ft'  =  1,  2,  •  •  •,  |>)  |>*  ganze  Zahlen, 
welche  den  Bedingungen  e^^,  =  e^,^  (^,  ^'=  1,  2,  .-.,  p;  /it  <(*')  ge- 
nügen, und  leitet  aus  den  Modulen  a^^,  einer  ThetaAinktion  Größen 
b^^,  ab  mit  Hilfe  der  Gleichujj^gen: 

(104)  a^^,  =  b^^,  —  e^^,tjcij  O*,/-'«!,«,...,^) 

so  sind  auch  die  b^^,  die  Modulen  einer  konvergenten  Thetareihey 
und  es  ergibt  sich  zwischen  den  Thetafunktionen  mit  den  ursprüng- 
lichen Modulen  a^^,  und  denen  mit  den  neuen  Modulen  &  ,  auf 
Grund  der  Kongruenzen: 

(105)  2 2 ^^ *V ^/-iu'  =2^l^f^f^=''2^f^^f^f^  ^^^^  ^) 


(106) 


und  der  daraus  folgenden: 

2  2  ^/'M'  (^^f*  +  9f^  K'  +  9^) 

p  p      p 

+    2^Mf^9^^2 2^f^f^'9fi9M'    (i°o^-2) 

sofort  die  folgende  Beziehung: 

XI.  Sats:   Hängen  von  dm  Modulen  a^^,  einer  gegebenen  Theta- 
funktion  die  Modulen  b^^^,  einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

(XX)  b^^.  =  a^^,  +  e^^.ni,  0",m'=i,«.  •••.!») 

in  denen  die  e^^,  p^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  den  Bedingungen 

^iiti'  =  V/"  (^^^  ^^'  ="  1;  ^?  '  *  •;  1^5  f^  <  ^')  9^i*9(^j  so  drückt  sich  die 
gegebene  Thetafunktion  durch  die  neue  aus  mit  Hilfe  der  Gleiehymg: 

p     p  p 

(XXI)  ^mwa-^rawK"'""' 

in  der  zur  Abkürzung: 


Thetaf.,  deren  MocL  sich  um  ganze  Vielf.  von  «rt  unterscheiden.         71 

p 

gesetzt  tst. 

Die  Beziehungen  zwischen  Thetafunktionen  mit  Modulen  a^  , 
und  solchen,  deren  Modulen  h^^,  sich  von  diesen  um  gebrochene  Viel- 
fache Ton  xi  unterscheiden,  für  welche  also: 

(107)  h^^.  =  a^^,  +  -^Tci  (ai,m'=i,»,  ..,p) 

ist,  wo  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  e^^,  ganze  Zahlen  von  der 
vorher  betrachteten  Art  bezeichnen,  können  dadurch  erhalten  werden, 
daß    man    zunächst   vermittelst    der   Formel   (XVIII)    die    gegebene 

Funktion  '^[flC^^la  ^^rch  Funktionen  mit  den  Modulen  r^a  ,  aus- 
drückt, hierauf  vermittelst  der  Formel  (XXI)  zu  Funktionen  mit  den 
Modulen  '^O'uj^  +  re  ,7ti  übergeht,  und  sodann  endlich  vermittelst 
der  Formel  (XIX)   diese  letzteren  Funktionen  durch  Funktionen  mit 

den  gewünschten  Modulen  h^^,  =  a^^,  +  -^^ni  darstellt.  Auf  diese 
Weise  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  der  Gleichung: 


'•''*ß](W„  =  « 


r    2    ^V/u'^/uV^'-^Vm^^m'"' 


X 


0,1,   ',r-l  ^r  ^  Vfi^fi 

/.  =  !  , 


(108)  ,,,    P 

^   ^  ^  —  —^        ^    a..  a..         _ 

_     r 


((«l», 


p 


bei  der  zur  Abkürzung: 

(109)     G^[^x--^,]=2'      '      ''''"' 

und 

p 

(110)  *;  =  ^Ä;*  +  Y*'^A^M-2'^A^/''^/*'  (M^^>^,    •   .P) 

gesetzt  ist. 

Die  in  (109)  definierte,  von  den  ganzen  Zahlen  tf^,  •  •  •,  6^  ab- 
hangige Summe  G  [tf^  •  •  •  tfj,  für  die  im  Folgenden  auch  das  kürzere 
Zeichen  G[6]  angewandt  wird,  gehört  zu  den  Gaußschen  Summen; 
ihre  Eigenschafken  sollen  hier  nur  insoweit  abgeleitet  werden,  als 
sie  für  die  vorliegende  Untersuchung  in  Betracht  kommen. 

Da  das  allgemeine  Glied  der  Summe  G[6]  seinen  Wert  nicht 
ändert,  wenn  man  darin  die  Größen  Qi,  *  "9  Qp  um  ganze  Vielfache 
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von  r  ändert;  so  erleidet  die  Summe  nur  eine  Umstellang  ihrer 
Glieder  und  folglich  keine  Änderung  ihres  Wertes,  wenn  man  in 
ihrem  allgemeinen  Oliede  die  Größen  q  um  irgend  welche  ganze 
Zahlen  ändert.  Es  besteht  daher  für  beliebige  ganze  Stahlen  Qi,"',Qp 
die  Gleichung: 

1^^  t    ^  /        1        \ 

(111)      G^[tf,...(y^]  =  6      /'^-M'»!  /*-! 

Unterwirft  man  nun  die  ganzen  Zahlen  q  den  p  Bedingungen: 

p 

(112)  2'^^/'  =  ^  (mod.  r),  (M'^ht,",,) 

SO  reduziert  sich  die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Summe  auf  die 
ursprüngliche    Summe    G[6]y    und    es    gilt    daher    für   je  p   ganze 
Zahlen  q,  welche  den  Kongruenzen  (112)  genügen,  die  Gleichung: 
p      p  p 

(113)  G[6]^e      f^-'^'-'  ^=^  G[fs]. 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  daß  G[6]  immer  verschwindet, 
wenn  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Exponentialgröße  auch 
nur  für  eine  Lösung  p^,  •  •  •,  Pp  des  Kongruenzensystems  (112)  einen 
von  Eins  verschiedenen  Wert  hat.  Bezeichnet  man  daher  die  Anzahl 
der  Normallösungen  dieses  Kongruenzensystems  mit  s  und  die 
s  Lösungen  selbst  mit  q^^\  -  -  -,  q^^  (i  =  1,  2,  •  •  •,  s),  so  muß  ein 
Zahlensystem  ^i,  -  •  -,  ^p,  für  welches  G[6]  nicht  verschwindet,  die  8 
Kongruenzen : 

(114)  i^^W^r^^  +  ^l^  +  T»-^..)^;'-«  ('"Od-'') 

(.  =  1,2,    ..,*) 

erfüllen. 

Nun  zeigt  aber  die  Gleichung  (108),  daß  es  jedenfalls  ein 
Zahlensystem  öt^,  •  •  •,  or^  gibt,  für  welches  G\p]  nicht  verschwindet^ 
und  welches  daher  nach  dem  soeben  Bewiesenen  eine  Lösung  des 
Kongruenzensystems  (114)  ist,  und  es  kann  dann  mit  Hilfe  dieser  einen 
Lösung  öTj, . ...,  h^  die  allgemeinste  Lösung  von  (114)  hergestellt  werden. 
Zu  dem  Ende  nehme  man  an,  daß  noch  ein  zweites  Zahlensystem 
^if  '  "}^p  existiere,  welches  die  sämtlichen  Kongruenzen  (114)  er- 
füllt.    Ersetzt   man  dann  in  (114)  die  Größen  6  einmal  durch  die 
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Größen  i,  ein  anderes  Mal  durch  die  Größen  6  und  subtrahiert  je 
zwei   entsprechende  Kongruenzen    der   beiden   so  entstandenen  Eon- 
gruenzensysteme  voneinander^  so  erhält  man  die  s  Kongruenzen: 
p 

(115)  2'(^~*/')^A*'^  =  ^   (mod.r).  (*«i.«,-....) 

Infolge  dieser  Kongruenzen  besitzt  dann  der  Ausdruck: 
p  p      p 

(116)  e     '^-^  ^^    2     '        '"'" 

für  jede  Losung  ^i;  •  •  •;  ^^  d©s  Kongruenzensystems  (112)  den  Wert 
Eins,  während  er  für  jedes  davon  verschiedene  Zahlensystem  Pi,  •  •  •,  pp 
den  Wert  Null  hat^  Läßt  man  daher  in  ihm  an  Stelle  des  Systems 
der  p  Größen  ^i;  *  *  '^  ^^  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  Variationen 
mit  Wiederholung  der  Elemente  0,  1,  •••,  r— 1  zur  p^^  Klasse 
treten  und  bildet  die  Summe  der  r^  so  entstandenen  Größen,  so  ist 
der  Wert  dieser  Summe  gleich  der  Anzahl  s  der  Normallösungen  des 
Kongruenzensystems  (112),  und  man  hat  daher  die  Gleichung: 

0,1,    -»r  —  l  /  ^  o,l,-.,r  — 1   ~r  ^  (%  ~  V~-^  Viw'V)^/«\ 
«1.-  ,«p      \       Qif   '*Qp  / 

Da  die  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  hinter  dem  ersten 
Summenzeichen  stehende,  in  besondere  Klammem  eingeschlossene 
Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
Wert  Eins  besitzt,  wenn  die  in  ihr  vorkommenden  Zahlen  Xi,»*«,«^ 
80  beschaffen  sind,  daß  für  jedes  [i  von  1  his  p: 

(118)  5,-^-^VV^O  (mod.r) 

ist,  so  müssen  von  den  1*  Zahlensystemen,  welche  bei  Ausführung 
der  äußeren  Summation  an  Stelle  des  Systems  x^,  •  •  •,  x^  treten,  s  die 
Kongruenzen  (118)  erfüllen,  und  es  gibt  daher  stete  ein  System 
von  2p  ganzen  Zahlen  x^,  •  •  •,  x^,  >li,  •  •  •,  Ip,  welches  die  p  Glei- 
chungen: 

(119)  6^  =  *^  +2^/«iu' V  +  ^K  Oi=i.a,...,p) 

erfüllt.  Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  ein  jedes  Zahlensystem  6, 
welches  die  Kongruenzen  (114)  erfUlt,  sich  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen 
X,  X  durch  die  oben  fixierte  Lösung  i  dieses  Kongruenzensystems  in 
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der  Form  (119)  ausdrücken  läßt.  Umgekehrt  erfüllt  aber  auch  jedes 
Zahlensystem  6,  welches  in  dieser  Form  darstellbar  ist,  die  amt- 
lichen Eongraenzen  (114),  un4  es  stellt  daher  (119),  wenn  man  unter 
den  X,  A  beliebige  ganze  Zahlen  yersteht,  die  allgemeinste  Lösung 
des  Eongruenzensystems  (114)  dar. 

Es  soll  jetzt  schließlich  noch  bewiesen  werden,  daß  die  Summe 
6r[ö]  für  jedes  Zahlensystem  öj,  •  •  •,  6^  von  der  Form  (119)  oder, 
was  dasselbe,  für  jede  Lösung  des  Eongruenzensystems  (114)  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Zu  dem  Ende  führe  man  die 
in  (119)  definierten  Zahlen  6  in  die  Gleichung  (109)  ein.  Man 
erhält  dann  nach  einfacher  Umformung: 

(^^^)  1     '      -  .  ^  /        1        X 

0,1,. ..r-i  -T  ^  ^  V/u'<C/<  + W  +  V^^*  -T  2  (%+T'"V/")^^A«"^V** 

Nun  ändert  aber  die  Summe  G[6]  ihren  Wert  nicht,  wenn  man 
im  allgemeinen  Gliede  die  Größen  q  um  irgend  welche  ganze  Sjahleu 
ändert;  infolgedessen  hat  die  in  der  letzten  Zeile  der  Gleichung  (120) 
stehende  Summe  den  Wert  G[cf],  und  man  gelangt  so  schließlidi  za 
der  Gleichung: 

p      p  p 

(121)  G[5,...5J  =  c  f^-'f^'-'  f*-^  G^[*i'--*J. 

Da  die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Größe  G[if] 
der  Voraussetzung  gemäß  von  Null  verschieden  ist,  so  besitzt  auch 
die  auf  der  linken  Seite  stehende  Größe  stets  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert,  einerlei  welche  ganze  Zahlen  mit  x,  X  bezeichnet 
sein  mögen.     Damit  ist  aber  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  läßt  sich  nun  dahin 
zusammenfassen,  daß  diejenigen  Systeme  ganzer  Zahlen  tf^,  •  •  *,  6^, 
für  welche  G  [ö]  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  identisch 
sind  mit  jenen  ganzen  Zahlen  tf^,  *  •  •,  <T^,  welche  den  Eongraenzen 
(114)  genügen,  und  daß  diese  Zahlensysteme  tf^,  •  •  *,  6^  samtlich 
durch  das  Gleichungensystem: 

(122)  6^^  =  ÖT^  +  2^^^/^' V  +  ^^Z'  (A*-i.«.-.#) 

geliefert  werden,  wenn  man  darin  unter  öTj,  •  •  •,  or^  irgend  eine 
Lösung  des  Eongruenzensystems  (114)  versteht,  für  die  x,  A  aher 
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der  Reihe   nach  alle  möglichen  Systeme   von  je   2p  ganzen  Zahlen 
setzt. 

Man  gehe  jetzt  auf  die  Gleichung  (108)  zurück.  Von  den  i* 
Koeffizienten  G[6],  welche  auf  der  rechten  Seite  dieser  Formel  bei 
Ausführung  der  Summation  über  die  6  auftreten ^  sind,  wie  im 
Vorigen  bewiesen  wurde,  nur  diejenigen  von  Null  verschieden,  bei 
denen  die  zugehörigen  ganzen  Zahlen  6^,  •  •  •,  6^  sich  in  die  Form 

(122)  bringen  lassen.     Man  kann  daher  im  allgemeinen  Gliede  der 

auf  der  rechten  Seite   von   (108)    stehenden   Summe   die   Größen  6 

durch  die  Ausdrücke  (122)  ersetzen,  und  es  geht  dann,  wenn  man 

zur  Abkürzung: 

p 

(123)  ^%^'%'  +  '^^t,^%  (Ai=i,»,.-,P) 
setzt,  die  genannte  Summe  über  in  die  neue: 


(124)  S=  V  G\h,  +  ^,  . . .  *^  +  ^6        ^-'  ^ 


9 

K  +  s+n 


fjb7 


ZU  deren  Bildung  die  rechts  angedeutete  Summation  in  der  Weise 
auszuführen  ist,  daß  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Größen  x^,  •••,  x^, 
^if  ' '  'f  ^p  °^^  solche  Systeme  von  ganzen  Zahlen  treten,  für  welche 
die  p  Größen  i^  +  ^i,  •  •  •,  ^p  +  ^p  sämtlich  in  Zahlen  aus  der  Reihe 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  übergehen,  und  zudem  von  diesen  Zahlensystemen 
nur  so  viele  als  erforderlich  sind,  damit  jedes  im  Rahmen  dieser 
Bedingungen  mögliche  System  in  der  Tat  einmal  aber  auch  nur 
einmal  auftritt. 

Vergleicht  man  mit  dieser  Summe  S  die  Summe: 

p 


0,1,- 


(125)   S'^^Gl6,  +  r,,..-i,  +  f,,]e         "='  » 


iTti 


h'  +  8  +  n 


w 


p 


«^^'V  (/.-1.2,-.,P) 


in  der: 

ist,  und  zu  deren  Bildung  die  rechts  angedeutete  Summe  so  auszu- 
führen ist,  daß  an  Stelle  des  Systems  der  p  Größen  x^,  •  •  •,  x^  der 
Reihe  nach  die  sämtlichen  r^  Variationen  mit  Wiederholung  der 
Elemente  0,  1,  •  •  •,  r  —  1  zur  p*^  Klasse  treten,  so  erkennt  man 
leicht,  daß  die  Summe  S'  das  s- fache  der  Summe  S  ist,  wenn  5  wie* 
Mher  die  Anzahl  der  Norznallösungen  des  Eongruenzensystems  (112) 
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bezeichnet,  da  die  r^  Glieder  der  Summe  8'  in  —  Gruppen  von  je  s 

untereinander  gleichen  Gliedern  zerfallen^  jeder  solchen  Gruppe  von 
s  Gliedern  Aber  stets  ein  aber  auch  nur  ein  ihnen  gleiches  Glied  von 
8  entspricht. 

Auf  Grund  dessen  kann  man  in  der  Formel  (108)  das  5-fache 
der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summe  durch  die  Summe  8'  er- 
setzen, und  man  erhält  dann^  wenn  man  noch  die  in  der  Smnme  8' 
vorkommende  Größe  6r  [or  +  iy]  mit  Hilfe  von  (121)  durch  die  GrSBe 
G[€f]  ausdrückt,  das  folgende  Endresultat: 

xn.  Satz:  Hängen  von  den  Modulen  a^^,  einer  gegebenen  Thekh 
funJction  die  Modulen  h^^,  einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

(XXm)  h^^.  =  a^^,  +  ^'^f,  (^,^.'=1.2,..,,) 

in  denen  r  eine  positive  ganze  Zahly  die  e^^,  p*  ganze  Zahlen  be- 
zeichnen, welche  den  Bedingungen  e^^.  =  e^.^  (fi,  fi'  =  1 ,  2,  •  •  •, |>;  /it < [l) 
genügen,  so  drücM  sich  die  gegä)ene  Thetafunktion  durch  die  neuen 
aus  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

p       P  2     ^   /         1         \ 

(XXIV)      1  4   '  .^«  v/o  ^1     \     .   »  V 

Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(XXV)  h;,^rh^  +  jre^^-yje^^.g^,,      ^m^^^^WV? 

Cu  =  l,8,...,j») 

es  bezeichnet  weiter  s  die  ÄnzaJil  der  Normallösungen  des  Kongruenzen^ 
Systems: 

p 

(XXVI)  2^M,^'^f^'-^  (™^^-  ^)5  iM^h^'.P) 
unter  i^,  *  -  -,  6^  ist  irgend  eine  Lösung  des  Kongruefizensystems: 

.  (XXVII)  I  ^  ^  e,,.  elf  (»;:!  +  2'  (^  +  i  ''..)  Pj'  -  0  (mod.  r), 

(,  =  1,2,    .   ,•) 
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SU  verstehen,  in  dem  pj*^,  •  •  •,  (/^  (i  =«  1,  2,  •  •  •,  s)  die  sämtlichen 
NormaUösungen  von  (XXVI)  beeeidmen;  endlich  ist: 

(xxvni)  Gib]  =^2!    ^    ^-^^-'  ^=^ 

Die  auf  der  rechten  Seite  von  (XXIV)  bei  Ausführung  der  Sum- 
mation  auftretenden  f*  Summanden  können  in  —  Gruppen   geordnet 

werden,  indem  man  zu  einer  Gruppe  jedesmal  diejenigen  Summanden, 
immer  s  an  der  Zahl  zusammenfaßt,  ftlr  welche  sich  die  p  Größen 
%;  ' ' '}  Vp  ^^^  ^^  ganze  Vielfache  von  r  ändern,  wenn  man  von 
einem  dieser  s  Summanden  zu  einem  anderen  von  ihnen  übergeht. 
Die  s  in  einer  Gruppe  vorkommenden  Summanden  besitzen  dann  den- 
selben Wert,  und  man  kann  daher  in  obiger  Summe  jede  solche  Gruppe 

von  Summanden  durch  das  s- fache  eines  beliebigen  Summanden  er- 

fP 
setzen.    Führt  man  diese  Vereinigung  für  jede  der  —  Gruppen   aus, 

so  geht  die  in  Rede  stehende  Summe  in  das  s- fache  einer  Summe 

r^ 
von  —  wesentlich  verschiedenen,  d.  h.  nicht  aufeinander  reduzierbaren 

8 

Summanden  über. 

Die  Formel  (XXI)  wurde  von  Herrn  Prym  und  mir*),  die  Formel 
(XXrV)  von  mir*)  angegeben;  der  erste  Versuch  Thetafunktionen,  deren 
Modulen  sich  um  gebrochene  Vielfache  von  ni  unterscheiden,  miteinander 
in  Beziehung  zu  setzen,  findet  sich  bei  Henoch.J^) 


§6. 
Anwendiing  der  Formel  (X)  anfein  Prodnkt  von  Thetarelhen. 

Gegebeu  sei  ein  Produkt  von  n  |}-fach  unendlichen  Thetareihen: 

(127)    » |jj;;] ««(»La, » |jJ3 c«<*>L..> ■••» |j3 K'L- , 

deren  Modulen  a^^\   ganzzahlige   Vielfache    der  Modulen   a^^,    einer 
einzigen  Thetafunktion  seien,  sodaß  also: 

(128) -f,-p''\.-  t.;:l:::::::;) 

1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grandlagen  etc.  pag.  72. 

2)  Erazer,    Über  ein  spezielles  Problem  der  Transformation  der  Theta- 
funktionen.   J.  far  Math.  Bd.  111.     1898,  pag.  64. 

3)  Henoch,  De  Abelianarum  functionum  periodis.  Inaug.-Diss.  Berlin  1867, 
pag.  17. 
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ist;  wo  die  p^^^  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Die  n|}-fach  anend- 
liche, das  Produkt  (127)  darstellende  Reihe: 

(129)  2    '••    2     e^"'""*      *°" 

bei  der  für  [i  ^  1,  2^  -  --,  p  das  System  der  n  Snmmationsbnchstaben 
m|J\  •  •  •,  m^"^  abgekürzt  mit  [m^]   bezeichnet  ist,  und  das  dem  be- 

—  flO,..,-f  00 

stimmten  Index  [i  entsprechende  Zeichen     ^       andeuten  soll,  daß 

nach  jedem  der  n  Summationsbuchstaben  inr^,  •  •  •,  m^"^  von  —  oo  bis 
4-  oo  zu  summieren  ist,  soll  jetzt  dadurch  umgeformt  werden,  daß 
man  der  Reihe  nach  für  ^  =  1,  2,  •  •  •,  |)  an  Stelle  der  Summations- 
buchstaben m^^\  ' '  •,  m^*^  neue  Summationsbuchstaben  nj|\  •  •  •,  nj|*^ 
einführt  mit  Hilfe  der  Substitution: 

(130)  ,^y=2c^*"'«r-  C:S"::;) 

Definiert  man  dann  Größen  g  implicite  durch  die  Gleichungen: 

(131)  rgf=2<^""'-t  Kf::;;) 

oder  explicite  durch  die  Gleichungen: 

(132)  g'^-r^y'^^gf,  C^S:.::;) 

in  denen  A  den  Wert  der  Determinante  ^±  cf^^^^d^^  •  •  •  c^*»")  und  y^^^^ 
die  Adjunkte  von  c^?^)  in  dieser  Determinante  bezeichnet,  so  wird: 


2'i'^^^«+#)W'+#) 


(133)  _i 
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Legt  man  daher^  damit  die  entstehende  n^-fach  unendliche  Reihe  in 
Produkte  von  n  Reihen,  von  denen  jede  i)-fach  unendlich  ist,  zerfalle, 
den  Zahlen  c^?*')  die  Bedingungen: 


(134)  -r^i)(^>c<^^>c(^*^)  =  ^   '   ^^^^      ,>    '     (a,a'=i,«,...,.) 

Äi  ^;      wenn   <y  ^  tf, 


j<^),   wenn   <y'  =  tf, 
auf  und  setzt  zur  Abkürzung: 


(135)  f2'<'^^"'«?=<^  e::::::::;;) 

und 

(136)  ^^'"'^f-K  e^ti':;) 

so  wird: 


0=«1  aal 

■) 


^=»1  ff=:l 

(^,^'  =  1,8,.  •.,1») 

Folglich  wird  aus  der  hier  vorliegenden  Fxmktion: 

(138)  /-Ki-K) 


2  2'',,-  2'''>\-f+o'^W^''^)^'2  2{-f+<^^){''f-^''f'") 


durch  Einführung  der  Größen  n: 

(139)  «?K'|-I»a 

i  iv.'i'^"<<'+?)(-?'+?)+«i  i(-r+¥)('';»+?-') 

UsbI /t'ssal  0=3l  /«sl0ssl 

und  es  geht  aus  der  Formel  (X),  wenn  man  statt  der  dortigen  Sum- 
mationsbuchstaben  q,  6  die  Buchstaben  a,  /3  schreibt,  unmittelbar  die 
folgende  Gleichung  hervor: 


80     n.  6.   Anwendang  der  Formel  (X)  auf  ein  Produkt  Ton  Thetareihen. 


(140) 


—  «i-t4-« 


[»] 


l,l,.,V-l  0,1,    .,r-l         rt,    ^    ^^H    Pi 


V")s(«) 


a=l  fA  —  l 


fi     '   lA 


p      p 


2  2  2 

a==l/u  =  lAi'=l 


,(«). 


+'2  2 


Die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Reihe  ist  dabei  eine  n/^-fiM^i 
unendliche,    bei     der     über    jeden    der    np    Summationsbuchstaben 

^o)  r  ^  '    '     '» **j  unabhängig  von  den  übrigen  von  —  oo  bis  +  oo 

zu  summieren  ist;  dieselbe  zerfällt  aber,  wie  man  unmittelbar  sieht, 
in  das  Produkt  von  n  je  p-fach  unendlichen  Reihen  und  diese  |)-fach 
unendlichen  Reihen  sind  Thetareihen  mit  den  Modulen: 


(141) 


deren  Konvergenz,  weil  die  g^*')  positive  Größen  sind  (die  man  un- 
beschadet der  Allgemeinheit  als  ganze  Zahlen  annehmen  kann)  keine 
weiteren  Voraussetzungen  verlangt.  Unter  Anwendung  der  gebräuch- 
lichen Bezeichnung  wird  daher  die  Gleichung  (140)  zu  der  Formel: 


0,1,    .,V-10,l,.,r-l-7^^     ^^fiP^ 


'^^)7i^^) 


(142)    =2'      2 


a=l/u==l 


H  •  fi 


% 


A 

L.        r       -I 
und  man  hat  das  Endresultat: 


iftd) 


...-^ 


A 


c«<->j»u 


XIII.  Sats:  Bezeichnen  p^^\  -  •  •,  p("),  gf^\  •  •  •,  j^")  2n  posiUve 
ganze  Zählen  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  die  mit  ihnen  als  Koef- 
fizienten gebildeten  quadratischen  Formen: 


(XXEK) 


e="i 


<T=»1 


Endformei.  81 

eine  lineare  Substitution: 

n 

(XXX)  rci^d)  =  2^^^V^  («=i.2,-  •,») 

hei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  c^^^^  n*  ganze  ZaMen  mit  nicht 
versdmindender  Determinante  bezeichnen,  existiert,  welche  die  Form  P 
in  die  Form  Q  iiberfiihrt,  deren  Koeffizienten  also  den  Gleichungen: 


gf^\   wenn   6' =6, 


wenn    ^'^6, 


(<7,  o'  =  1,  2,    •  ■ , «) 


(XXXI)  1  ^p(9)  ifno)  cCp»-)  =  J" 

genügen,  so  besteht  zwischen  einem  Produkte  von  n  ThetafunTctionen  mit 
den  Modulen  alfL^^^^a^«»  (    ^'""  /  o'      '    )  «wd  Produkten  von  je 

n  ThetafunTctionen  mit  den  Modulen  b^^\.  =  g^^^a^^,  (    ""^^  \  \   *  /  **) 
die  Gleichung: 


(XXXII)  =2       '2^     ' 


<T==1^  =  1 


U  !•  -J 


Iftd)  •  •  •  -d" 


^(''>L 


f6«n) . 


Bei  dieser  Formel  sind  die  Argumente  v  mit  den  Argumenten  u  ver- 
knüpft durch  die  Gleichungen: 


(XXXni)  rvj'^  =  ^  c^''^  u^f ; 

es  ist  ferner  zur  Abkürzung  gesetzt: 


/a  =  l,2,..,«\ 
V«=l,2,...,p/ 


(XXXIV)        f;'^r^y'^''gf,      Sjf  ==  2^  ^''''*?^      ^X'-^J^ 

wobei  y^^''^dieAdjunktevonc^^''Under  Determinante  A=-^±  c(">c(**)  •••  c^"*») 
bezeichnet;  es  ist  ebenso: 

(XXXV)     «t^r^'y^^"^«?,  ^;=2'^''''^;f>  C=l;v:';3 

0,1,     ,v-i 

fi«d  6»  deutet  das  Zeidien     ^      an,  daß  über  jede  der  np  Größen 

Kraxer,  TheUfonktlonen.  6 
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^ia)  r  "^  '   ' '    '  **)  unabhängig  van  dm  übrigen  van  0  6is  V  —  1,  das 

Zeichen    ^     ,  daß  über  jede   der  np  Größen  ß^^  ('"/,      "' J 
(^  '*     V*  =  1»  «1  •  •  •  1  p/ 

van  0  bis  r  —  1  m  summieren  ist;  es  bezeichnet  endlich  s  die  nadi  dem 

III.  ScUz  zu  berechnende  Anzahl  der  NamiaUösungen  des  Kangruenzenr 

Systems: 


(XXXVI) 


^c^(}^)x^<')  =  0  (mod.  r). 


(^=i,a,.-.,«) 


Durch  Umkehrung  der  Formel  (XXXII)  kann  man  auch  ein 
Thetaprodukt  mit  den  Modulen  b^^l^.  und  den  Argumenten  v^^  durch 
Thetaprodukte  mit  den  Modulen  a^^K  und  den  Argumenten  u^^  aus- 
drücken. Diese  Umkehrung  wird  durch  die  Formel  (85)  geliefert^ 
wenn  man  darin  die  Funktionen  f  und  g  durch  ihre  Ausdrücke  ans 
(138)  und  (139)  ersetzt.     Man  erhält  dann  zunächst: 

r;,(»»)-i 


(Vs^'-O- 


A 

-  r  -J 


JV  "  '  d" 


A 


i^n 


f6<«» 


(143)      =2" 


0,1,.   ,r-l  0,1,    -.V-l  A     ^    .äiJ  "ft    y 

M  W 


» 


9'''  + 

*(»)+ 


r 


l«^''L<i. 


ö^ 


«("). 


'(")n 


<?*"'+ ^ 


ÄW4 


l"(«) 


««<">i'-., 


wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(144)  <^'  =  2 '="'*<''     A^^^'^ri;^^^»),;;).    (.=;...;•■.-) 

und  hieraus^  indem  man: 

(145)  ^r=^C'    ^'^'•C'         e=M';:::;) 

also: 


ö  =  l  Ö=l 

setzt,  sofort  die  gewünschte  Formel  in  der  Gestalt: 


Umkehmng  der  Formel  (XXXU). 
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(147) 


0,I,-,r-l  0,1,..,V-1        rA    ^    ^  *f     > 


2        2    « 


»      p 


» 


r 

f(i)_l_a:Mi) 

L         A         J 


iu^'nuv 


^ 


i^w+^i-)-^ 


r^-^+i' 


{») 


Zu  den  vorstehenden  Formeln  wird  man  noch  das  Folgende  be- 
merken. Aus  den  Gleichungen  (XXXI)  folgt,  indem  man  mit  r  eine 
der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  w  bezeichnet,  linke  und  rechte  Seite  mit  y^*"'^ 
multipliziert  und  hierauf  nach  ö'  von  1  bis  n  summiert: 


(148) 


^pit)(^^^)==^o)^(ta).^ 


(*,a==l,2,   ■.,«) 


es  sind  also   die  Adjunkten  y^^°^  in   der  Determinante  A   mit  deren 
Elementen  d^°^  durch  die  Gleichungen: 


(149) 


r«     q{o) 


(^,flr=l,2,       .,«) 


verknüpft.     Infolge   dieser  Beziehungen   kann   man   die   oben   mit  g 
und  r*  bezeichneten  Größen  auch  in  der  Form: 


\     ^==1,  2,  ■      ,p/ 

darstellen;  das  Gleiche  gilt  natürlich  fiir  die  Größen  a  und  X:\  End- 
lich ergibt  sich  aber  aus  (149),  indem  man  die  Determinante  der  w* 
Größen  y^P*')  bildet,  die  Gleichung: 


(151) 


p(i)|,(2)  . .  .  pv 


Die  Formel  (AXXIL)  ist  zuerst  von  Herrn  Prym  und  mir*)  auf- 
gestellt und  als  die  Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Thetafunk- 
tionen  mit  rationalen  Charakteristiken  bezeichnet  worden. 

Die  in  diesem  Paragraphen  gelöste  Aufgabe,  die  das   Thetaprodukt 

(127)    mit  den  Modulen    a^^\=y^^fl  ,,  (     ^^^^ !' o  "  *' **)    darstellende 
«j}-fach    unendliche    Reihe    vermittelst    der    Substitution   (130)    umzu- 


1)  Krazer  und  Prym,  Neue  Grandlagen  etc.,  pag.  20. 
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formen,  ist  ein  spezieller  Fall  der  allgemeineren  Aufgabe,  zu  der  ein 
Produkt  von  n  Thetafunktionen  mit  beliebigen  Modulen  a^^ ,  darstellenden 
ttp-fach  unendlichen  Reihe  in  allgemeinster  We)se  eine  Substitution: 

(152)  mf^;s2rV-^'         C=tf.-.::;) 

mit  rationalen  Koeffizienten  so  zu  bestimmen,  daß  die  nach  Ausfühnmg 
der  Substitution  auftretende  np-fhch  unendliche  Reihe  ein  Aggregat  Yon 
Produkten  von  n  Thetafunktionen  mit  je  p  Veränderlichen  wird.  Bezüg- 
lich dieser  allgemeinsten  Aufgabe  habe  ich^)  Folgendes  bewiesen. 

Soll  zu  einem  Thetaprodukte  mit  den  Modulen  ar  ,  l      '^j'«'...'   ) 

überhaupt  eine  Substitution  der  verlangten  Art  existieren,  welche  nidit 
in  das  Produkt  von  n  auf  die  n  einzelnen  Thetafunktionen  sich  beziehen- 
den Substitutionen  von  der  in  §  3  betrachteten  Art  zerfaUt,  so  müssen  die 
Modulen  der  n  Thetafunktionen  in  gewissen  Beziehungen  zueinander 
stehen,  und  zwar  ergibt  sich  (wenn  man  nur  annimmt,  daß  die  Modulen 
der  einzelnen  Thetafunktionen  nicht  singulare  sind,  d.  h.  daß  zwischen 
ihnen  keine  linearen  Relationen  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  bestehen; 
in  welchem  Falle  außer  den  hier  betrachteten  allgemein  gültigen  Sub- 
stitutionen noch  gewisse  singulare  Substitutionen  existieren  können),  daß 
zu  den  n  gegebenen  Thetafunktionen  mit  den  Modulen  a';J'\  und  den  n 
nach  geschehener  Substitution  auftretenden  Thetafunktionen  mit  den  Mo- 
dulen b  ,  2«  Substitutionen  von  der  in  §  3  betrachteten  Art  so  be- 
stimmt  werden  können,  daß  diese  Funktionen  sämtlich  in  Aggregate 
von  Thetafunktionen  übergehen,  deren  Modulen  ganzzahlige  Vielfache  der 
Modulen  einer  einzigen  Thetafunktion  sind.  Daraus  schließt  man  aber, 
daß  sich  die  allgemeinste  Substitution  (152)  immer  aus  Substitutionen  von 
der  in  §  3  betrachteten  Art,  welche  sich  auf  die  einzelnen  Thetafunk- 
tionen beziehen  (Substitutionen  E)^  und  einer  Substitution  von  der  in 
diesem  Paragraphen  betrachteten  Art  (Substitution  D)  zusammensetzen  läßt 
in  der  Form  E^DE^. 


§  7. 
Erste  SpoBiallBiernng  der  Formel  (XXXH). 

Zwei  spezielle  Fälle  der  gewonnenen  Endfomiel  (XXXII)  ver- 
dienen besonders  hervorgehoben  zu  werden;  der  erste  ist  der,  daß 
die  positive  ganze  Zahl  r,  der  zweite  der,  daß  die  samtlichen  Zahlen 
Py  q  den  Wert  Eins  besitzen. 

Ist  r  =  1 ,  so  ergibt  sich  aus  dem  XIII.  Satze  sofort  der 


1)  Krazer,  Ober  allg.  Thetafo.    Math.  Ann.  Bd.  62.     1899,  pag.  369. 


Die  Zahl  r  hat  den  Wert  1.    Hauptformel. 
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XIV.  Satz:  Bezeichnen  p^^\  •  •  •,  p^**\  q^^\  •  •  •,  q^"^  2w  positive 
ganze  Zahlen  von  der  Beschaffenheit,  daß  für  die  mit  ihfien  als  Koef- 
fizienten gebildeten  quadraMsdien  Formen: 


(XXXVn)  P  =  ^p^9)  a^Q)' ,      Q  : 

eine  lineare  Substitution: 


•2 


^  g^'W''^ 


(XXXVIII) 


x(Q)=^(^9")t^"), 


((»  =  1,2,      -,11) 


bei  der  die  c^^^^  n*  ganze  Zahlen  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
bezeichnen,  existiert,  welche  die  Form  P  in  die  Form  Q  überführt,  deren 
Koeffizienten  also  den  Gleichungen: 

(XXXIX)  >;2>(.)c(c^)c(^-)  =  f '  ^'^^   ^;>^'      (.,.'=M,    •,.) 

^  ^  ^  0,      wenn   6  ^6, 

genügen,  so  besteht  zwischen  einem  Produkte  von  n  Thetafunktiofien  mit 
den  Modulen  a^^\  =  ü^^^a^^.  (    ^'""/o'      '    )  ^^  Produkten  von  je 

n  Thetafunktionen  mit  den  Modulen  b^^^^,  =  q^^'^a^^^,  (  ^^  j*  2  •  '*  o) 
die  Gleichung: 


(XL) 


o,i.^v-ip5(i)  +  8W 


» 


M 


A 

m  J 


VI)  •  • 


9 


1i(")-LÄ("h 


[^ 


+   ^^' 


A 


)kn), 


während  umgekehrt: 


[*^I3((^^^^--^ß^^^^ 


n         p 


0,1,     ,V-1         A    -^    -^  V     V 


(0 


(XLI)      = 


^ 


P=i/«=i 


A  J 


ist    Bei  diesen  Formeln  sind  die  Argumente  v  mit  den  Argumenten  u 
verknüpft  durch  die  Gleichungen: 


(XLII) 


<'-2 


.(9^)jQ). 


^-1 


=  1,2.     -.P/ 
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es  ist  ferner  für  die  Formel  (XL)  zur  ÄbkUrmng  gesetzt: 

(XLiii)       g';:^-=2r''"'sf.  K'-2<^''''^^f>    e^iiJ'-'.:;:) 

tcöbei  y^^'  ""^  die  Adjmiktc  von  d^  "^  in  der  Determinante  A  =^±  c^">c^**> . . .  c<«») 
bezeichnet;  es  ist  ebenso: 

(XLIV)  -<^:  =  ty''"'af  CiliJ;.:.;;) 

(,=1 

0,1,       ,V-1 

und  es  deutet  das  Zeidieti     ^      an,   daß  über  jede  der  np  Größen 

[«] 

^f  (^  Z  1 '  2       '    /  ^^^^^^^^  ^^^  ^'^  anderefi  von  0  bis  ^  —  l  zu 
summieren  ist.    Für  die  Formel  (XLI)  ist  zur  Abkürzutig  gesetzt: 

(XLV)  0=^  «=>  /,=..v..\ 

»•  Vi=i,»,--,ji/ 

0,1,       ,V-1 

und  es  deutet  das  Zeichen     ^      an,  daß  über  jede  der  np  Größen 

^a)  r~2^^  j     ■'  *M  unabhängig  von  den  atiderefi  von  0  bis  V  —  l  zu 
summieren  ist.     Infolge  der  Beziehungen: 

Jo) 

(XLVI)  y(e-)  ==  A?^.  d9")  (e,  a  =  i,  2, . .  •. ») 

X-anw  n*a/i  deti  Größen  g  und  V  auch  die  Gestalt: 

(XLvii)  -d:=^,2p'''<^''"'yi>  c-^p'^'^^T^: 

"      (1=1  a=l    2 

/e,a  =  l,2,        ,».\ 

\  /«=i,2,    ,p; 

gfefte^j.    Das  Gleiche  gilt  von  den  Größen  a  und  X\     EMlich  besteht 
zwischen  den  Zaiden  p,  q  mvd  der  Detcrminatite  A  die  Beziehung: 


Schrötersche  Fonneln.  87 

Die  Formel  (XL)  ist  zuerst  von  Herrn  Krause^)  mitgeteilt  und  von 
ihm  „Additionstheorem  zwischen  Thetafonktionen  mit  verschiedenen  Mo- 
dulen" genannt  worden.  Viel  früher  ist  die  umgekehrte  Formel  (XLI) 
durch  Herrn  Gordan*)  bekannt  geworden. 

Aus  den  Formeln  (XL)  und  (XLI)  sollen  noch  jene  auf  Pro- 
dukte von  nur  zwei  Thetafunktionen  bezüglichen  Formeln  abgeleitet 
werden,  welche  zuerst  Schröter  angegeben  hat.  Zu  dem  Ende 
setze  man: 

(153)  p(^)  =  m,      i>W  =  n 

und  weiter,  indem  man  unter  s  und  t  positive  ganze  Zahlen  versteht, 
welche  untereinander  relativ  prim  sind  und  von  denen  die  erstere 
auch  mit  n,  die  letztere  mit  m  keinen  Teiler  gemein  hat: 

(154)  c<^^)  =  w^,    c(^»)  =  5,    c(*^)  =  -ms,    c(»*)==^. 
Es  wird  dann: 

(155)  ^^^ ""  ^^  (^^*  +  ^* ^*)'      ^^*^  "^  ^^^  +  ^^*' 

Es  ist  weiter: 

■«<^'=      <««-    sa^'\ 

bei  der  Summation  über  die  a  hat  jeder  der  2p  Summationsbuch- 
staben  a^^ ,  a^^^  (/i  =  1,  2,  •  •  •,  p)  unabhängig  von  den  anderen  die 
Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  0  bis  A  —  1 ,  oder  eine  Reihe  von  A 
zu  diesen  nach  dem  Modul  A  kongruenten  Zahlen  zu  durchlaufen. 
Man  darf  daher,  da  der  Voraussetzung  nach  t  relativ  prim  zu  A  ist: 

(157)  «Ü^^^/*/*  (/.=!,  «,.-.P) 

setzen  und  über  die  ß  von  0  bis  A  —  1  summieren.  Durch  die  Sub- 
stitution (157)  wird  aber,  wenn  man  zur  Abkürzung: 

(158)  a^^  —  sß^^B^  (//  =  !,  2,  ...p) 


1)  Krause,  Über  Fouriersche  Entwicklungen  im  Gebiete  der  Thetafunc- 
tionen  zweier  Veränderlichen.  Math.  Ann.  Bd.  27.  1886,  pag.  424.  Etwas 
früher  wurde  die  Formel  (XL)  für  den  Fall  einfach  unendlicher  Thetareihen  und 
unter  der  speziellen  Annahme  p^^^  ==...  =  p<">  =  i  von  Herrn  Krause  in 
seiner  Abhandlung:  Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen.  Lpz.  Ber. 
Bd.  38.  1886,  pag.  39  mitgeteilt.  Das  „zweite  Additionstheorem"  des  Herrn 
Krause  (a.  a.  0.  Math.  Ann.  Bd.  27.  1886,  pag.  425)  entsteht  aus  der  Formel 
(XXXII)  für  r  =  2. 

2)  Gordan,  Bez.  zw.  Theta-Prod.  J.  für  Math.  Bd.  66.  1866,  pag.  189. 
Später  als  die  Herren  Krause  und  Gordan  hat  die  Formeln  (XL)  und  (XLI) 
Herr  Mertens,  Über  eine  Verallgemeinerung  der  Schröterschen  Multiplications- 
formeln  fär  Thetareihen.    Progr.  Köln  1889,  angegeben. 
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setzt: 
(159) 


?^  =  '*., 


l(«) 


=  mss   +  A/S 


(/»»i.«,- 


,p) 


und   es   geht   das   auf  der  rechten   Seite   von   (XL)   als   allgemeines 
Glied  der  Summe  auftretende  Thetaprodukt  in 


(160) 


d' 


A 

L  h(')  J 


L     & 


A 


l6^«) 


Über.  Beachtet  man  dann  noch,  daß  nunmehr  a  '  und  ß„  nur  noch 
in  der  Verbindung  b^  auftreten,  e^  aber  jeder  der  Zahlen  0, 1,  •  •  •,  A—l 
imd  zwar  jeder  A-mal  kongruent  wird  nach  dem  Modul  A,  wenn 
f/|^  und  /S^j  unabhängig  von  einander  die  Reihe  dieser  Zahlen  durch- 
laufen, so  erkennt  man,  daß  man  in  der  aus  (XL)  hervorgehenden 
Formel  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  so  ausftihren  kann,  daß 
man  über  jede  der  p  Größen  e  von  0  bis  A  —  1  summiert,  wenn 
man  nur  gleichzeitig  die  linke  Seite  durch  A^  dividiert. 


In  derselben  Weise  wird,  wenn  man  X  '  durch  tk  '  ersetzt: 


(161) 


c 


--,,;  +  AJ», 


Ou  =  l,J,...,|i) 


wo  zur  Abkürzung: 
(162) 


(A*=l.>.- 


,1») 


gesetzt  ist,  und  es  geht  das  allgemeine   Glied   der  auf  der  rechten 
Seite  von  (XLI)  stehenden  Summe  in 


(163) 


» 


r    fc-<*>   -1 
A     - 


((«'»'i 


r   *'(*>    n 

A       - 


-««.•^*<fN„' 


««(»)L.,.e 


/i=i 


über.  Beachtet  man  dann  wiederum,  daß  a"'  und  A^*'  nur  noch  in 
der  Verbindung  r^^  auftreten,  i;^/  aber  jeder  der  Zahlen  0,  1,  •••,  A— 1 
und  zwar  A-mal  kongruent  wird  nach  dem  Modul  A,  wenn  A'*'  und  i^^ 
unabhängig  von  einander  die  Reihe  dieser  Zahlen  durchlaufen,  so  er- 
kennt man,  daß  man  in  der  aus  (XLI)  hervorgehenden  Formel  die 
Summation  auf  der  rechten  Seite  so  ausführen  kann,  daß  man  über 
jede  der  p  Größen  r^^  von  0  bis  A  —  1  summiert,  wenn  man  nur 
gleichzeitig  die  linke  Seite  durch  ^p  dividiert. 
Man  erhält  so  schließlich  das  Resultat: 

XV.  Satz:   Der  SuhstiMion: 


(IL) 


Cu  =  l,l,    .-.J») 


Schröiersche  Fonneln. 
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bei  der  m  und  n  zwei  beliebige  positive  ganze  Zahlen,  s  und  t  aber 
zwei  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  wdche  zueinander  relativ  prim 
sind,  und  von  denen  die  erstere  mit  n,  die  letztere  mit  m  keinen  Teiler 
gemeinsam  hat,  entspricht  die  Thetaformd: 


(L) 


K]m<.'"*K]m^ 


A 


;<«» 


Ift'll 


0- 


"A 


Ift<2>  j 


tväJirend  umgekehrt: 


(LI) 


0,1,      ,A  — 1 


r    *'<•' 

A 


iftd) 


— •-5'i"", 


:«'*>L«.e 


/,=  ! 


^     > 


i$^.    Bei  diesen  Formeln  sind  die  Argumente  u  und  v  verknüpft  durch 
die  Gleichungen: 


(LH)          " 

= 

*,-,p) 

es  ist  femer: 

(LIÜ) 

,P) 

u?etYer  5c/l2re>i  «to/i  rfie  Größen  g,  h,  K,  T    aus  den  Größen  g,  h,  k,  l 
zusammen  vermittelst  der  Gleichungen: 


(LIV) 


f^-msg^'^^nif^, 


h^'^^nth^'^-msh''\ 

U  U  ft     ' 

th^' 


k=  <+ 


(/i  =  l,2,.    -.p) 


endlieh  ist  iUferall  zur  Abkürzung: 

(LV)  WS*  +  n<»  =  A 
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Die  Formel  (L)  wurde  von  Schröter  zuerst^)  für  den  speziellen 
Fall  5  =  ^=1  und  später^)  in  der  vorliegenden  allgemeineren  Form  mit- 
geteilt; noch  etwas  allgemeiner  ist  die  gleichfalls  aus  (XL)  ohne  Mühe 
ableitbare,  von  Hoppe  ^)  mitgeteilte  Formel,  welche  der  Substitution: 

(164)  M        '        ^        ^        /.  0.  =  i.«.-.,) 

(Jt  «^  |t         '       '  fX 

entspricht,  in  der  a,  h^  •    •,  h  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

§  8. 

Zweite  Speiialisiening  der  Formel  (XXXII). 

Als  zweiter  spezieller  Fall  der  Formel  (XXXII)  soll  jener  aus- 
geführt werden,  in  welchem  alle  Zahlen  p^  q  den  Wert  Eins  be- 
sitzen, die  Koeffizienten  der  zugrunde  liegenden  Substitution  also  den 
Relationen: 

r*,   wenn    ö'  =  6, 

genügen.     Aus  (149)  folgt  dann: 

(166)  y(?")  =  4^^"^  (e,a=:i,j....,i.) 


2_  9  t 

/-i/»e\  NTT  /  -X  /«  '\      **  >   wenn    6=6^ 

^  0,    wenn   6  ^6, 


und  es  wird  daher: 

e  =  l,2,       .,«\ 
=  1,3,    ..,p/ 

Auf  Grund  von  (151)  besitzt  weiter  die  Determinante  A  den  Wert: 

(168)  A  =  ±  r", 

und  es  ist  daher  über  jeden  der  np  Summationsbuchstaben  a  von  0 
bis  r"  —  1   zu  summieren.     Beachtet  man  aber^  daß  das  allgemeine 


1)  Schröter,  De  aequat.  med.    Inaug.-Diss     Königsberg  1864. 

2)  Schröter,  Über  die  Entwicklung  der  Potenzen  der  elliptischen  Trans- 
cendenten  <&  und  die  Theilung  dieser  Functionen.  Hab.  -  Schrift.  Breslau  1865. 
Für  2)  >  1  finden  sich  solche  Formeln  zuerst  bei  Königsberger,  Über  die 
Transformation  etc.     J.  f.  Math.  Bd.  64.     1865,  pag.  24. 

3)  Hoppe,  Verallgemeinerung  einer  Relation  der  Jacobischen  Functionen. 
Arch.  für  Math.  Bd.  70.  1884,  pag.  403.  Die  von  Herrn  Huobner,  Über  die 
Umformung  etc.,  Progr.  Königsberg  1891,  angegebenen  Formeln  (I) — (VI) 
pag.  37  u.  f.  entstehen  aus  solchen  Formeln  in  Verbindung  mit  Formeln  (XIX). 
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Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (XXXII)  stehenden  Summe 
für  zwei  Werte  von  a^^\  welche  einander  nach  dem  Modul  r  kon- 
gruent  sind,  den  gleichen  Wert  besitzt^  so  erkennt  man^  daß  die  eben 
genannte  Summe  das  r^""^)**^- fache  jener  Summe  ist,  welche  man  aus 
ihrem  allgemeinen  Gliede  erhält,  wenn  man  über  die  np  Summations- 

buchstaben  a^^^  T  "~  /  «  '  i  nur  von  0  bis  r  —  1  summiert.  Man 
erhält  so  den 

XVL   Satz:     Sind   die    Variablen    v^"^  \'~  '    '      '    )    mit    den 

Variablen  ^^  T  Z  i*  2       '    /  ^^^^Pß  d^^^h  die  Glei-chungen: 


(LVI) 


(flf)  ^^     {oa)     (o) 


e=l,2,      .,n\ 


in  denen  r  eine  positive  gatize  ZaJdy  die  c  ganze  Zahlet^  bemchnen, 
welche  den  Belationen: 


wenn   6' =6, 
wenn    (S'^^, 


(<T,a'  =  l,2,  •••,n) 


genügen^  so  hesteJU  zwischen  einem  Produkte  voti  n  Thetafunktionen  mit 
den  Argumenten  u^f  und  Produkten  von  je  n  Thetafunktiotien  mit  den 
Argumetüen  v^^  und  den  fiämlidiefi  Modulen  die  Gleichufig: 


(LVUI) 

0.1,     .r-l 


('■"^)'^K]K^^••^BI3 


,(1)-1 


r-^^>+«' 


Ä(i)  +  po) 


^ 


r 

U^'^  +  P" 


Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 


27fi    X7     ^^a)-ia) 


(LIX) 


9':  =  ^c^""9f,       äJ'>  =  2  «''"'''?'' 


('=» 


9=1 


-«(;.=^,(c")„y)^   ?;=2'''^'V;'; 


p=i 


^=1 


«=1,2,    .,p/ 


die  Summation  ist  über  jede  der  2np  Größen  ct^j  ß^^  L^  /  o'  ...'    j 
von  0  bis  r  —  1   zu  erstredcefi,  und  es  bezeichnet  s  die  nach  dem 
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IIL  Satz  zu  berechnende  Anzahl  der  Normallösungen  des  Kongruentenh 
Systems: 

(LX)  ^d^'')a^^)  =  Q  (mod.  r).  (e-i,«.  •.«) 

Die  Formel  (LVIII)  wurde  von  Herrn  Prym  ^)  auf  dem  hier  an- 
gegebenen direkten  Wege  der  Umformung  des  links  stehenden  Theta- 
prodnktes  durch  Einführung  neuer  Sunmiationsbnchstaben  abgeleitet,  nach- 
dem sie  von  ihm  schon  früher*)  unter  der  Beschränkung  c^?"^  ==  d^^^ 
(^,  (T'^  1,  2,  •  '  *,  rt;  ^  <  <^)  durch  funktionentheoretische  Betrachtungen  war 
gewonnen  worden. 


1)  Prym,  Ableitung  e.  allg.  Thetaf.    Acta  math.  Bd.  3.    1883,  pag.  216. 

2)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf.  etc.    11.  Verallgemeineraog 
der  Riemann*8chen  Thetaformel. 


Drittes  Kapitel. 

Ein  zweites  allgemeines  Prinzip  der  Umformung 
unendlicher  B«ilien  und  dessen  Anwendung  auf 

Thetareihen. 

§  1. 

Umformimg  einer  einfkoh  unendlichen  Beihe  vermittelst  der 
Fourierschen  Formel. 

Die  Funktion  F  {z)  der  komplexen  Veränderlichen  z  sei  ein- 
wertig und  stetig  in  dem  ringförmigen  Gebiete  jT,  welches  zwischen 
den  mit  den  Radien  e+^  und  e~^  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreisen  gelegen  ist,  wo  p  eine  gegebene  positive  Größe  bezeichne;  dann 
gilt  für  jeden  Punkt  z  in  diesem  Ringgebiete  T  die  Laurentsche 
Entwicklung: 

(1)  Fiz^  =    >'  I    — .  I  ^^ 


m-Zif^4W''¥ 


wo  die  Integration  in  positivem  Sinne  zu  erstrecken  ist  über  eine 
beliebige  den  Nullpunkt  umkreisende,  ganz  im  Ringgebiete  T  gelegene 
geschlossene  Kurve  C,  etwa  den  Einheitskreis.  In  der  Formel  (1)  führe 
man  jetzt  an  Stelle  der  Variable  z  eine  neue  Variable  x  ein  mit  Hilfe 
der  Gleichung: 

(2)  z  =  e*'^*. 
Setzt  man  dann: 

(3)  F{z)=^^{x), 


80  wird  aus  (1): 

(4)  0(a:)  =  2^     J'«(|)e«-(«-Ö'"d|, 


+  00  ■     « 


«= — CO        -j 
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wo  die  Integration  auf  der  reellen  Zahlenachse  von  —  ^  bis  +  i-  er- 
streckt wird. 

Dem  Ringgebiete  T  in  der  «r-Ebene  entspricht  in  der  ^-Ebene 
ein  Streifen  S^   längs   der  reellen  Zahlenachse   sich  erstreckend  und 

von  den  zu  dieser  parallelen  Geraden  durch  die  Punkte  x  =  ±  ^-,  be- 
grenzt. Damit  die  Funktion  F(z)  im  Ringgebiete  T  einwertig  sei; 
muß  die  Funktion  0(x)  im  Streifen  S  periodisch  sein  mit  der 
Periode  1.  Besitzt  die  Funktion  0(x)  diese  Eigenschaft  nicht,  so 
kann  die  Formel  (4)  gleichwohl  zu  ihrer  Darstellung  dienen ,  aber 
nur  innerhalb  jenes  Rechteckes  R^  das  durch  die  zur  lateralen  Zahlen- 
achse parallelen  Geraden  durch  die  Punkte  ^  =  ±  ^  aus  dem  Streifen  8 
ausgeschnitten  wird.  Damit  femer  die  Funktion  F(/)  im  Binggebiete 
T  stetig  sei,  muß  0(a:)  stetig  sein  im  Streifen  S  beziehlich  im  Recht- 
ecke R.  Handelt  es  sich,  wie  im  Folgenden,  nur  um  die  Darstellung 
Ton  0(x)  für  reelle  Werte  von  x,  so  kann,  indem  man  die  Zahl  p 
hinreichend  klein  wählt,  der  Streifen  S  beliebig  schmal  gemacht 
werden.  Da  aber  jene  Funktionen,  auf  welche  in  den  nachstehenden 
Untersuchungen  die  Formel  (4)  angewendet  wird,  den  Bedingungen 
der  Einwertigkeit  und  Stetigkeit  in  der  ganzen  a;-Ebene  genügen,  so 
braucht  darauf  nicht  eingegangen  zu  werden;  es  wird  vielmehr  der 
bequemen  Ausdrucks  weise  wegen  vorausgesetzt,  daß  die  auftretenden 
Funktionen  allenthalben  einwertig  und  stetig  seien. 

Eine  andere  Ableitung  der  Formel  (4)  aus  der  gewöhnlichen  Pourier- 
schen  Formel  habe  ich^)  früher  gegeben. 

Nun  sei  gegeben  eine  unendliche  Reihe: 

(5)  F  =  ^f(m), 

deren  allgemeines  Olied  f{m)  die  Eigenschaft  besitze,  daß  f{fn  +  x) 
eine  einwertige  und  stetige  Funktion  von  x  ist.  Es  gilt  dann  nach 
(4)  für  jedes  reelle  Xy  das  der  Ungleichung  —  ^  <  a:  <  -f  ^  genügt, 
die  Gleichung: 

woraus  speziell  für  x  =  0: 


1)  Krazer,  Die  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen. 
(Erste  Abhandlung).     Math.  Ann.  Bd.  43.     1898,  pag.  429. 


Die  Fourienche  Formel;  ihre  Anw.  auf  das  allg.  Glied  d.  Reihe.         95 


-1  ^ 


folgt  Führt  man  diesen  Ausdruck  an  Stelle  Ton  f{m)  in  die  Glei- 
chung (5)  ein,  so  erhält  man: 

+  T 

(8)  F='^     2     //•(»»  + De-^-^-'-rft. 

m=s-— 00»=— GO     •^i 

—  y 

Die  gewünschte  Umformung  der  unendlichen  Reihe  (5)  wird  jetzt 
dadurch  erhalten,  daß  man  auf  der  rechten  Seite  Ton  (8)  die  beiden 
Summationen  miteinander  vertauscht  und  hierauf  die  Summation  nach 
m  ausführt.     Man  erhält  so  zunächst: 

(9)  ^-2     2    //•(»' +  1)"- *-*"■■  rfl 


+«        +-* 


und  hieraus,  da: 

^     Jf{m-\-i)c-^''i'"d% 
(10)  "^   , 


=  2  jm<:'"'^'"äi-Jme-"'^'"di 


»1  =  —  QO  j 

m — ^ 


ist,  die  Gleichung: 

(11)  F=2i'  jaDe-^^^di, 


«==— «  _fl 


welches  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darstellt. 

Was  die  soeben  vorgenommene  Umstellung  der  Summationen 
betrifift,  so  darf  dieselbe,  da  es  sich  um  unendliche  Reihen  handelt, 
nicht  ohne  weiteres  vorgenommen  werden;  es  muß  vielmehr  nach- 
gewiesen werden,  daß  die  rechte  Seite  von  (8)  durch  die  Ausführung 
dieser  Operation  keine  Wertänderung  erleidet.    Es  läßt  sich  nun  ein 
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sehr  allgemeiner  Fall  angeben,  in  welchem  eine  solche  Wertändenuig 
jedenfalls  nicht  eintritt.     Definiert  nämlich  die  Reihe: 

(12)  F(x)  ^  2!  f  (•*"  +  '') 

m= — oo 

gleichfalls  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  von  x,  so  kann  auch 
auf  diese  Funktion  die  Formel  (4)  angewendet  werden  und  man  er- 
hält zunächst* 

(13)  Fix)  =  2!     J  F(i)<^''^'-^'"di; 

hieraus  aber,  wenn  man  x  =  0  setzt  und  gleichzeitig  bei  der  Reihe 
F(l^)  die  Integration  gliedweise  ausführt,  die  Gleichung  (9). 

Man  hätte  diesen  Weg  zur  Gewinnung  der  Endformel  (11)  von 
vornherein  einschlagen  können;  daß  es  oben  nicht  geschehen  ist^  hat 
seinen  Grund  darin,  daß  dabei  das  eigentliche  Wesen  der  Um- 
gestaltung der  unendlichen  Reihe,  nämlich  die  Umformung  des  all- 
gemeinen Gliedes  der  Reihe  verwischt  wird. 

I.  Satz:   Besitzt  das  allgemeine  Glied  f(m)  einer  unendlichen  Beihe 

+  00 

die  Eigenschaft,  daß  f(ni  +  x)  tmd  2f{m  +  x)  einwertige  und  stetige 
Funktionen  von  x  darstellen,  so  gilt  die  Formel: 

(I)  2  ^  w = 2!  //"c^) "' "'""  ^''- 

m= — oo  »1= — 00   ^00 

Der  Gedanke,  eine  beliebige  unendliche  Beihe  vermittelst  der  Fourier- 
sehen  Formel  umzugestalten,  findet  sich  zuerst  bei  Poisson.  ^) 


§2. 

Anwendung  der  Formel  (I)  auf  die  einfkoh  nnandliohe 

Thetareihe. 

Setzt  man  in  der  Formel  (I): 

so    geht    die   auf  der   linken    Seite    stehende    unendliche   Reihe    in 
^TäIW«  über,  und  man  erhält  so  hierfür  den  Ausdruck: 


1)  PoissoD,  Memoire  sur  le  calcul  numärique  des  integrales  d^nies. 
Kouv.  Bull.  Soc.  Philom.  de  Paris  1826,  pag.  161  und  Mdm.  de  Tacad.  d.  sc 
de  rinst.  de  France.    Ann^  1828.   Bd.  6.     1827,  pag.  671. 
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bei  dem  jetzt  noch  die  iDtegration  nach  x  auszuführen  ist. 

Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  definiere  man  Größen  6  und  t;  durch 
die  Gleichungen: 

(16)  6  =  ^,      .=  »•„ 

und  bringe  den  Exponenten  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  in  die 
Form: 

(17)  a{x  +  gf  +  2{x  +  /7)  («♦  +  A^rf)  -  2nx7i% 
-a[x  +  g  +  ''^^''^^y--^  +  2ghzi+^^^^ 

Die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (15)  stehenden  Inte- 
gration reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 

(18)  J-=J    e^  '       '  dx; 

beachtet  man  aber,  daß  die  Formel:  • 

(19)  J  e*('+')"rfa:  =  ]/^ 

besteht,  bei  der  k  und  l  von  der  Integrationsvariable  x  unabhängige 
Größen  bezeichnen,  deren  erste  der  Bedingung  zu  gentigen  hat,  daß 
ihr  reeller  Teil  negativ  ist,  während  der  Wert  der  zweiten  beliebig 
gewählt  werden  darf,  und  bei  der  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
Wurzel  so  auszuziehen  ist,  daß  ihr  reeller  Teil  positiv  wird,  so  kann 
man  auf  Grund  derselben  das  Integral  (18)  auswerten  und  erhält: 

(20)  J-V^' 

Ftihrt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (15)  ein,  nachdem  man  in 
derselben  den  Exponenten  durch  den  unter  (17)  aufgestellten  Aus- 
druck ersetzt  hat,  so  geht  aus  der  Gleichung  (15)  die  Gleichung: 

(21)  *[J](»)«=V^c"  ''^"^'" ^«^('-»r+nn-m'+i»") 

I  »SS — 00 

hervor  und  man  hat,  wenn  man  die  auf  der  rechten  Seite  stehende 
unendliche  Reihe  durch  die  ihr  entsprechende  Thetafunktion  er- 
setzt^ den 

Krftser,  TlMUfanktionen.  7 
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n.  Satz:  Hängen  von  dem  Modul  a  und  dem  Argumente  u  einer 
gegebenen  Thetafunktion  der  Modul  b  und  das  Argument  v  einer  neuen 
ab  gemäß  den  Gleichungen: 

/TT\  1         '*'  ** 

(II)  &  =  -,   f=-«, 

so  sind  diese  Thetafunktionen  miteinander  verhnüpß  durch  die  Glei- 
chung: 

O  *v  I  '•  I 

9 


(in)  *ß](«)«=l/^«'-'*'*'"^r/]W*, 


bei  der  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  so  ausmziehen  ist, 
daß  ihr  reeller  Teil  positiv  Jwird. 

Die  Formel  (III)  war  schon  Gauß*)  bekannt;  die  ersten  Veröffent- 
lichungen  finden  sich  bei  Cauchy*),  Poisson^),  Jacobi*)  und  Abel*). 
Daß  man  zur  Gewinnung  der  Formel  (IQ)  statt  der  Fourierschen  Formel 
den  Cauchyschen  Residuensatz  benutzen  kann,  ist  natürlich  und  findet  sich 
von  Herrn  Landsberg*)  ausgeführt.  Andere  Methoden  der  Ableitung  der 
Formel  (III)  haben  die  Herren  Gordan')  und  Rausenberger®)  angegeben. 

Man  pflegt  die  Formel  (III),  indem  man  sich  den  Modul  a  und  das 
Argument  u  der  gegebenen  Thetafunktion  als  reelle  Größen  denkt,  den 
Übergang  von  einer  Thetafunktion  mit  reellem  Argument  zu  einer  solchen 
mit  imaginärem  zu  heißen. 


1)  Gauß,  Nachlaß:  Zur  Theorie  der  transcendenten  Functionen  gehörig. 
Werke  Bd.  8.  Göttingen  1876,  pag.  486.  Der  Herausgeber  will  diese  Blfttter 
von  1808  datieren^  doch  glaubt  Enneper  (Elliptische  Functionen.  Theorie  und 
Geschichte.  2.  Aufl.  von  F.  Müller.  Halle  1890,  pag.  185)  sie  schon  an  das  Ende 
des  18.  Jahrhunderts  setzen  zu  sollen. 

2)  Gauchy,  Sar  une  loi  de  r^ciprocit^  qui  existe  entre  certaines  fonctions. 
NouY.  Bull.  Soc.  Philom.  de  Paris  1817,  pag.  121;  und:  Sur  les  fonctions  r^ 
ciproques.  Exerc.  de  Math.  Seconde  annäe.  Paris  1827,  pag.  141;  vergl.  auch 
Lebe8gue,'Note  sur  une  formale  de  M.  Gauchy.  J.  de  Math.  Bd.  6.  1840, 
pag.  186. 

3)  Poisson,  Suite  du  memoire  sur  les  integrales  d^finies  et  sur  la  somma- 
tion  des  säries:  Sommation  des  s^ries  de  quantit^s  päriodiques.  J.  de  r£c.  poL 
Bd.  12.     1828,  pag.  404. 

4)  Jacobi,  Notices  sur  les  fonctions  elliptiques.  182^.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  249;  vergl.  auch  Bosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc. 
pag.  896. 

6)  Abel,  Note  sur  quelques  formules  elliptiques.  1829.  Oeuvres  compl. 
Bd.  1.    2.  Aufl.     Ghristiania  1881,  pag.  477. 

6)  La'ndsberg,  Zur  Theorie  der  Gaußschen  Summen  und  der  linearen 
Transformation  der  Thetafunctionen.    J.  für  Math.  Bd.  111.     1898,  pag.  884. 

7)  Gordan,  Über  die  Transformation  der  G  Funktionen.  Hab.-Schrift. 
Gießen  1868. 

8)  Bausenberger,  Beitrag  zur  linearen  Transformation  der  elliptischea 
Functionen.    J.  für  Math.  Bd.  91.     1881,  pag.  886. 
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§3. 

Ansdehniing  der  In  §  1  angegebenen  Umformnng  anf 
mehrfiMh  nnendllohe  Seihen. 

Die  Formel  (4)  ist  ein  spezieller  Fall  einer  allgemeinen  ^  auf 
eine  Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  bezüglichen  Formel,  die 
jetzt  mit  ihrer  Hilfe  abgeleitet  werden  soll. 

Man  bezeichne  mit  0(Xi\  -"  \ x^  eine  einwertige  und  stetige 
Funktion  der  q  komplexen  VeriLnderlichen  x^y  •  •  •,  x^  und  setze  für 
x=l,  2,    ..,g-l: 

(22)  9x[>h--Wx](^x+i) 

+  -  +- 


--Jdx^>^'Jdx,Q^{x,\^'^\x,\x,^,\0\^^^\0)i 


•  =i 


J_  __L 

2  2 


indem  man  unter  n^,  •  •  •,  n^  irgend  welche  ganze  Zahlen  versteht. 
Die  Formel  (4)  für  den  speziellen  Wert  rc  =  0  auf  die  Funktion  9^ 
angewendet  liefert  die  Gleichung: 

.  1 


+•  « 


(23)     ?P,[tH..-nJ(0)  =  2     /^^x+i9>x[«i-wj(rr,^,)6-'" 


"x  +  l'x+l'' 

f    "-"X+l^XL"!         "XJV—X+l/^ 
"x+l=— *_Jl^ 
2 


Beachtet  man  aber,  daß  das  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
stehende  Integral,  wenn  man  darin  9^  durch  den  Ausdruck  (22)  er- 
setzt, mit  9>x+i[*H  *•*  ^x+ilW  identisch  wird,  so  kann  man  der 
Gleichung  (23)  auch  die  Gestalt: 

+00 

(24)  <|p,K  •  •  •  ^x] (0)  =  2  9^x-Hi  [>H  •  •  •  »*x-Hil  (0) 

"x-hl==-« 

geben,  und  es  gilt  diese  Formel  zunächst  für  x  =  1,  2,  •••,  gr  —  2; 
aber  auch  für  x  =  gr  —  1,  wenn  man  q)^\n^'"  ^JW  durch  die  Glei- 
chung: 

(25)  g,,K  •••«,! (0)  -Jdx,  ■  ■  -fdx^Oix, |  •  •  •  k,)c  . '=>  " 

definiert,  wahrend  für  x  =  0  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Aus- 
druck gemäß  der  Formel  (4)  die  Größe  0(O|  •  •  |0)  darstellt.     Man 
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erhält    daher   durch   wiederholte   Anwendung   der  Formel   (24)    das 
System  von  Gleichungen: 

4-«) 


0(O|...|O)-29>iW(O) 

-f-oe  +• 

(26)  =2      29'»[«i«»K0) 


».= — 00     1lm=s — 00 


-f-00  -j-* 


2  •••2»'«t«i  -«jco) 


und  gelangt  auf  diese  Weise  zu  der  Formel: 


+  -  +-  » 


•=1 


(27)  a>(0|...|0) 

-'2j''\2    J  dx^"J  dx^0(x,\'"\x^)e 

welche  die  gewünschte  Verallgemeinerung  der  Formel  (4)  ist. 

Die   Formel   (27)    soll   jetzt   zur   Umformung   einer  gegebenen 
mehrfach  unendlichen  Reihe: 

V 

(28)  F^'^f{m,\..-\m,) 

»»»1 1  •  •  t  »»p 

benutzt  werden.    Zu  dem  Ende  verstehe  man  imter  q  eine  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •,  p  und  setze  in  (27) 

(29)  «(x,  I  •••  k,)  =/-(mi  +  a;J  ...  |m,  +  a;Ji»,^.J  ••.  |m,); 
man  erhält  dann  daraus: 

(30)  /-(»»il  •••!»»,) 

+-       +-  « 


21  J  ^^i-J  <^v(»»i+^ii-i'»«+^«i'»«+ii-i'»i.) 

"ift^j       1  1 

und  weiter,  indem  man  diesen  Ausdruck  in  (28)  einführt: 


»»1 


(31) 
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—  OD, •.,-}-«    _ao,..,-f.ao  a 

;^  -i 


1 


—  i_ 
2 

Die  gewünschte  Umformung  der  Reihe  (28)  wird  jetzt  dadurch 
erhalten,  daß  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (31)  die  an 
letzter  Stelle  stehende,  auf  die  Größen  w^,  •  •  •,  n^  bezügliche  Sum- 
mation  mit  der  auf  die  Großen  m^,  •  •  •,  m^  bezüglichen  den  Platz 
wechseln  laßt  und  hierauf  diese  letztere  ausführt.  Man  erhält  so 
zunächst: 

+  T 

—  00,  ■.,4-00     — x,-,  +  oo    —CO, -•,-}- gp  » 

"~  2 
und  hieraus  durch  wiederholte  Anwendung  von  (10)  die  Gleichung: 

—  oo,.-,4-go    —CO,-, +  00         i-* 

(33)        F^'2  2      j'^^i--- 

9 


■f 


welche  die  gewünschte  Umformung  der  gegebenen  unendlichen  Reihe 
darstellt. 

Was  die  oben  vo^enommene  Umstellung  der  Summationen  be- 
trifft, so  wird  man  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  1  Bemerkten 
das  Folgende  angeben.     Definiert  die  Reihe: 


— •»••»+« 


(34)     F{x^\---\x^)~^f{m^  +  x,\---\m^-^x,\m^^,\---\m;) 

»»1 1  •  • »  »»p 

gleichfiills  eine  einwertige  und  stetige  Funktion  der  Veränderlichen 
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^17  *  •  •>  ^v;  ^^f  welche  die  Fonnel  (27)  angewendet  werden  darf,  so 
erhält  man: 

+  1  +1  9 

(35)   JP(0|...|0)  =  2    Jdx,-Jdx^F{x,\-^\x^)e     -^         . 
"if  -f^       1  1 

Diese  Formel  geht  aber,  sobald  man  bei  der  Reihe  F(x^\  "'\x^)  die 
Integration  gliedweise  ausführt,  in  die  Formel  (32)  über.  Man  hat 
daher  den 

HL  Ssts:    Besitzt  das  ällgenmne  Glied  /"(»h  I  *•  l*^ji)  ^♦•^  9^ 
gebenen  p-fach  unendlichen  Beihe  die  Eigenschaft,  daß  f{n^  +  ^i  |  •  •  • 

|w,  +  ^Jw,+ih--|w^)     wwd     ^/*(%+a:i|...|w^+a:Jmj^.J-..|m^), 

WO  q  eine  der  ZaMen  1,  2,  *  -  -^  p  bezeichfietj  einwertige  und  stetige 
Funktionen  von  x^,  -  -  -,  x^  darstellen,  so  gut  die  Formel: 

—  •,■•,+00 


(IV) 


—  00,..,+«)    —00,    .,+00         i-« 

-2     ^  A- 


"If"»'«^  »»g  +  ll  •  -»»»p    _ 


/ 


9 


§4. 
Über  eine  Blgensohafb  der  Thetamodnlen  a^^,. 

Im  folgenden  Paragraphen  wird  von  einer  Eigenschaft  der  Theta- 
modnlen a^^,  Gebrauch  gemacht,  welche  unmittelbar  aus  der  Kon- 
yergenzbedingung  für  die  Thetareihe  abgeleitet  werden  kann. 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  in  gleicher  Weise,  wie  es  pag.  11 
in  Bezug  auf  die  Großen  r  geschehen  ist,  mit  a^^l  die  Determi- 
nante: 


(36)         <i  = 


%  «li  •••    %v^l         »la  I 

hl         <h%  •••  «S,,.-!        <hü        I 


i  } 


V  V  ''*    ^^"-1  ^'^«^ 


Die  mit  den  Thetamod.  als  Eoeff.  gebildete  quadrat  Form.  ]03 

wobei  V,  Q,  6  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  p  bezeichnen,  die  auch 
teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können,  und  der  Fall  i/  »  1 
in  der  Weise  aufzufassen  ist,  daß  alsdann  die  Determinante  a^^^  sich 
auf  das  einzige  Element  a_  reduziert,  sodaß  also  a^^l  mit  a^^  iden- 
tisch ist.  Zwischen  den  Determinanten  a^^'l  besteht  dann  wie  zwischen 
den  Determinanten  r^"^  die  im  folgenden  zur  Anwendung  kommende 
Relation: 

(37)  a^"^  a^"^  -  a^'"^  a^'^  =  a^"-}^     ,  a^^^^^ , ' 

die  für  jedes  v  von  1  bis  ^j  —  1  gilt,  wenn  man  noch  im  Falle  v  =  1 
unter  aj^^  die  Einheit  versteht.  Diese  Relation  ist  für  die  folgende 
Untersuchung  stets  im  Auge  zu  behalten.  Man  bezeichne  endlich 
noch  den  reellen  Teil  irgend  einer  Größe  js  mit  9i[jer],  den  lateralen 
mit  S[4 

Der  Eonvergenzbedingung  für  die  Thetareihe  zufolge  muß  für 
reelle  Werte  der  x,  die  nicht  sämtlich  Null  sind,  der  reelle  Teil  der 
Form: 

(38)  Ä{x,  \'"\x^)^^  2j%^^'^^^^h' 

stets  einen  negativen  Wert  besitzen.  Setzt  man  jetzt  zunächst  x^  =  1, 
Xj  =»  0,  •  •  •,  a;^  =  0,  so  nimmt  A{x^\'"\x^  den  Wert  a^H  an,  und 
es  muß  daher  9i  Wn\  <^  ^  sein.  Da  infolgedessen  a^H  +  0  ist,  so 
kann  man  A  zunächst  in  die  Form: 

(39)  "  " 


bringen.  Bezeichnet  man  jetzt  zur  Abkürzung  die  Größe  SR  -7,^  ^^^ 
Mj,  die  Größe  2  -^  mit  v^i  und  setzt  a;i  =  —  Wj,  rc^^  1,  0:5  =  0,  •••, 
x^  =.  0,  so  nimmt  A  den  Wert: 

(40)  -  alVt;?  +  J 

an,  und  es  muß  daher  9li  -^  <  0  sein,  da  nur  dann  der  reelle  Teil 
der   Größe  (40)    einen   negativen  Wert  haben   kann.     Da   aber   in- 
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4? 

folgedessen  -m  "H  ^  ^^^}  ^  ^^^^  ^^^  -^  weiter  in  die  Form: 
(41)  +^(^+a^*'  +  -  +  ^W 


+ 


"11    '^  "M  "M 

^8  ;|r=8    //=8 


Bezeichnet  man  jetzt  zur  Abkürzung  die  Größe  9i   -^    mit  u^j   die 

raW-i  r      «(1)  a(i)-| 

Größe  2   -^)    mit  v^i,  weiter  die  Größe  JR   -  -J^Mj  +  -^     mit  < 

r    a^*^        o^^n 

und  die  Größe  S ^)  **«  +  "TT)    ™^^  ^«'*  ^^^  ^^^^*  alsdann  x^^-—  ti,', 

a:,  =  —  Ug,  ajj  =  1,  ^4  =  0,  •  •  •,  x^  =  0,  so  nimmt  Ä  den  Wert: 

»11  "m 

an  und  es  muß  daher  9i   -^    <  0  sein^  da  nur  dann  der  reelle  Teil 

LagU 

der  Größe  (42)  einen  negativen  Wert  haben  kann.     Fahrt  man  so 
fort,  so  ergibt  sich  schließlich  für  ^  (rCj  |  •  •  •  |  x^  die  Zerlegung: 

4**7  4*'p-i         4'],   V 


(43)  + 


„(p-ä)    pp-1  +  .(p-i)    '^'^y 


+ 


aW 


und  man  hat  zugleich   erkannt,  daß  die  reellen  Teile  der  p  auf  der 
rechten  Seite  von  (43)  vor  den  Klammem  stehenden  Eoefißzienten: 
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"11  "i»— 8,p— a        "/»-i,p— 1 

sämtlich  negative  Werte  haben.     Man  hat  so  den 

IV.  SatB*.  Bezeichnet  man  für  v  =  l,  2,  --  •,  p  mü  a^^l  die  De- 
terminante: 

so  besitzen  die  reellen  Teile  der  p  Gröpen: 

«1?  af^) 


(VI)  <,    -^ 


(1)  "22  "pp 


"ii  "p— i,p— 1 


sämtlich  negative  Werte  und  es  folgt  insbesondere  daraus^  daß  die  p  De- 
ierminanten  c^l  selbst  sämtlich  von  NuU  verschieden  sind. 


§5. 

Anwendung  der  Formel  (ITT)  anf  eine  jp- flach  unendliche 

Thetareihe. 

Setzt  man  in  der  Formel  (IV): 

p      p  p 

(45)  /•(a;J.-|a;,)-e^="''=' 

SO  geht  die  auf  der  linken  Seite  stehende  |9-fach  unendliche  Reihe  in 
die  Thetafunktion  'Ö'k1|[wJ)^  über,  und  man  erhält  für  diese  den 
Ausdruck: 

(46)  ^[(]Wa=2  Z      Jäx,-Jdx^e^, 
bei  dem  zur  Abkürzung: 


t^t    Äl  #=1   jy=«9+ 

p         p 
(47)     +    y    2  a^,. (m,  +  jr,)  (m^  +  g^)  +  2^* (a?.  +  9,)  (".  +  ä.«») 


»y^j+i  «=1 
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gesetzt   ist,  und   bei   dem  jetzt  noch   die  auf  die  Größen  x^^,  *  -  •,  x^ 
bezüglichen  Integrationen  auszuführen  sind. 

Um  dies  Ziel  zu  erreichen,  definiere  man  Größen  by  v,  c  durch 
die  Gleichungen: 

h     -  "*  J'^^        h     =  ''•    ^«^«^a 

(*,«'=1,2,  •    .,9)      (f  =  l,8,...,9;  i7  =  9  +  l,9  +  8,--,p) 


(48) 


6...  ==  a,,.  -  -^1^  ^^4'i. a^.a^.,., 


i'i 


('?i»j'=9  +  l,  9  +  2,  •••,/») 


ni    ^^    (q)  1 

'*qq  6  =  1 


99  tf=l    tf^l 


(•  =  1,2,  •.,9) 
9 
C,  =  ^.  +  ^ 


P 

»7  =  9  +  1 

(*  =  1,2,    •.,9) 


«?i 


J      99 


in  denen  a^   die  stets  von  Null  verschiedene  Determinante: 

99 


(49) 


oS  =  2'±  **"«»»  •••"?«' 


"..'  (*>  *'=  1»  2,  •  •  •,  g)  aber  die  Adjankte  von  o,,.  in  dieser  Deter- 
minante bezeichnet,  und  bringe  IP*  in  die  Form: 

«  =  1    «'r=l  %9    «=,1    «'=:1 

(50)        +2^g,h,ni  +  ^^h,,in.-h,){n,-h,) 

»  =  1  «  =  1    »'=»1 

9  P  P  P 

f  =  l    i/=9+l  »7  =  9  +  1  i7'=9+l 

.=1  »7=9+1 

Die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (46)  stehenden  Inte- 
grationen reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 

9         9 


(51) 
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Den  hier  auf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  stehenden  Ausdruck  kann 
man  aber  auf  Grund  von  (43),  wenn  man  mit  k^,  k^,  "  'y  ^q  die  in 
ihren  reellen  Teilen  negativen  Größen: 

(52)  *i  =  öii>     ^^^~M')'    '"'    h^Ji=T) 


av 


mit  l^,  Zj,  •  •  •,  l^  die  Ausdrücke: 

od)  a^i)  a^^) 

^n  ^11  "ii 


(53)      .     .    . 

1,-1  =  Cj_i  +      (,_!)'        (a;,  +  C,), 


-9-1,  g-l 


h   '^ 


bezeichnet,  in  der  Form: 


(54)  '^'^a„{x,+  c.)  {X,  +  O  - ^ *. ix,  +  0* 

f  =  l    ?=l  »=»1 

als  Summe  von   Quadraten  linearer  Funktionen  der  x  darstellen  und 
erhält  dann  mit  Hilfe  der  Formel  (19)  für  das  Integral  (51)  den  Wert: 


Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (46)  ein,  nachdem  man 
dort  den  Exponenten  W  durch  den  unter  (50)  daftir  aufgestellten 
Ausdruck  ersetzt  hat,  bezeichnet  die  Summationsbuchstaben  w^+ir  "^  ^p 
nunmehr  durch  w^+i,  •  •  •;  w^  nnd  definiert  Größen  g\  h'  durch  die 
Gleichungen : 

(56)  9^=^-K     K-S.y  9^-9^7     K^K 

(•  =  1,  2,  .  .  .,  9)  ('7  =  9  +  1,9+«,  •  •    fP) 

80  geht  aus  der  Gleichung  (46)  die  neue: 

P  P  P 

«1 » •  • » *p 
hervor  und  man  hat  den 
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V.  Sats:  Hängen  von  den  Modulen  a^^,  und  den  Argumenkn  u^ 
einer  gegebenen  Thetafunktion  die  Modulen  h^^.  und  die  Argumente  v^ 
einer  fieuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

y  n*        (q)  ,  ni      ^Cl      {q) 

"y9  '*qq  d^l 

(«,«'  =  1,2,        ,9)    («  =  1,2,  .      ,9;  i/  =  9-f-l,9-f-«,  .    -.p) 


9  9 


(VII)  6^,^,  =  a^^.  -  ;Js^^«?]'«cr,«d'v'^ 


(»7. '?'  =  9+l,  «  +  «.••, P) 


(«  =  1,2,    •.,9)  (»/  =  ?  +  1.9  +  2.    -iP) 

in  denen  a^^^^  die  Determinante 2 ±^n^"'  %q9  ^^tl  (^> ^'^ h 2, •*'? Q) 
aher  die  Adjunkte  von  a,,,  in  dieser  Determinante  bezeichnet,  so  sind 
diese  Thetafuriktionen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

9 


(VIII)      ^\{\iu\-y'^7  ^      '^'      ^VAiA, 


a'9) 
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in  welcher: 

(IX)  g;=^-h,,   h;^g,,      gj^-g^j   K^K 

(«  =  1,  2,    .  .,  9)  ('?  =  «+l,  «+2,  •  •  •,  p) 

ist,  in  welcher  femer  zur  Abkürzung: 

"'qq  f=l    7^\ 

gesetzt  ist,  und  in  welcher  endlich  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  der 
auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzel  die  Gleichung: 

(XI)  |/F^.]/r^yr-...lA^ 
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ZU  dienen  hai,  bei  der: 

«11  Oj_  1,5-1 

!Ä^  tiiki  jede  der  q  auf  der  rechten  Seite  stehenden   Wurzeln  so  ausr 
gezogen  werden  muß,  daß  ihr  reeller  Teil  positiv  wird. 

Die  Formel  (IV)  ist  insofern  einer  Verallgemeinerung  fähige  ab 
die  q  Größen  x^,  •  •  *,  x  ^  nach  denen  auf  der  rechten  Seite  integriert 
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wird,  durch  irgend  q  andere  unter  den  p  Größen  x^,  •  •  •,  x^,  ersetzt 

werden   können,   sodaB   die   Formel  (IV)    rj    verschiedene   Formeln 

repräsentiert;   und   da  weiter  für  q  jede  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  /)  ge- 
nommen werden  kann,  so  schließt  die  Formel  (IV)  im  ganzen 

(58)  g)  +  0  +  ... +  0  =  2^-1 


verschiedene  Formeln  in  sich.  Das  gleiche  gilt  von  der  Thetaformel 
(VIII),  in  welcher  einmal  an  Stelle  von  q  jede  der  21ahlen  1,2,  •••,!) 
gesetzt  werden  kann,  und  dann  bei  gegebenem  q  die  Indices  e  und  e 
statt  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  gr  irgend  q  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  |);  iy,  iy' 
jedesmal  die  p  —  9  übrigen  durchlaufen  können.  Die  eine  dem  Werte 
q^ p  entsprechende  Formel  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  und  soll 
daher  hier  zum  Schlüsse  aufgestellt  werden. 

VI.  Satz:  Hängen  von  den  Modulen  a^^.  und  den  Argumenten  u^ 
einer  gegebenen  Theiafunktion  die  Modulen  h^^.  und  die  Argumente  v^ 
einer  neuen  ab  gemäß  den  Gleichungen: 

(xni)  6;,^'=-^«^^'.  ^  =  ^-2^«^^w,>     0'.^'=i.2,..  .p) 

a  a  y=,i 

in  denen  \  die  Determinante  ^±  «11«»  *•' ^pp  ^^  %n'  ^*^  -^" 
junkte  von  a^^.  in  dieser  Determinante  bezeichnet ^  so  sind  diese  Theta- 
funktionen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gleidiung: 


-U-i-i^g 


,  *ii  Ä« 


.(XIV)      ^g]w„=l/(=^.       "-'"'   *[-/]WL 

in  wdcher  zur  Abkürzvmg: 

gesetzt  ist,  und  in  welcher  bezüglich  der  Bestimmung  des  Vorzeichens 
der  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzel  das  vorher  bei  dem  V.  Satz 
Bemerkte  gilt 

Die  Formel  (VIU)  wurde  für  |)  =  2  von  Rosenhain*),  für  be- 
liebiges p  von  Meißel^  zuerst  angegeben. 

1)  Bosenhain,  Mämoire  aar  les  fonctions  etc.,  pag.  894. 

2)  Meißel,  Beitrag  znr  Theorie  der  n-fach  unendlichen  9-Beihen.  J.  für 
Math.  Bd.  48.  1864,  pag.  824;  yergl.  anch  Enneper,  Über  einige  Sätze  aus 
der  Theorie  der  '&- Functionen.    Z.  für  Math.  Bd.  12.     1867,  pag.  79. 


Viertes  Kapitel. 

Darstellnng  allgemeiner  2/?-fach  periodischer 
Funktionen  dnrch  Thetafanktionen. 

§  1. 

Bildung  2p -flach  periodisoher  Funktionen  mit  HlUb  von 
Thetaftinktlonen. 

Ist  eine  Funktion  f{v^  I  *  •  *  I  ^p)  ^i^r  komplexen  VeriLnderlichen 
*^ij  •  *  *j  ^1»  ^^  beschaffen,  daß  für  bestimmte  Systeme  konstanter 
Größen  Oi,  •  •  •,  cj^  bei  allen  Werten  der  Variablen  v  die  Gleichung: 

(1)  /•K  +  <»J---|f,  +  «»,)  =  /^Kl---IV 

besteht,  so  nennt  man  sie  eine  periodische ^  die  Größen  o^,  -  •  *,  o^ 
aber  ein  System  ztisammengehöriger  oder  simultaner  Perioden  von  ihr. 
Sind  dann  «la?  '  *  >  ^«a  («  =  1;  2,  •  •  •,  A;)  irgend  Tc  solcher  Perioden- 

k  k 

Systeme,  w„  ganze  Zahlen,  so  ist  auch  ^w^cd^^,  •  •  •,  ^m^m      ein 

Periodensystem.  Zup+1  Periodensystemen  Oj^,---,©^^  (a = 1, 2,  ••  •,(>+!) 
kann  man,  wenn  Q>2p  ist,  immer  reelle  Zahlen  ^^  finden,  welche 
gleichzeitig  die  p  Gleichungen: 

(2)  2f^a^la-0,    ...,    2!^a^pa-^ 

a=Äl  a  =  l 

befriedigen.  Ist  dies  nicht  bei  jeder  Wahl  der  q  +  1  Periodensysteme 
^la)  ' '  'y  ^pa  («  ===  1»  2,  •  •  •,  p  +  1)  schon  für  q  <,2p  möglich,  so 
heißt  die  Funktion  eine  2p'fach  periodische'^  2p  Periodensysteme 
^la)  '  'f  ^pa  (« ==  1;  2,  •  •,  2p),  für  welche  die  Gleichungen  (2), 
wenn  man  darin  p  =  2p  —  1  setzt,  nur  durch  die  Weite 
^  »  . . .  =:  ^^  «  0  befriedigt  werden  können,  heißen  dann  von  ein- 
ander unabMngig,  und  aus  ihnen  läßt  sich  jedes  Periodensystem 
(Ol,  ' '  ',  (Op  der  Funktion  f([v}  in  der  Form: 


über  2p- fach  period.  Funkt,  von  p  Veränderl.  im  allgem.  Hl 

(3)  C3i-2^ft„(öi^,    ...,    0)p=-2i^a^pa 


o  =  l 


zusammensetzen,  Ist  die  Funktion  f([v}  eine  einwertige  oder  endlich 
yielwertige  analytische  Funktion,  welche  sich  nicht  als  Funktion  von 
weniger  denn  p  linearen  Verbindungen  der  v  darstellen  läßt,  und  kann 
dieselbe  infolgedessen  kein  System  unendlich  kleiner  Perioden  haben,  so 
sind  die  fi„  rationale  Zahlen,  und  es  können  die  2p  Periodensysteme 
(Dj^,  •  •  •,  a}^„  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  so  ausgewählt  werden,  daß  die  /[*„ 
ganze  Zahlen  sind;  solche  2p  Periodensysteme  heißen  dann  primitive, 
2p  Periodensysteme  Oi^,  •  •  •,  o  (a  =  1,  2,  •  •,  2p)  und  2p  andere 
Oj^,  •  •  •,  (öp^  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)y  welche  aus  ihnen  vermittelst  einer 
unimodularen  linearen  Substitution  in  der  Form: 

21»  2p 

wobei  die  m^^  Ap^  ganze  Zahlen  von  der  Determinante  ±  1  be- 
zeichnen, abgeleitet  sind,  heißen  äquivalent.  Sind  dann  co^^,  •  •  •,  cd^„ 
(a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  2p  primitive  Periodensysteme  der  Funktion  fl[v]j, 
so  sind  es  auch  diö  2p  Periodensysteme  o^^,  "y^pa  (^  =="  1;  2,  •  •  •,  2p), 
Interpretiert  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  der  Variablen 
v^f  ' '  ',  Vp  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einem  Räume  von 
2p  Dimensionen,  so  entspricht  einem  Größengebiete: 

2p  2p 

(5)  ^Saß'l«;    •••;    ^L^pay 

bei  dem  die  5  stetig  die  Werte  fl^«  ^  5«  <  i'a  +  1  (^  "=  ^7  2,  •  •  •,  2p) 
durchlaufen,  wo  die  g^  gegebene  Eonstanten  sind,  ein  ParaUdotop  Tl 
des  Raumes.  Läßt  man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Größen  g^ 
alle  möglichen  Systeme  von  ganzen  Zahlen  treten,  so  erhält  man  den 
ganzen  Raum  in  solche  imtereinander  kongruente  Parallelotope  ein- 
geteilt, die  alle  als  Wiederholung  eines  von  ihnen  z.  B.  des  den 
Werten  g^  =  ft  =»  •  •  •  =  g^p  =  0  entsprechenden  Parallelotops  77^  an- 
gesehen werden  können.  Solche  Punkte  des  Raumes,  welche  dabei 
dem  nämlichen  Punkte  in  77^  entsprechen,  heißen  hmgruent  nach  den 
gegebenen  Periodensystemen,  ihre  Gesamtheit  ein  System  von  Gitter- 
punkten  oder  ein  Gitter  \  insbesondere  bilden  also  die  Eckpunkte  aller 
Periodenparallelotope  ein  Gitter.  Kennt  man  den  Verlauf  der  Funk- 
tion f{v)j  im  Parallelotope  77^,  so  ist  er  im  ganzen  unendlichen 
Räume  bekannt,  da  die  Funktionswerte  in  kongruenten  Punkten  ein- 
ander gleich  sind.  Es  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Unabhängig- 
keit der  Periodensysteme  (Dj^,  •  •  •,  ©^^  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p) ^  daß  die 
aus  den  reellen  und  imaginären  Teilen  der  o  gebildete  Determinante 
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2^ten  (Jrades  nicht  verschwindet;  ihr  absoluter  Wert  ist  gleich  dem 
Inhalte  eines  Periodenparallelotops. 

Zum  Vorstehenden  vergl.  Weierstraß^).  Daß  eine  einwertige  ana- 
lytische Funktion  von  p  Veränderlichen  nicht  mehr  als  2p  unabhängige 
Periodensysteme  haben  kann,  ohne  unendlich  kleine  zu  haben,  haben  schon 
früher  zuerst  Jacobi^  für  i> »  1,  dann  allgemein  Hermite')  und 
Biemann^)  bewiesen;  daß  bei  einer  unendlich  vielwertigen  analytischen 
FunktioA  einer  Variable  dagegen  mehr  als  zwei  unabhängige  Perioden 
auftreten  können,  hat  Casorati^)  angegeben. 

Aus  den  Gleichungen  (XLIII)  und  (XLIV)  pag.  39  folgt  nun 
sofort  der 

I.  Satz:  Bezeichnen  ^„^^[^]  W)  und  ^^^\{\iu}  irgend  ewei  zu  der 

nämlichen  Charakteristik  k  1  gehörige  Thetafunktionen  n*"  Ordnung,  so 
genügt  der  Quotient: 

den  Gleichungen: 

(H)  Q{u,  I  ...  |M,  +  «i| ...  |u,)  =  OKI  ••.  |«J  ...  |u,), 

(in)         Qiu,  +  a,,\  ■■■{»,  +  %;)  =<2(«J."|«,);  ('»M.-.I.) 

ist  also  eine  2p'fach periodisdie  Funktion  derp  Veränderlichen  m^,  •  •  *,  w^, 

1)  Weierstraß,  Neuer  Beweis  eines  Hauptsatzes  der  Theorie  der  perio- 
dischen Functionen  von  mehreren  Veränderlichen.  1876.  Math.  Werke  Bd.  2. 
Berlin  1895,  pag.  66. 

2)  Jacobi,  De  functionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter  periodicis, 
quibus  theoria  transcendentium  Abelianarum  innititur.  1886.  Ges.  Werke  Bd.  2. 
Berlin  1882,  pag.  23;  auch  deutsch  in  Ostwalds  Klassikern  der  exakten  Wissen- 
schaften Nr.  64. 

8)  Extraits  de  lettres  de  M.  Ch.  Hermite  ä.  M.  Jacobi  sur  diff^rents  ob- 
jets  de  la  th^orie  des  nombres.  Quatri^me  lettre.  J.  für  Math.  Bd.  40.  1860, 
pag.  261. 

4)  Riemann,  Beweis  des  Satzes,  daß  eine  einwertige  mehr  als  2n-fach 
periodische  Function  von  n  Veränderlichen  unmöglich  ist.  1869.  Q^.  math. 
Werke.     Leipzig  1876,  pag.  276. 

6)  Gasorati,  Sur  les  fonctions  d.  päriodes  multiples.  C.  B.  Bd.  67.  1868, 
pag.  1018  und  Bd.  68.  1864,  pag.  127  und  204;  La  periodicitd.  multipla  nelle 
frmzioni  di  una  sola  variabile.  R.  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  Bd.  16.  1888,  pag.  815; 
dazu:  Sopra  il  teorema  di  Jacobi  risguardante  la  periodicitä  e  sopra  V  illegitti- 
mitä  di  una  parte  delle  conseguenze  che  ne  furono  dedotte.  B.  Ist.  Lomb.  Bend.  (2) 
Bd.  16.  1882,  pag.  628  und:  Funzioni  analitiche  di  una  sola  variabile  con  nu- 
mero  qualsivoglia  di  periodi.  R.  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  Bd.  18.  1886,  pag.  879; 
femer:  Les  fonctions  d^une  seule  i^^riable  ä  un  nombre  quelconque  de  päriodea. 
Milano  1886  auch  Acta  math.  Bd.  8.  1886,  pag.  846.  Vergl.  dazu  auch  Weben 
Anmerkungen  zu  Jacobi  in  Ostwalds  Klass.  der  ex.  Wiss.  Nr.  64,  pag.  87. 
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welche   die    2p  Systeme   zt^sammengeJwriger    Periodicitätsmodtden    der 
Thetafunkiian: 


(IV) 


als  Periodensysteme  hat. 

Diese  Perioden  und  damit  die  in  der  angegebenen  Weise  ge- 
bildeten 2|)-fach  periodischen  Funktionen  tragen  einen  speziellen 
Charakter  zur  Schau;  denn  soll  eine  2|)-fach  periodische  Funktion 
f{v}  mit  2p  Periodensystemen: 


ri\ 

Ol- 

••|0, 

»ui»«!- 

■•I«pl» 

0| 

ni\- 

..;0, 

»18  '  «»2  1  • 

••!«,., 

0| 

|0|. 

••!«', 

«lpl«.p|- 

••>,,> 

(6) 


fi'lpl®2pl  •     •  l<»pp»  «^1.2,      l<»2,2p      I  "•  l«'|».2p> 


durch  Einführung  passend  gewählter  neuen  Variablen  u^,  •  •  •,  u^  in 
eine  mit  den  2p  Periodensystemen  (IV)  periodische  Funktion 
übergeführt  werden  können,  so  muß  zunächst  die  Determinante 
^ ±  ^ii^ii '"  ^pp  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  o  haben. 
Setzt  man  dann: 

p 

(7)  ^*^=^^/.e^  iM==h2,-.,p) 

oder,  was  dasselbe: 

p 

(8)  ^"?^^/^e^^  (e=i.«,-  .f) 

/*  =  ! 

WO  0^  die  Adjunkte  von  ©^  in  der  Determinante  ©  bezeichnet, 
so    entspricht    ftlr    i/«=l,  2,  •••,jp    der    Änderung    der   Variablen 

Vj^  j  v,  I  •  •  •  1 1;  um  das  Periodensystem  o>i,,  |  »gy  |  •  •  •  |  (o  die  Änderung 
der  Variablen  Wi  |  •  •  |**y  I  •*  l**p  ^™  ^  System  0|  •••  |Äi|  •••  |0. 
Jetzt  entspricht  aber  weiter  für  v  =  1,  2,  •  •  •,  p  der  Änderung  der 
Variablen  Vi  [  t?,  |  •  •  |  v^  um  das  Periodensystem  cji,  p + » |  C32,  p + ir  I  * ' ' 
\oi^p^y  die  Änderung  der  Variablen  tiilu,|---|M^  um  das  System 
p  .     p  .     p 

— ^^^x^^^^p^A-^ ^^%%^^..p^A  '"  \-;^^^%p%,P^^^  ^^d  «« 

müssen  daher,  wenn  diese  Großen  Modulen  (hv\^it\  '"  \%v  ^^^^^ 
Thetafunktion  sein  sollen,  einmal  den  Gleichungen  a^^  =  «^ö 
(ff,  (J  —  1,  2,  •  •  •,  jp;  Q<  6)  entsprechend  die  ^  (p  —  \)p  Beziehungen: 

Krftier,  ThcUfoxiktioaeii.  8 


.    ißt  die  c  " 
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die  nicht  alle  den  Wert  Null  besitzen;  und  es  gibt  daher  jedenfalls 
p  Wertesysteme  (tr(^)),  (v^),  •••,  (v^^),  für  welche  die  Determinante: 

von  Null  verschieden  ist.    Setzt  man  dann  für  /t  =  1,  2, 
man  v^  beliebig  annimmt: 

(15)        »<')  =  «   -e<«,     «<»>  =  «-«' 


',  p,  indem 


.(«) 


und 

(16)   fiv-ff^^}=.fWl„l   /-fr-e«»)!-/-«««]),  •••,  fi^-^'}'-f^\vl 

so  erhält  man  das  Resultat,  daß  die  Determinante: 

^v^  dv^  dvp 

dv^  dv^  dvp 


(17) 


v^  verschwindet, 


".■=«?  +  «?' 


,Cp) 


(M^h^,- 


P) 


dvi  dv^  dvp 

jedenfalls  nicht  für  alle  Werte  der  Variablen  v^ , 
da  sie  der  Voraussetzung  nach  für 

(18) 

nicht  Null  ist;  und  man  hat  so  den 

n.  Sata:  Man  kann  einer  jeden  einwertigen  2 p- fach  periodischen 
Funktion  f^lv}  von  p  komplexen  Veränderlichen  t?i,  •••,  v^y  welche  sich 
nicht  als  Funktion  von  weniger  denn  p  linearen  VerUndungen  der  v 
darstellen  läßt,  und  von  wdclier  man  weiter  schon  jetzt  voraussetze^ 
daß  sie  im  Endlichen  keine  wesentliche  singulare  Stelle  besitze,  auf 
mannigfache  Weisen  jp  —  1  andere  ebensolche  und  mit  den  nämlichen 
Periodensystemen  periodische  Funktionen  /i  W,  •  •  •,  /),((vj)  so  adju/ngieren, 

daß  die  Funktionaldeterminante    V  ±  1^  1^  •  •  •  f^  nicht  für  aUe 

Werte  der  v  verschwindet. 

Setzt  man  nun  weiter,  indem  man  mit  /iW, /iW,  •••, /^|vj 
2p -fach  periodische  Funktionen  von  der  im  Ü.  Satz  angegebenen 
Art,  mit  s^,  s^,-",  s^  aber  gegebene  Größen  bezeichnet,  zwischen  den 
p  Unbekannten  Vi,"--,Vp  die  p  Gleichungen: 


(19) 


/iW  =  «u  ^H-««,  •••,  a»!-»! 


'f> 
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so  wird  die  Anzahl  der  innerhalb  des  Parallelotops  11^  gelegenen 
Wurzeln  dieses  Qleichungensystems  durch  ein  über  die  Begrensong 
von  Uq  erstrecktes  Integral  geliefert.^)  Läßt  man  dann  die  GröBen 
^1}  ^S7  **';  ^p  ^^^^  stetig  ändern,  so  kann  sich  der  Wert  des  genannten 
Integrals^  wenn  man  von  gewissen  singulären  Wertesystemen  der  s  ab- 
sieht, nur  stetig  ändern;  bleibt  also,  da  er  seiner  Natur  nach  inouner 
ganzzahlig  sein  muß,  im  allgemeinen  ungeändert.  Man  erbalt  auf 
diese  Weise  den 

m.  Satz:  Setzt  man  zvoischen  den  p  Variablen  t)^,  ••*,  f,  und 
p  Parametern  s^,  •••,  s^  die  p  Gleichungen: 

(V)        /iw=si,  fÄ^}-s„ ...,  a^i^v 

in  denen  fiiv},  /iW,  •  •  •,  fpiv}  mit  den  nämlichen  2p  Periodensysteme!^ 
2p -fach  periodische  Funktionen  von  der  im  IL  Saiz  angegebenen  AH 
bezeichnen,  so  entsprechen  jedem  Wertesysteme  der  Größen  Sj,  Sg,  •••,  s^ 
im  allgemeinen,  d.  h,  wenn  man  von  getvissen  singulären  Wertesystemen 
absieht,  nur  eine  endliche  Anzahl  m  nacti  den  Periodensystemen  inkon^ 
gruenter  Lösungen  v^,  •  •  •,  v^,  und  es  ist  diese  Anzahl  die  gleiche  für  aUe 
nicht  singulären  Wertesysteme  s^,  •••,  5^. 

Bezeichnet  man  nun  mit  (v^^^),  (v^*^),  •••,  (v^*"^)  die  m  zu  einem 
Wertesysteme  «i,  •••,  5^  gehörigen  Wertesysteme  (v)  und  mit  fp^tiv} 
eine  p  +  1^  2p- fach  periodische  Funktion  von  der  im  11.  Satz  an- 
gegebenen Art,  unter  deren  Periodensystemen  sich  alle  Periodensysteme 
der  Funktionen  fiiv},  "-ffpiv}  finden,  so  ist  jede  symmetrische  Funktion 
von  fp^iiv^^^)),  fp+Av^*^)),"-,  fp^i{v^"'^}  eine  einwertige  und  daher 
rationale  Funktion  der  Größen  s^  =^  jf^lv}, -•-,  Sp  =  fp{v}.  Daraus 
ergibt  sich  aber  der 

rv.  Satz:  Lst  fp^iiv}  eine  p  +  1^  2p-fach  periodische  Funkium 
von  der  im  LI.  Satz  angegebenen  Art,  unter  deren  Periodensystemen  sich 
aUe  Periodensysteme  der  Funktionen  /i([v)),  •••,  fpiv}  finden,  so  besteht 
zwischen  /p+ift?}  und  fiiv},  •••,  fp^v}  eine  irredtunble  algebraische 
Gleichung,  deren  Grad  in  Bezug  auf  /),+iW  m  oder  ein  Teuer 
von  m  ist. 

Dazu  wird  man  bemerken,  daß  eine  Erniedrigung  des  Grades 
dieser  Gleichimg  unter  m  dann  aber  auch  nur  dann  eintritt,  wenn 
die  m  Werte  fp^Av^^^},  '"f  fp^A^^'^^}>  welche  die  Funktion  A+iH 
für  ein  Wertesystem  s^,  •••,  Sp  annimmt,  stets  d.  h.  für  alle  Werte- 
systeme der  s  teilweise  einander  gleich  sind,  oder  mit  anderen  Worten, 
wenn  die  m  Zweige  der  Funktion  fp^i^v}  nicht  alle  von  einander 
verschieden   sind,   sondern   gruppenweise   zusammenfallen,   was   stets 


1)  Yergl.  dazn  pag.  88. 
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eintritt,  wenn  die  Funktion  /p+iW  Periodensysteme  besitzt,  deren 
Vielfache  erst  Periodensysteme  der  Funktionen  f^  |t?J,  •  •  •;  /«C^J  sind. 

Sind  die  m  Zweige  der  Funktion  /^+i  ft?])  alle  von  einander  ver- 
schieden, so  wird  durch  die  Angabe  der  Werte  s^,  •••,  s^  und  eines 
Zweiges  von  ^+iCt?|  das  Wertesystem  (v)  und  damit  der  Wert  jeder 
weiteren  mit  aen  gegebenen  Periodensystemen  periodischen  Funktion 
eindeutig  bestimmt.     Daraus  folgt  aber  der 

V.  Satz:  Hat  die  Funktion  f^^iiv}  speziell  die  Eigenschaft,  daß 
sie  mit  /i  ([t?J,  •  •  •,  fp{v]j  durch  eine  irreducible  Gleichung  m*^  und  nicht 
niedrigeren  Grades  msammenhängt^  oder,  was  dasselbe,  daß  sie  für  die 
m  nidU  kongruenten  Lösungen  wenigstens  eines  mit  nicht  singulären 
Werten  s^,  •••,  s^  gebildeten  Gleichungensystems  (V)  m  verschiedene 
Werte  annimmt,  so  laß  sich  jede  weitere  mit  den  gegebenen  Perioden- 
Systemen  2p- fach  periodische  Funktion  von  der  im  IL  Satz  angegebenen 
Art  rational  durch  die  Funktionen  /i  {v},  •  •  •,  /pft?|,  ^^^  {v}  ausdrücken. 

Es  seien  nun  /i  i[v},  •  •  •,  fp{v},  f^^^  {v}  p  +  l  mit  den  nämlichen 
2p  Periodensystemen  2|)-fach  periodische  Funktionen  von  der  im 
letzten  Satze  bezeichneten  Art,  so  daß  also  diese  p  +  1  Funktionen 
durch  eine  algebraische  Gleichung, 

(20)  F(f„...,f^f,^,)^0 

mit  einander  verknüpft  sind,  jede  weitere  mit  denselben  Perioden- 
systemen periodische  Funktion  aber  rational  durch  sie  darstellbar  ist. 
Dann  sind  auch  die  in  den  Differentialgleichungen: 


(21) 


P 


K 


vorkommenden    partiellen    Derivierten    ~    und    folglich    auch    die 

Koeffizienten    P^^    in    dem    aus    (21)    durch    Auflösimg    folgenden 
Gleichungensysteme : 

(22)  

rational  durch  /i((v]),  •••,  fp^iiv)j  darstellbar. 

Die  p  Größen  t?!,  •  •  •,  t?^  sind  bisher  p  unabhängige  Veränderliche, 
deren  Veränderlichkeit  man  sich  aber  infolge  der  Periodizität  der 
Funktionen    f^{v},    ••,  fj{v},  Z^+iW    »^^  ^^   Parallelotop   11^  be- 
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schränkt  denke.  Aus  dieser  Mannigfaltigkeit  p^  Stufe  greife  man 
nun  eine  in  ihr  liegende  Mannigfaltigkeit  1^  Stufe  heraus,  indem  man: 

(23)  Mv}  =  ip,{t),    fAv}-9t(f),    •••,    f,i^}  =  %{() 

setzt,  unter  9i(0;  92(0; '"}  9p(0  ^^6i^<l  welche  rationale  Funktionen 
einer  neuen  Veränderlichen  t  verstanden;^)  /^^^  ist  dann  mit  t  durch 
eine  aus  (20)  hervorgehende  algebraische  Gleichung: 

(24)  G{t,f,^,)=.0 

verknüpft;  t?i,  •••,  v^  aber  sind  auf  Grund  der  Gleichungen  (22)  In- 
tegrale in  der  durch  (24)  bestimmten  Klasse  algebraischer  Funktionen 
und  zwar  infolge  ihrer  Endlichkeit  Integrale  1.  (Gattung;  auch/  da 
die  Funktionen  9i(0; '";  9p (0  S^^^  beliebige  sind,  linear  unabhängig. 
Das  algebraische  Gebilde  (24)  ist,  da  es  in  t?i,  •••,  t?^  p  linear 
unabhängige  Integrale  1.  Gattung  besitzt,  von  einem  Geschledite  9  ^p. 
Man  denke  sich  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  durch  2q  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  verwandelt  und  mit  Q^, 

r^/  *  *  '^  )  den  Periodizitätsmodul  von  1?^  am  6**^  Querschnitte 
\  e  =  1,  ^,  •  •  • ,  ^  5/  f* 

bezeichnet;  zwischen  den  2qp  Größen  Q^,  bestehen  dann  die  \  (p—  l)p 

Relationen: 

während  für  die  Periodizitätsmodulen 

(26)  Q.  =  H.  +  iZ.  (.=1,2.  ...lg) 
irgend  einer  linearen  Verbindung  der  v: 

(27)  2'(HeZ.^.-H.^(>Z,)>0 

ist. 

Die  Q^,  sind  Integrale  auf  geschlossenen  Wegen  in  der  Fläche  (24); 
da  diesen  auch  geschlossene  Wege  in  der  ursprünglichen  Mannigfaltig- 
keit |)*®'  Stufe  (20)  entsprechen,  so  sind  die  Q^,  ganzzahlige  lineare  Ver- 
bindungen der  Perioden  von  /i^vj,  •  •  •,  /pW;  Ap+i  W-  Nennt  man  also  die 
2p  Periodensysteme  dieser  Funktionen  (»i^,  •  •  •,  o^^  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p), 
so  ist: 

(28)  ö..=J'«».„a,,„,  (r;:5:.;:y 

a=al 


1)  Man  könnte  auch  nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Wirtinger  (Zur 
Theorie  der  2n-fach  periodischen  Functionen.  1.  Abhandlung.  Monatsh.  f. 
Math.  Bd.  6.  1896,  pag.  69)  eine  Mannigfaltigkeit  1^'  Stufe  dadurch  definieren, 
dafi  man  p  —  1  der  p  Funktionen  f^  {v},  •  -  i  fp  i^)  gegebenen  Konstanten 
gleich  setzt. 
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wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Aus  den  Relationen  (25)  folgen 
jetzt,  wenn  man: 

setzt,  die  \(p  —  l)p  Relationen: 

2p        2p 
«==1  ^=1 

während  sich  ans  (27)  fQr  die  korrespondierenden  Änderungen 

(31)  fOa=^Va+  ita  (a=l,2,  •  •  ..2p) 

irgend  einer  linearen  Verbindung  der  v  die  Ungleichung: 

2p       2p 

(32)  2'2'^v*?«5^>0 

ergibt. 

Die  Großen  c^^  sind  ihrer  Definition  (29)  zufolge  ganze  Zahlen, 
far  welche  c„„  =  0  und  c^^  +  c^^  =  0  ist  für  a,  j8  =  1,  2,  •  •  •,  2p,  Es 
wird   im   folgenden   Paragraphen   weiter  bewiesen   werden,   daß   ihre 

Determinante  ^±  ^ii  ^  *  *  *  ^p,  2p  ^^^  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzt;  indem  man  dieses  Resultat  schon  vorwegnimmt,  erhält 
man  den 

VI.  Satz:  Sind  o^^,  •  •  •,  g}^„  (a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  die  2p  Perioden- 
systeme einer  2p- fach  periodischen  Funktion  von  der  im  IL  Soatz  her 
zeichneten  Art,  so  bestehen  zwischen  diesen  2p^  Größen  ©^^  stets 
i(p  —  i)p  Beziehungen  von  der  Form: 


(VI)  ^^^^^a^ö'^a^v^^'O,  0.,.'-1.2,....p; 

a=l  /^=1 


in  denen  die  4p^  Größen  c„^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so  beschaffen, 
^ß  ^aa  ==  0,  c^jf  +  c^^  =  0  und  die  Determinante  ^±  c^  Cgg  •  •  •  c,^  ^^ 
van  Null  verschieden  ist.     Sind  femer: 

(VII)  0)^  =  Va  +  iL  («=1,2,.  •..2p) 

die  korrespondierenden  Änderungen  irgend  einer  linearen  Verbindung 
der  Variablen,  so  ist: 

(VIII)  ^^c„i,naiß>^- 

a  =  l  /^=1 
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Die  Sätze  11 — ^V  rühren  von  Weierstraß*),  der  Satz  VI  von 
Riemann  her,  der,  wie  aus  einer  Mitteilung  von  Hermite^  bekannt  ist, 
schon  im  Jahre  1860  im  Besitze  dieses  Satzes  war;  übrigens  hat  auch 
Weierstraß,  wie  aus  seiner  eigenen  Äußerung^)  und  aus  einer  Abhand- 
lung des  Herrn  Hurwitz  ^)  zu  ersehen  ist,  den  Satz  gekannt  Beweise 
für  den  Satz  sind  von  beiden  Autoren  nicht  bekannt  geworden.  Den 
obigen  Beweis  haben  die  Herren  Poincare  und  Picard^)  veröffentlicht; 
ein  anderer  Beweis  ergibt  sich  aus  den  Arbeiten  des  Herrn  Appell*)  in 
Verbindung  mit  Untersuchungen  des  Herrn  Frobenius^.  Eine  zu- 
sanunenfassende  Darstellung  der  obigen  Sätze  hat  Herr  Laurent®)  ge- 
geben; in  neuerer  Zeit  wurden  die  Sätze  eingehend  erörtert  und  noit 
neuen  Beweisen  versehen  von  Herrn  Wirtin g er.  ^) 


§3. 

Bednktion  der  Perioden  einer  allgemeinen 
2i>-fitoli  periodischen  Funktion  auf  eine  Hormalform. 

Führt  man  an  Stelle  der  Perioden  o  durch  eine  unimodnlare 
lineare  Substitution: 

(33)  <o,„  =  2'»»«r'';r'  (P^X^i 

in  der  also  die  n^^  4p^  ganze  Zahlen  von  der  Determinante  :f:  1  be> 

1)  Weierstrafi,  Untersuchungen  über  die  2  r  -  fach  periodischen  Functionen 
von  r  Veränderlichen.     1880.    Math.  Werke  Bd.  2.    Berlin  1896,  pag.  126. 

2)  Hermite,  Übersicht  der  Theorie  etc.  pag.  24. 

3)  a.  a.  0.  pag.  138. 

4)  Hurwitz,  Über  die  Perioden  solcher  eindeutiger,  2 n- fach  periodischer 
Functionen,  welche  im  Endlichen  überall  den  Charakter  rationaler  Functionen 
besitzen  und  reell  sind  für  reelle  Werte  ihrer  n  Argomente.  J.  für  Math.  Bd.  94. 
1883,  pag.  8. 

5)  Poincar^  et  Picard,  Sur  nn  th^r^me  de  Riemann  relatif  anx  fonc- 
tions  de  n  variables  ind^pendantes  admettant  2n  syst^mes  de  p^riodes.  C.  B. 
Bd.  97.  1888,  pag.  1284;  auch  Poincarä,  Sur  les  fonctions  ab^liennes.  C.  B. 
Bd.  124.  1897,  pag.  1407.  Picard,  Sur  les  fonctions  uniformes  quadruplement 
päriodiques  de  deuz  variables.  C.  B.  Bd.  124.  1897,  pag.  1490,  und  Poincar^, 
Sur  les  propri^t^s  du  potentiel  et  sur  les  fonctions  ab^liennes.  Acta  math. 
Bd.  22.     1899,  pag.  89. 

6)  Appell,  Sur  les  fonctions  elliptiques.  C.  B.  Bd.  110.  1890,  pag.  82; 
Sur  les  fonctions  de  deux  variables  k  plusieurs  paires  de  p^riodes.  G.  B.  Bd.  110. 
1890,  pag.  181;  Sur  les  fonctions  p^riodiques  de  deux  variables  C.  B.  Bd.  111. 
1890,  pag.  636  und  J.  de  Math.  (4)  Bd.  7.     1891,  pag.  167. 

7)  Frobenius,  Über  die  Grundlagen  der  Theorie  der  Jacobischen  Fonc- 
iionen.    J.  für  Math.  Bd.  97.     1884,  pag.  16  und  188. 

8)  Laurent,  Trait^  d*Analyse.    Bd.  4.    Paris  1889,  pag.  434. 

9)  Wirtinger,  Zur  Th.  d.  2n-fach  per.  Funkt.  1.  Abh.  Monatsh.  f.  Math 
Bd.  6.     1896,  pag.  69. 
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zeichnen,  andere  damit  äquivalente  Perioden  m'  ein,  so  kann  man, 
wie  Herr  Frobenius^)  zeigt,  die  ganzen  ZaUen  n^^  so  bestimmen, 
daß  die  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (VI)  stehende  bilineare 
Form  in  die  Normalform  übergeht,  d.  h.  d.aß: 

2p        2j»  V 

(34)  ^  ^C^ß^^a^.^-^  ^A«;^  «i.p  +  i  -  ^l^.p^l^vd 

¥drd,  wo  die  e  die  Elementarteiler  der  Determinante  ^±  ^i  ^j  *  *  *  ^p,2p 
bezeichnen,  also  positive  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  jede  durch  die 
vorhergehende  teilbar  ist,  und  bei  der  Annahme,  daß  die  Ap^  Zahlen 
c^ß  keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen,  die  erste  e^  den  Wert  1  be- 
sitzt. Für  diese  neuen  Perioden  co  bestehen  dann  den  Gleichungen 
(VI)  entsprechend  die  \{p  —  V)p  Beziehungen: 
p 

(35)  2  ^^  (®M  <.P  +  ^  -  ^ii^P  +  l^rl)  =  0,    {M.^^l.h-.P'.f^<^) 

während  den  Ungleichungen  (VIII)  entsprechend  für  die  korrespon- 
dierenden Änderungen 

(36)  a>;=iy;+is;  («=!,»,  .«p) 

irgend  einer  linearen  Verbindung  der  i?: 
p 

(37)  ^«i('?;epV-.-V^-^e/)>o 

ist.    Man  hat  so  den 

vn.  SatB:  Man  kann  die  2p  Periodensysteme  (o^^,  •  •  •,  ai^„ 
(a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  einer  2 p- fach  periodischen  Funktion  von  der  im 
IL  Satjs  bezeichnet  Art  stets  so  auswählen,  daß  die  nach  dem  VI.  Satz 
zunschen  ihnen  bestehenden  i(p  •—  l)p  Beziehungen  die  spezielle  Form: 

annehmen,  wo  die  e  positive  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  jede  durch 
die  vorhergehende  teilbar  ist    Sind  dann  weiter: 

(X)  ^a^^a  +  ila  (a  =  1.2,  • ..  2p) 

die  korrespondierenden  Änderungen  irgend  einer  linearen    Verbindung 

der  Variablen,  so  ist: 
p 

(XI)  ^^e,(r),t,^,-r,,^,tx)>0. 

1)  Frobenias,  Theorie  der  lin.  Formen  etc.  J.  fär  Math.  Bd.  86.  1879, 
pag.  166. 
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Man  kann  nunmehr  den  Beweis  für  die  im  VL  Satz  ausge- 
sprochene Behauptung  erbringen,  daß  die  Determinante  S-^OiiCf^"'C^p%p 
von  Null  verschieden  ist.  Hätte  nämlich  diese  Determinante  den 
Wert  Null,  so  wären  für  eine  gewisse  Zahl  p'  <p: 

(38)  ep'+i=V+«^ =  «p  =  0, 

und  wenn  man  dann  eine  lineare  Verbindung  der  Variablen  so  be- 
stünmen  würde,  daß: 

(39)  ßjj    ==   Oj   =»...   =   G}^,  =r  0 

wird,  so  würde  für  diese  der  auf  der  linken  Seite  von  (XI)  stehende 
Ausdruck  verschwinden.  Da  dieses  aber  nach  dem  letzten  Satze  un- 
möglich ist,  so  ist  auch  die  gemachte  Annahme,  daß  2± ^i^%"'  ^p, i^ = ^ 
ist,  unstatthaft. 

Nun  ergibt  sich  weiter,  daß  für  die  dem  VQ.  Satz  entsprechend 
ausgewählten  Perioden  die  Determinante  ^±  cd^ a>,j  •••  cd  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt.  Wäre  nämlich  diese  Determi- 
nante Null,  so  würde  es  Größen  Z^,  Zj,  •••,  l  geben,  die  nicht  alle 
Null  sind  und  welche  gleichzeitig  die  p  Gleicnungen: 


(40) 


V 


(•'«i.»,- 


erfüllen.     Die  aus  den  Variablen  v^,  •   •,  vorgebildete  lineare  Form 
(41) 


P 


würde  sich  dann  aber  gar  nicht  ändern,  wenn  das  System  v^\"-\ 
um  eines  der  p  Periodensysteme  <»i,,|  •••  |  cjpv  (^=1;  2,  •••, 
g^ndert  wird;  von  den  2p  den  Periodensystemen  G>ia|--"|c 
(a=  1,  2,  •••,  2p)  entsprechenden  korrespondierenden  Änderungen 


(42) 


fo„ 


p 


(a=:l,2,- 


von  V  besäßen  sohin  die  ersten  p  sämtlich  den  Wert  Null,  was 
Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (XI)  unmöglich  ist. 

Ebenso     kann     man     zeigen,      daß     auch     die     Determi 
nicht   Null  sein   kann,   und   allgenr 


G>- 


daß  jede  aus  der  Matrix: 


(43) 


o 


11 


07, 


ö« 


(O 


is 


(0, 


2S 


(0, 


'P« 


^l.«P     ^t.2p 


fO, 


'Pfip 
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«  *     von 


entnommene   Determinante   f>*^   Grades   ^-h  cd.  ^  cdo  .  •  •  •  cj^  . 
Null   verschieden   ist,   sobald    keine   zwei    der   Indizes   €^,  f^?  '"?  ^^ 
einander  nach  dem  Modul  p  kongruent  sind. 

Ist  aber  die  Determinante  ^±  cdu  cdjj  •  •  •  co^^  +  0,  so  kann  man 
an  Stelle  der  Variablen  v  neue  Variable  u  einführen  mit  Hilfe  der 
Gleichungen: 


p 


(44)  ^i'^f.-^^Q^f^'^^Q^  (^-1,2,.../,) 

und  es  entspricht  dann  für  A  =  1,  2,  •••,^  der  Änderung  der  Größen 

^1  ^%'\  '"\^p  ^"^  ^  Periodensystem  o^^  \  (o^^ '  •  •  •  |  o^^  ^i®  Änderung 
der  Größen  w^  j  •  •  •  j  m^  |  •  •  •  |  u^  um  das  System  0 1  •  •  •  |  -- 1  •  •  •  1 0;  der 

Änderung  der  Größen  v^\v^^-"\v  um  das  Periodensystem  ß^i^p+^l  Cj^p+iil 
"'■®isp+^  die  Änderung  der  Größen  tiju,|---|w^  um  ein  System 
^11  ^i\  '"  \^pX9  ^®^  ^®™  ^^®  Größen  a  ^  durch  die  Gleichungen: 

(45)  '^^%.P^l=-2^Q'^fQ^Q^  (i,/.  =  l.2,-.-.P) 

bestimmt   sind.     Bezeichnet   man   nun   den  Wert   der   Determinante 

-^±  ^ii^^M  '*•  ^pp  ™*  ®;  d^®  Adjunkte  von  ©^^  in  dieser  Determi- 
nante mit  o^y,  so  folgen  aus  den  letzten  Gleichungen  durch  Auflösung 
nach  den  a  j^  als  Unbekannten  die  Gleichungen: 

Für  diese  Größen  a  ergeben  sich  aber  die  folgenden  Beziehungen. 
Multipliziert  man  die  aus  (IX)  folgende  Gleichung: 

(47)  yj  e^  (o^^  01,^^^^  =2  ^x  ^.k^^p+i' 

die  für  jedes  /t  und  v  von  1  bisp  gilt,  links  und  rechts  mit  o^  o^„, 
indem  man  unter  q,  6  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  ••*,  p 
versteht,  und  summiert  hierauf  nach  fi  und  v  von  1  bis  p,  so  erhält 
man  die  Gleichung: 

(48)  2^^^«'r.p+^^a  =  2«aß>.,p  +  a^e 

und,  indem  man  noch  linke  und  rechte  Seite  mit  ^—  multipliziert^ 
die  Gleichung: 
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ni    "^  ni  ^ 


und  erkennt  daraus,  daß  die  Größen  a  den  i(p  —  l)p  Gleichungen: 

(50)  a^^  =  a^^  (^.a=1.2,..,p;  if<a) 

genügen. 

Versteht  man  weiter  unter  x^^  -",  x^  irgend  welche  reelle  Gh^Ben 
und  bildet  aus  den  Variablen  Wi,  •••,  m^  die  lineare  Form 

p 

(51)  ^-2^^%y 

SO  sind  die  2p  den  Periodensystemen  Oj^,  •  •  •,  w^^  («  =  1>  2,    •  •,  2p) 
entsprechenden  Änderungen  q}„  dieser  Variable  u  durch  die  Gleichungen: 


(5^)  ^x  =  ~-  ^i ,         03^+;i  =  2  %^ 


^^  (^=i.«.--,p) 


bestimmt,  und  es  nimmt  die  Ungleichung  (XI),  da  aus  (52)  sich  fftr 
die  reellen  und  lateralen  Teile  der  Größen  cd  die  Werte: 


(53)  ^^^  (a=i.«.....p) 


p 
ergeben,  wenn  wie  früher  «^^  ^  *'/ui  +  ^jua^  gesetzt  wird,  die  Form: 


(54)  ^^^.^^^.<0 

an,  welche,  da  sie  für  beliebige  reelle  Werte  der  x  gilt,  zeigt,  daß 
die  mit  den  reellen  Teilen  der  Größen  a  als  Koeffizienten  gebildete 
quadratische  Form  eine  negative  ist.  Man  hat  also  das  folgende 
Endresultat: 

Vm.  Satz:  Ist  f{v)j  eine  einwertige  2p'fach  periodische  FunkOan 
der  p  komplexen  Veränderlichen  v^,  ••,  v^  von  der  im  IL  Satz  be- 
zeichneten Art,  so  kann  man  dieselbe  durch  Einführung  passend  ge- 
wählter neuen  Variablen  w^,  •  •  •,  m^  vermittelst  einer  linearen  SubsHhdion 
in  eine  Funktion  Fi[u}  dieser  neuen  Variablen  überführeny  lodche  die 
2p  Periodensysteme: 
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9^ 


m 


-|0|--|0,         anl«»il  •••  |a,i, 
(XII)  0|^*|---|0,        ait\<ht\---\%*, 


■xt 


0|0|...|^,       a,,|o,J  ••.,«,„ 


besitzt,  bei  denen  die  e  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  von  denen 
e^  =  1  und  für  A  =  1,  2,  •  •,  jp  —  1  e^^^  durch  e^  teilbar  ist,  die  a 
aber  Größen  sind,  welche  den  i{p  —  l)p  Gleichungen: 

(XIII)  a^,^  =  a^^,  0i,(..'«i,2.  .  ,p;  fi<^') 

genügen  und  weiter  die  Eigenschaß  besitzen,  daß  die  mit  ihren  redien 
Teilen  r^^,  als  Koeffizienten  gebildete  quadratische  Form: 


p      p 


^fift'^fi^f*' 


(XIV)  22' 

eine  negative  Form  ist^). 

Man  wird  hier  noch  bemerken ,  daß  die  Periodensysteme  (XU) 
auch  als  ein  spezieller  Fall  der  dem  VU.  Satze  zu  Qrunde  liegenden 
Periodensysteme  ©la,  •••,  ca^«  (a=  1,  2,  •  •,  2p)  angesehen  werden 
können^  und  daß  dementsprechend  die  Bedingungen  (XIII),  (XIV) 
nichts  anderes  sind  als  die  Bedingungen  (IX),  (XI)  angewendet  auf 
die  vorliegenden  speziellen  Periodensysteme.  Weiter  liefert  aber  die 
oben  angegebene  Eigenschaft  der  Periodensysteme  o,  wonach  die  aus 
ihnen  gebildete  Determinante  ^±  ß>i,  p+i«Oj  p+j  ••  ^«.jp  +  0  ^^^ 
für  die  Thetamodulen  a^^  die  Eigenschaft,  oaß  ihre  Determinante 
^ii^ii^t"  ^pp  stets  von  Null  verschieden  ist,  und  endlich  ent- 
spricht der  allgemeineren  Eigenschaft  der  o,  daß  jede  Determinante 
p*^  Grades  ^±  cdj  cd,  ••  o^^  der  Matrix  (43),  bei  der  keine 
zwei  der  Indizes  6^,6^,  ••,€p  einander  nach  dem  Module  kongruent 
sind,  nicht  Null  ist,  bei  den  Thetamodulen  a  die  Eigenschaft,  daß 
jede  aus  den  nämlichen  Horizontal-  und  Yertikalreihen  gebildete 
Unterdeterminante  beliebigen  Grades  der  Determinante  ^±  du  «22  *  *  *  %p 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt*). 


1)  Wirtinger,   Zur   Th.   d.    2n-fach   per.   Funkt.    1.  Abb.    Monatsh.  f. 
Math.  Bd.  6.     1896,  pag.  96. 

2)  Vergl.  dazu  den  lY.  Satz  pag.  106. 
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^^ 


§4. 

Barstellung  der  allgemeinen  2i>-flBU>h  periodischen 
Funktionen  durch  Thetaflinktlonen. 

Funktionen  mit  den  Periodensystemen  (XII)  kann  man  mit  Hilfe 
von  Thetafunktionen  bilden.  Um  dazu  zu  gelangen^  stellen  wir  uns 
die  Aufgabe,  die  allgemeinste  einwertige  und  fOr  endliche  Werte  der 
Argumente  stetige  Funktion  Gi[u}  der  komplexen  Veränderlichen  ii^ , 
zu  finden,  welche  für  alle  Werte  der  u  den  2p  Gleichungen: 

(55)      G(«,|  ■■■  K  +  f^l  ••■  1«,)  =  G(«J  ■••  |«J   v  lu^y^"*, 

(56)  ö  (Ml  +  «1 J  •  •  •  I  W,  +  ÖTp.)  =  ö  (Wi  I  .  .  .  I  W,)  e— .r-*-«.- «*.''• 

genügt,  in  denen  n  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl,  die  g,  h  will- 
kürlich gegebene  Eonstanten  bezeichnen.  Versteht  man  unter  Oi^u^ 
eine  der  gestellten  Bedingung  genügende  Funktion,  so  ist  f&r  diese: 

(57)  ö(M,|.-.|u,  +  ;rr|...|ti,)  =  G(u,|...lwJ...|u,)e«%^.-' 

und  diese  Gleichungen  zusammen  mit  den  Gleichungen  (56)  charak- 
terisieren die  Funktion  G{h}  als  eine  Thetafunktion  n*~  Ordnung  mit 

der  Charakteristik  P^l .     Als  solche  ist  sie  nach  dem  XV.  Satz  pag.  40 

in  der  Form: 


(58) 


a« 


'^9  +  Q' 
n 
h 


inuha 


0,1,-   ,»-1 

darstellbar,  wo  die  Ä  von  den  u  freie  Größen  bezeichnen,  und  es 
handelt  sich  jetzt-  noch  darum,  diese  Eonstanten  A  . .  in  allge- 
meinster Weise  so  zu  bestimmen,  daß  die  Funktion  Gi[u]j  den 
Gleichungen  (55)  genügt.  Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  aber 
zunächst  die  Bedingung,  daß  die  Zahl  n  durch  jede  der  p  Zahlen 
6],  6^,  •  •,  6p  ohne  Rest  teilbar  sein  muß.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
so  wird: 

(59)  G(«J---|m,+  ^-^'|  •••!«,) 


0,1,    -,11  —  1 

9v    *Qp 


a« 


'^9  +  9 
n 
h 


inul 


i(,,  +  ?^),r,- 


und  es  folgen  daher  weiter,  da  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden 
Thetafunktionen  linear  unabhängig  sind,  aus  der  Gleichung  (55)  die 
Bedingungen : 
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(60)  ^.x    ■   .,  =  ^n       ./    "' 

aus  denen  sich  ergibt,  daß  alle  jene  Größen  Ä    . .        den  Wert  Null 

besitzen,  bei  denen  nicht  für  i/  =  l,2,  •••,^  die  Zahl  q^  durch  e^ 
ohne  Rest  teilbar  ist.  Man  erhält  so  aus  der  Gleichung  (58),  wenn 
man  noch  in  neuer  Bezeichnung: 

1  i  Jl  p  1         p 

auch 

(62)  ^  =  «i,--,f  =  ff, 

setzt,  für  die  Funktion  Gi[u}  den  Ausdruck: 

(63)       öw=2.-.2;^--.xp^ 


inuh 


Eine  jede  der  qiqi'-qp  auf  der  rechten* Seite  von  (63)  vor- 
kommenden Thetafunktionen  ist  eine  partikuläre  Lösung  der  für  die 
Funktion  G([u}  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  (55),  (56),  und 
es  stellt  daher  der  für  Gl[ü]j  gefundene  Ausdruck  die  gewünschte 
allgemeinste  Lösung  dar,  wenn  man  unter  den  C  willkürliche  Kon- 
stanten versteht. 

Durch  Verfügung  über  die  in  der  letzten  Gleichung  auftretenden 
willkürlichen  Eonstanten  C  kann  man  beliebig  viele  verschiedene 
Funktionen  Gl[u}  bilden.  Bezeichnet  man  dann  irgend  zwei  der- 
selben mit  Gj^{u}  und  G^iu},  so  ist  ihr  Quotient 

eine  mit  den  2p  Periodensystemen  (XII)  periodische  Funktion  der  im 
II.  Satz  charakterisierten  Art. 

Damit  ist  zugleich  bewiesen,  daß  die  im  VI.  Satz  angegebenen 
notwendigen  Bedingungen  für  die  Perioden  einer  2^ -fach  periodischen 
Funktion  der  bezeichneten  Art  auch  hinreichende  sind,  indem  die 
Bildung  von  Funktionen  mit  vorgeschriebenen,  diesen  Bedingungen 
genügenden  Perioden  nunmehr  mit  Hülfe  von  Thetafunktionen  durch- 
geführt ist. 

Nimmt  man  endlich  den  Y.  Satz  zu  Hilfe,  wonach  jede  22>-fach 
periodische  Funktion  der  bezeichneten  Art  durch  p  +  1  passend  aus- 
gewählte mit  denselben  Perioden  periodische  Funktionen  rational  aus- 
gedrückt werden  kann,  so  erhält  man  das  EndresiQtat: 

IX.  Sata:  AUe  2 p- fach  periodischen  Funktionen  von  der  im 
IL  Satz  bezeichneten  Art  lassen  sich  rational  durch  Thetafunktionen 
ausdrücken. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Transformation  der  Thetafanktionen. 

§  1. 

Das  Transformationsproblem. 

Der  Quotient  zii^eier  zur  nämlichen  Charakteristik  gehöriger 
Thetafiinktionen  höherer  Ordnung  ist^  wie  im  I.  Satz  pag.  112  ange- 
geben wurde,  eine  mit  den  dort  angeschriebenen  2p  Periodensystemen 
(IV)  2p-{sLcix  periodische  Punktion.  Da  diese  2p  Periodensysteme 
aus  den  2p  Periodensystemen  (Xu)  pag.  125  för  ei  =  ej  =  -«-=-c^«l 
hervorgehen,  so  kann  man  den  genannten  ^hetaquotienten  nach  den 
Untersuchungen  des  letzten  Kapitels  aus  einer  2|9-fach  periodischen 
Funktion  fi[v}  abgeleitet  denken,  deren  2p  Periodensysteme  (Ota}"'7  ^pa 
(a  =  1,  2,  •  •  •,  2p)  den  Bedingungen  (IX),  (XI)  für  die  speziellen 
Werte  e^  =  Cj  =  •  •  •  =  etp  ==  1  genügen.  Es  ist  für  die  Darstellung 
der  Transformationstheorie  zweckmäßig,  von  diesen  allgemeineren 
Funktionen  und  nicht  von  den  Thetafunktionen  auszugehen. 

Man  lege  also  den  folgenden  Untersuchungen  2j9-fach  periodische 
Funktionen  fi[v}  zugrunde,  deren  2p  Periodensysteme: 

©ii  |g321  I  '"l^piy  «i.p  +  il<»2,p  +  il  •••|o,^p  +  i, 

^lp\^ip\-'\f^ppf  «1,2p      |ß>2,2p      |---|öp,2p, 

den  ^(p—  l)i>  Bedingungen: 
p 

(2)  2K?®^p+^-®ai.p+?**'^^)==^    0.,.-i,2,  •  ,p;/i<-) 

genügen,  während  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(3)  ö«  =  ^«  +  *S«  («=i.«.-  •  ,«j») 
irgend  einer  linearen  Verbindung  der  v: 


Ableitimg  der  Thetaf.  aus  aUgemeineren  Fanktionen.  129 

(4)  2'(^^Sp+?~^p+^P>0 

ist.  Die  Ai^umente  w^,  •  •  •,  u^  der  zur  Darstellung  dieser  Funktionen 
dienenden  Thetafunktionen  werden  dann  implizite  durch  die  Glei- 
chungen: 

p 

(5)  3rit;^  =  ^(D^^M^  C«=i,a,...,p) 

oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 

p 

(6)  ^=  ^^^'^^V  (e=iA--.p) 

in  denen  o  den  stets  von  Null  verschiedenen  Wert  der  Determinante 
^  ±  G^ii  (0^  •  -  fo^p  und  0^  die  zu  o^  gehörige  Adjunkte  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  geliefert,  während  die  Modulen  a  ^ 
(p,  <y  =  1,  2,  •  • ,  jp)  der  Thetafunktionen  implizite  durch  die  Glei- 
chungen: 


=^2^A*e«^ 


oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 

p 

bestimmt  werden. 

Soll  nun  eine  2j?-fach  periodische  Funktion  von  den  Perioden 
a^^f   für   welche   die   Bedingungen   (2)   und   (4)   erfällt   seien,    mit 
2|)-fach  periodischen  Funktionen  von  anderen  Perioden  o^«,  welche 
den  ^(j[>  —  l)p  Gleichungen: 
p 

(9)  ^   {^^^^y,p-\-Q^^HfP-^Q^^9)==^     (^,i'=l,«,..,p;^<y) 

genügen,  während  für  die  korrespondierenden  Änderungen 

(10)  <=^Va+ita  (a=.l,9,...,2p) 

der   oben   zur  Definition    der   ©^   eingeführten  linearen  Verbindung 

der  v: 

p 

(11)  2{v,Uu-v;^,Q>o 

ist,  durch  eine  algebraische  Gleichung  verknüpft  sein,  sodaB  zu  einem 
Wertesjsteme  der  letzteren  Funktionen  nur  eine  endliche  Anzahl  von 

Kr«ser,  Thetaltinktionen.  9 
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Werten  der  ersteren  gehört,  so  müssen  die  Perioden  o'  homogene 
lineare  Fimktionen  der  o  mit  rationalen  Koeffizienten,  also: 

(12)  %„=;^c„,a,^,  (::;;!;:.;:y 

sein.  Durch  diese  Gleichungen  gehen  dann  die  Relationen  (9)  in  bi- 
lineare Relationen  zwischen  den  cd  über: 

2p     ip      p 
(13)  2  2  2{^ii.^p-^ii,.-<^p^Q,.<^^.)%.^..'==^' 

Setzt  man  daher  voraus,  daß  zwischen  den  Perioden  o  nur  die  Glei- 
chungen (2),  sonst  aber  keine  Relationen  bestehen^),  so  ergeben  sich 
für  die  rationalen  Zahlen  c^^  die  p{2p  —  1)  Relationen: 

^^^^       ^^^^?.^P+?,^-^P+?,.^^W-o,   wenn   e'^p  +  s, 

(€,•'=1,2,  .    -.Sp;  *<*') 

in  denen  n  eine  nicht  naher  bestimmte  rationale  Zahl  bezeichnet,  die 
aber,  wie  sofort  gezeigt  werden  soll,  einen  positiven  Wert  be- 
sitzen muß. 

Da  nämlich  die  Größen  oj  mit  den  Größen  o^  ihrer  Definition 
nach  gleichfalls  durch  die  Relationen: 

(15)  <-^(^a.^.  (a  =  l,2,.    .,ap) 

§—1 

verknüpft  sind,  aus  diesen  aber  durch  Trennung  der  reellen  und  late- 
ralen Teile  die  Gleichungen: 

2p  2p 

(16)  Va-2<^a.V.,  5;  =  2^a.5.  (a  =  1, 2,  •  •  .,2p) 

•  =  1  •=! 

hervorgehen,  so  wird  zunächst: 


1)  Für  singulSxe  '2p -fach  periodische  Fimktionen,  deren  Perioden  außer 
den  Bedingungen  (2) — (4)  noch  besonderen  Relationen  unterworfen  sind,  kann 
den  Gleichungen  (18)  durch  Zahlen  c^^  Genüge  geschehen,  welche  nicht  die 
Gleichungen  (14)  erfüllen.  Für  solche  Funktionen  sind  also  außer  den  bei  allen 
2|?-fach  periodischen  Funktionen  existierenden  „ordinären^^  Transformationen 
noch  besondere  „singulare^*  vorhanden;  vergl.  dazu  Humbert,  Sur  les  fonc- 
tions  ab^ennes  singuli^res.  (Deuxi^me  memoire).  J.  de  Math.  (6)  Bd.  6.  1900, 
pag.  279;  auch:  Sur  la  transformation  des  fonctions  ab^iennes.  C.  B.  Bd.  126. 
1898,  pag.  814;  Sur  les  transformations  singuli^res  des  fonctions  ab^liennes. 
C.  R.  Bd.  126.  1898,  pag.  882  und:  Sur  la  transformation  des  fonctions  ab^iennes. 
C.  R.  Bd.  129.     1899,  pag.  966. 
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V^ 


ip     8p      p 

VW/ 


g=l  •  =  !  «^  j=l 

und  daher  weiter  auf  Grund  der  Gleichungen  (14) 


(18) 


^. 


P  +  ? 


%-^qQ 


Beachtet  man  aber,  daß  für  die  Größen  rj,  f  die  Ungleichung  (4),  für 
die  Größen  iy',  g'  die  Ungleichung  (11)  besteht,  so  erkennt  man 
aus  der  Gleichung  (18),  daß  die  Zahl  n  einen  positiven  Wert  be- 
sitzen muß. 

Der  Übergang  von  Perioden  o      f'*  Z  i'  9'      '  o  )  ^  neuen  Perioden 

®iua  uZi*  2'  .  '  2  )'  ^^^^  ^^*  ^^  ihnen  zusammensetzen  durch 
lineare  Gleichungen  von  der  Form: 

(I)  <«=J'«..°'..,  (:=l'S:..X) 


e  =  l 


in  denen  die  c^^  4:p^  rationale  Zahlen  bezeichnen,  welche  den p{2p—\) 
Belationen: 


(H) 


'^^  \  _  **'   wenn   s'=p  +  s, 

0(P(>'^P'^(>^»'-^P+Q^»^Q»')-  Q^  ^enn   f'^i>  +  £, 

(«,e'  =  l,  2,    ■.,2p;  »<*') 

genügen,  heißt  eine  Transformation  der  Perioden;  die  in  den  Glei- 
chungen (II)  auflretende  positive  rationale  ZaM  n  der  Grad  oder  die 
Ordnung  der  Transformation,  Sind  die  Transformationszahlen  c^^ 
ganze  Zahlen,  so  wird  die  Transformation  eine  ganzzahlige ,  ist  die 
Ordnung  n  =  1,  eine  lineare  genannt. 

Das  Transformationsproblem  ist  vollständig  bestinmit,  sobald  die 
4p^  rationalen  Zahlen  c^^  gegeben  sind.  Man  denke  sich  dieselben 
in  ein  quadratisches  Schema  von  der  Form: 


(19) 


r  = 


«11     • 
'pi    ■ 

'i.p+i 

••«i,«j. 

"rii+i 

■■<'p,*P 

'V+I.l  ■ 

■■^P  +  l,!» 

<>+i,p+i  • 

••^y  +  l.«!» 

%t  ■ 

••^«P.,. 

^p,p-i-i      • 

•''^p.ip 

gebracht  Dieses  System  von  4:p^  Zahlen  soll  die  Charakteristik  der 
Transformation,  die  vier  Räume,  in  denen  die  Größen  c^^,  c^,p+y, 
<>+/., y;   ^P+^,P+^    (f*>  v  =  1>  2,  •.•,!))    beziehlich   stehen,    der  erste, 

9» 
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zweite,  dritte,  vierte  Quadrant  der  Charakteristik,  und  die  in  einem 
Quadranten  stehenden  Zahlen  die  Elemente  des  Quadranten  genannt 
werden.  Wenn  kein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist,  soll  die 
Charakteristik  T  zur  Abkürzung  mit: 


(20) 


T  = 


^^. 

^ßfP^^ 

^P  +  A',»' 

^P-^f*»P-^* 

bezeichnet  werden,  indem  man  in  jeden  Quadranten  das  i/^  Element 
seiner  ft**"  Horizontalreihe  setzt.  Besitzen  alle  außerhalb  der  Haupt- 
dii^onale  eines  Quadranten  stehenden  Elemente  den  Wert  Null,  die 
in  der  Hauptdiagonale  stehenden  Elemente  aber  den  nämlichen  Wert 
w,  so  soll  dies  dadurch  angezeigt  werden,  daß  man: 

(21) 

0     'W 

in  den  betreffenden  Quadranten  setzt;  dabei  ist  der  Fall  w  =  0  nicht 
ausgeschlossen;  in  diesem  Falle  soll  jedoch  auch  die  kürzere  Be- 
zeichnungsweise, daß  man  in  die  Mitte  des  betreffenden  Quadranten 
eine  Null  setzt,  erlaubt  sein.  Endlich  soll  es  gestattet  sein,  die  zur 
Charakteristik  T  gehörige  Transformation  kurz  als  die  Transforma- 
tion T  zu  bezeichnen. 

Nachdem  im  Falle  i>  =  1  das  Transformationsproblem  schon  in  den 
die  Theorie  der  elliptischen  FunktioneD  begründenden  Arbeiten  von 
Jacobi  und  AbeP)  behandelt  worden  war,  wurde  es  für  j)  =  2  von 
Hermite*),  für  beliebiges  jp  von  Thomae'),  Clebsch  und  Gordan*) 
und  Weber  ^)  aufgestellt. 

1)  Vergl.  Enneper,  Elliptische  Funct.  etc.    2.  Aufl.,  pag.  281. 

2)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  transf.  etc.  C.  R.  Bd.  40.  1866,  pag.  249; 
aiehe  auch:  Königsberg  er,  Über  die  Transformation  etc.   J.  für  Math.  Bd.  64. 

1866,  pag.  17  und  Bd.  66.  1866,  pag.  336  und:  Über  die  Transformation  des 
zweiten  Grades  für  die  Aberschen  Functionen  erster  Ordnung.  J.  för  Math.  Bd.  67. 

1867,  pag.  68;  eine  Beproduetion  der  Hermite'schen  Abhandlung  bei  Cayley, 
On  the  transf ormation  of  the  double  Theta-fimetions.  Quart.  J.  Bd.  21.  1886, 
pag.  142;  vergl.  femer:  Laguerre,  Sur  le  calcul  des  syst^mes  Unfaires.  Extrait 
d'une  lettre  adress^e  ä  M.  Hermite.   J.  de  TJ^c.  pol.  Bd.  26.    1867,  pag.  216. 

3)  Thomae,  Die  allgemeine  Transformation  etc.  Inaug  -Diss.  Göttingen 
1864,  und:  Beitrag  zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen.  J.  fOr  Math.  Bd.  76. 
1873,  pag.  224. 

4)  Clebsch  und  Gordan,  Theorie  der  AbeFschen  Functionen.   Lpz.  1866. 
6)  Weber,   Über   die   unendlich  vielen  Formen  der  ^-Function.     J.  fftr 

Math.  Bd.  74.  1872,  pag.  67  und:  Über  die  Transformationstheorie  der  Theta- 
Funetionen,  ins  Besondere  derer  von  drei  Veränderlichen.  Ann.  di  Mat.  (2) 
Bd.  9.     1879,  pag.  126.     Zu  den  Untersuchungen  der  jetzt  folgenden  Artikel 
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§2. 

Weitere  Eigensohaften  der  Transformationuahleii  e„.. 

Man   bilde   aus   den  4^)*   Größen  c^^  (a,  /3  =  1,  2,    ••,  2p)    die 
beiden  Determinanten: 


(22)       C^ 


<hi 


^,l»+l         •••        ^,2p 


(23)      C- 


^p+1,1 

•   ^pp 

^p+l,p 

^P.P  +  1 

*         ^P,«P 
^P  +  1,«J 

^p,i 

s+l,p+l  •• 

•   ^p.p 

^p+l,«p 

^P,P+1         * 
—  ^P  +  l,! 

^P.ip 

^«p.p+1   • 
""^l,p+l 

-^P,l 
«11 

•-^P.P 
'         ^IP 

—  c. 


'p,p+l 


—  c. 


'p,«p 


pp 


beachte^  daß  C  und  C  denselben  Wert  besitzen^  und  bezeichne  diesen 
gemeinsamen  Wert  gleichfalls  mit  C.  Zur  Bestimmung  dieses  Wertes 
C  bilde  man  nun  das  Produkt  der  beiden  Determinanten  C  und  C 
in  der  Weise,  daß  man  die  Vertikalreihen  von  C  mit  den  Vertikal- 
reihen von  C"  komponiert;  die  dadurch  entstehfende  Determinante 
besitzt,  da  infolge  der  Relationen  (U)  alle  Elemente  der  Haupt- 
diagonale  den  Wert  n,  alle  übrigen  Elemente  den  Wert  0  haben, 
den  Wert  n*';  es  ist  daher  (?  =  n^^  und  folglich: 

(24)  C^BfiP, 

wobei  £*  =  1  ist;  es  wird  noch  in  diesem  Paragraphen  gezeigt  werden, 
daß  s  nur  den  Wert  + 1  besitzen  kann. 

Die  zu  den  Elementen  c^^  gehörigen  ünterdeterminanten 
2p  —  V^  Grades  der  Determinante  C  soUen  mit  y^  bezeichnet 
werden.  Diese  Unterdeterminanten  y„^  stehen  zu  den  Elementen  c^ß 
der  Determinante  C  in  einfachen  Beziehungen,  die  jetzt  ermittelt 
werden  sollen.  Zu  dem  Ende  beachte  man,  daß  infolge  der  bekannten 
Relationen,  welche  zwischen  den  Elementen  einer  Determinante  und 
ihren  Adjunkten  bestehen,  hier  die  Gleichungen: 


vergl.  noch  Frobenius,   Über   die  principale  Transformation  der  Thetafunc- 
tionen  mehrerer  Yariabeln.    J.  für  Math.  Bd.  96.     1883,  pag.  264. 
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p 
(2o)        2  (''M»y/.>  +  <^.,P^>y.;p^^)  =  0,    wenn   ^'^  Jt, 

P 

(26)  2'(^p+A',^y^>  +  ^P+A^.p+^>'/*',P+^)  =  0,  ,     ,    ,, 

(27)  ^'C^^v^p+^s-  +  ^A*,P+^yp+/u',p+.)  ^  0, 


(28) 


^  VS+/u.i'yp+A«',»'-rS+A<,p+i'yp+/''.p+i'>'       0,    wenn   /x'^ft, 


stattfinden.  Addiert  man  nun^  indem  man  unter  i;'  eine  beliebige  der 
Zahlen  1,  2,  '",p  versteht,  die  Gleichungen  (25)  und  (26)  einmal, 
nachdem  man  die  erste  derselben  mit  <^p+^,p+y;  die  zweite  mit 
—  c^,p+y  multipliziert  hat,  ein  anderes  Mal,  nachdem  man  die  erste 
derselben  mit  —  Cp+^,y',  die  zweite  mit  c^^  multipliziert  hat;  addiert 
femer  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  einmal,  nachdem  man  die  erste 
derselben  mit  Cp^^^^^^,,  die  zweite  mit  —  Cyu,p+r'  multipliziert  hat, 
ein  anderes  Mal,  nachdem  man  die  erste  derselben  mit  —  c^^f^  ^y  die 
zweite  mit  c^  ^  multipliziert  hat,  und  summiert  dann  bei  jeder  der 
vier  auf  diese  Weise  entstandenen  Gleichungen,  wahrend  man  den 
Index  fi  festhält,  in  Bezug  auf  den  Index  (i  von  1  bis  p,  so  ent- 
stehen vier  Gleichungen,  die  sich  unter  Beachtung  der  Relationen  (11) 
sofort  auf  die  Gleichungen: 

(29)       ^^^'^       ""  ^^p+/*'.p+»'''        ^yfi'.P-^y      ==  "■  ^^p+iu',y'> 

0<',y'=l,2,    ..»p) 

reduzieren.  Ersetzt  man  darin  noch  C  durch  den  oben  dafür  ge- 
fundenen Wert  (24)  und  die  Indizes  fi,  v,  die  zwei  beliebige  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2,  •  •  •,  ;>  bezeichnen,  durch  fi,  v,  so  erhält  man  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Elementen  der  Determinante  C  und  ihren 
Adjunkten  in  der  Form: 


yp^^^r  =  -  ^^'%,p^r,  yp^M.P^^  -  BilP'\,, 


GU,»'=:1,2,  •      -,1») 

Führt  man  die  für  die  Unterdeterminanten  y  soeben  gefundenen 
Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (25)— (28)  ein,  so  erhält  man  vier 
Relationen,  die  nach  Art  der  Relationen  (11)  in  die  eine  Gleichung: 

(«,•'  =  1,2,  ...,2p;  «<0 

zusanmiengefaßt  werden  können. 
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Die  Relationen  (31)  sind  eine  Folge  der  Relationen  (11)^  da  zu 
ihrer  Ableitung  nur  die  Existenz  dieser  letzteren  vorausgesetzt  wurde. 
Man  kann  aber  auch  rückwärts  von  den  Relationen  (31)  aus  wieder 
zu  den  Relationen  (ü)  gelangen.  Um  dies  einzusehen^  setze  man  in 
den  Gleichungen  (31)  für  (>,  tf  =  1,  2,  •••,  p:  c^cr  =  Cp+a.p+p, 
^e,p+<y  =  ■"  ^<i,p+?;  ^p+?,ff  =  —  Cp^a,(f,  Cpj^^^p+a  =  Ca^]  dieselben  gehen 
dann  in  Gleichungen  (II ')  über,  die  sich  von  den  Gleichungen  (II) 
nur  durch  die  Accentuierung  der  Buchstaben  c  unterscheiden  ^  und 
aus  denen  daher  sofort  Gleichungen  (31')  abgeleitet  werden  können^ 
welche  sich  von  den  Gleichungen  (31)  ebenfalls  nur  durch  die  Ac- 
centuierung der  Buchstaben  c  untersdbeiden.  Ersetzt  man  aber  in 
den  so  erhaltenen  Gleichungen  (31 ')  die  Größen  c'  durch  das^  was 
sie  bedeuten,  setzt  also  allgemein:  Ca^  =  ^p-^q^p+o,  Ca,p+Q  =  —  c^,p+a, 
^P+a,Q  =  —  Cp+e,a,  Cp^a,p+Q  =  c^a,  80  erhält  man  die  Gleichungen  (11). 
Damit  ist  bewiesen,  daß  ein  jedes  der  beiden  Gleichungensysteme  (11) 
und  (31)  als  eine  Folge  des  anderen  angesehen  werden  kann,  imd 
daß  es  daher  einerlei  ist,  ob  man  den  ip*  Größen  c^^  von  Anfang 
an  die  Bedingungen  (II)  oder  die  Bedingungen  (31)  auferlegt.  — 
Aber  auch  die  Gleichungen  (30)  können  zur  Charakterisierung  der 
Transformationszahlen  c^^  dienen,  da  sie  nicht  nur  eine  Folge  der 
Relationen  (II)  sind,  sondern  auch  umgekehrt  diese,  ebenso  wie 
im  Vorigen  die  Relationen  (31),  unter  ihrer  Anwendimg  aus 
jenen  Gleichungen  abgeleitet  werden  können,  welche  stets  zwischen 
den  Elementen  der  Determinante  C  und  ihren  Adjunkten  be- 
stehen. 

Um  endlich  zu  beweisen,  daß  die  in  der  Gleichung  (24)  und  den 
Gleichimgen  (30)  auftretende  zweite  Einheitswurzel  s  stets  den  Wert 
+  1  besitzt,  beachte  man  zunächst,  daß: 


(32) 


(0(0    = 


«'ll      -^l    ^.p  +  1        -^1,2^ 


0    ...0 


ö^ 


(O, 


pp 


0)^ 


ist,  wenn  mit  o,  wie  schon  früher,  der  Wert  der  Determinante 
^±(Oii(o^'"  cöpp,  mit  (o '  der  Wert  der  Determinante  ^±  (o^^  (o^  •  • 
bezeichnet  wird.  Subtrahiert  man  in  dieser  Determinante  für  i; » 1, 2, 
von  den  Elementen  der  i;*®°  Vertikalreihe  die  mit  fl>y,p+i,  •••,  ^v,%p 
multiplizierten  Elemente  der  p  +  1*^,  •  •  •,  2p*^  Vertikalreihe,  so  er- 
hält man  unter  Beachtung  der  Gleichungen  (I): 


pp 
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(33)    a}o'  = 


^^u    Ol/ 


-S'^v»/*  ß'i/«    •••   -^'^Via  0) 


'Pfi    ""pfi         ^AP  +  1  •••S>,8P 


-2^p^^i,p^t, — 2^p„^p,p^.t,^pi 


CD, 


G>. 


PP 


WO  alle  Suminationen  nach  /x  yon  1  bis  j9  zu  erstrecken  sind.  Die 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Determinante  ist 
aber,  wie  sofort  ersichtlich,  das  Produkt  der  zwei  Determinanten: 


(34) 


©u  • 

•0)4,0. 

•0 

«'pl- 

••«„o. 

•0 

0     • 

•  0      1- 

•         •         • 

•0 

0     ...0      0.1 


<hl 


^p         ^,p  +  l  •••^,2ji 


PP 


rp,p+l 


—  ß>1 


i,P+i 


^i,ip  ß'ii 


Ol- 


—  fl>. 


'ap+1 


""®p,«p  ®pl 


o. 


PP 


und  da  die  erste  derselben  den  Wert  o  besitzt,  so  hat  die  zweite  auf 
Grund  der  Gleichung  (33)  den  Wert  o'.  Multipliziert  man  aber  diese 
Determinante  mit  der  unter  (23)  angeschriebenen  Determinante  C\ 
welche,  wie  dort  bemerkt  wurde,  den  Wert  c^  snP  besitzt,  und  zwar 
so,  daß  man  die  Horizontalreihen  der  einen  Determinante  mit  den 
Horizontalreihen  der  anderen  komponiert,  so  erhalt  man  unter  Be- 
rücksichtigung der  Relationen  (31): 


(35) 


enPa  = 


0     •  -O 


0 

•     »       0    . 

•0 

-<p+l" 

•-"»Mp  '°a' 

—;, 

•~~  CO  -  •  •  •  —  CO     ^      CO   ^ 

p,p+l  p^ip    pl 


CO. 


PP 


Die  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  stehende  Determinante 
besitzt  aber,  wie  unmittelbar  ersichtlich  ist,  den  Wert  tj**©',  und  es 
hat  daher  die  Größe  b,  da  cd'  von  Null  verschieden  ist,  den  Wert  + 1. 
Die  Resultate  dieses  Paragraphen  können  folgendermaßen  zu- 
sammengefaßt werden: 
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I.  Satz :  Die  4jp*  Tramformationszaldm  c^^  genügen  den  p  (2p  —  1) 
Gleichungen: 

^^)        ^^l^.a^.',p+a       ^p+ctC.'J      0,   wenn   s'^p  +  €. 

(«,«'  =  1,2,-  -.»p;  «<«') 

Diese  Relationen  {UL)  sind  den  Bdationen  (11)  äquivalent,  da  nieht 
nur  sie  a«s  diesen^  sondern  auch  umgekehrt  diese  aus  ihnen  abgeleitet 
werden  hönnen. 

Bezeichnet  man  femer  mit  C  die  Determinante: 


(IV) 


c  = 


^ip      ^,p+l 


^pl      '"^pp      ^p,p+l 


^1.2p 


>«P 


^p  +  1,1  •••  ^P  +  1,P^P  +  1,P  +  1  *"  S  +  l,2p 


y/K|P  +  * 


=  -W^ 


-li 


^P  +  /",i'' 


—  —  WP        Cu,p  +  r>  yp  +  ^,p  +  r  —  W^        < 


^p,l       "'^p,p     ^P,P  +  1       •••"äp.Sp 

(V)  C  =  wP 

tmd  zwischen  den  Elementen  c„^  der  Determinante  C  und  ihren  Ad- 
junkten  y^^  bestehen  die  Beziehungen: 

fVT\        ^^*       "^^     ^p-^M^p+yf 

Cu,y=l,2,  •••,p) 

^tic%  diese  Bdationen  charakterisieren  die  Transformationszahlen  c^^ 
vollständig,  da  aus  ihnen  gleichfalls  die  Relationen  (11)  und  (111)  folgen. 

Die  Bildung  von  Systemen  von  je  4j)*  Zahlen  c„^,    welche  den  Be- 
dingungen (n),  (in)  genügen,  lehrt  Herr  Frobenius^). 

Zerlegt  man  die  Größen  o^^  in  ihre  reellen  und  lateralen  Teile 
in  der  Form: 

(36)  <^,.=%.+it,a,  (:t.:1'::Ü 

so  stellt  die  aus  den  Größen  iy,  g  gebildete  Determinante  2p*^  Grades 
n,  wie  pag.  112  bemerkt  wurde,  den  Inhalt  des  den  Perioden  cd^^ 
zukommenden  Periodenparallelotops  dar.  Setzt  man  in  derselben  Weise: 


(37) 


(O. 


fia 


%a  +  %a> 


7^  =  1,2,.    .,p  \ 
Va  =  l,2,    .   ,Sp/ 


80  ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (I): 


1)  Frobenius,    Zur  Theorie    der   Transformation    der    Thetafonctionen. 
J.  filr  Math.  Bd.  89.     1880,  pag.  40. 


138         V.  3.  Beziehungen  zwischen  den  Variablen  and  Modulen  etc. 

(38)  v=J'c„.i?,.,    c=^c^.t,.,    (:r;;i;.::y 

und  es  ist  daher  die  aus  den  Größen  ij'  und  ^'  gebildete  Determi- 
nante n'  dem  Produkte  der  Determinante  C  und  der  Determinante 
n  gleich^  also: 

(39)  n'^npn. 

n.  Sats:  Ist  die  Transformation  (Y),  durch  welche  die  Perioden  e/ 
mit  den  Perioden  o  eusammenhängen,  vom  w*®^  Grade,  so  ist  der  In- 
halt des  den  Perioden  a  zukommenden  PeriodenparaUdotops  das  n^-fadie 
des  den  Perioden  o  entsprechenden;  hei  linearer  Transformation  wird 
also  der  Inhalt  des  PeriodenparaUdotops  nicht  geändert. 


§3. 

Beiiehnngen  zwischen  den  Argumenten  und  Modalen  der 
nrsprflngliohen  und   der  transformierten  Thetafiinktionen. 

Führt  man  in  der  pag.  129  angegebenen  Weise  zu  den  Perioden  o^^ 

Thetafunktionen  '^rf|Wa  ^^y  indem  man  deren  Argumente  u  und 

Modulen  a  implizite  durch  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  oder  explizite 
durch  die  Gleichungen  (6)  und  (8)  definiert,  und  führt  ebenso  zu  den 

Perioden  o^'a  Thetafunktionen  %'  j  ^  C^l«'  ®i^>  indem  man  deren  Argu- 
mente u'  und  Modulen  a   implizite  durch  die  Gleichungen: 

p 

(40)  ^i^n^^^tm^'q}  Ou=l,2,--,P) 

p 

(41)  ^imf^^p^a^^  ^iiq^'qay  0',cT=l,2,.-.p) 

oder  explizite  durch  die  damit  äquivalenten: 

(42)  wi  =  ?2^^Ai?^'  (?=i.i.-  -.p) 

p 

(43)  a'f^a  =   —>  ^  O^gOft^p^a  (p,<i=l,8,-   -.P) 

/u  =  l 

definiert,  in  denen  o'  den  Wert  der  Determinante  ^±  cono}«  •••  a^p 
und  für  jedes  (i  und  v  von  1  bis  p  Of,„  die  Adjunkte  von  o)^,  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  so  erwächst  die  Aufgabe,  jene  Be- 
ziehungen   abzuleiten,    welche    sich    aus    den    obigen    Gleichungen 
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zwischen  den  Argumenten  u  und  Modulen  a  der  ursprünglichen  Theta- 
fimktionen  einerseits  und   den  Argumenten  u'  und  Modulen  a'  der 
transformierten  Thetafunktionen  andererseits  ergeben. 
Aus  den  Gleichungen  (6)  und  (40)  folgt  zunächst: 

(44)  ^9^i2  {2"^^^  ^/u  J  w;.  (?=i,2,--.P) 
Nun  ist  aber: 

2p  p 

(45)  o;^  =2^^«®iU.  ^'^{^ar^.  +  ^cT,p+vCI^,p+.) 

•  ==1  y=l 

Gu,a=:l,2,       ,1») 

und  daher: 

p 

/*  =  ! 

Von  den  beiden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretenden 
In  besonderen  Klammem  eingeschlossenen  Summen  besitzt  die  an 
erster  Stelle  stehende  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert 
und  zwar  den  Wert  o,  wenn  v  =  (>  ist;  die  an  zweiter  St^e  stehende 

Summe  hat  nach  (8)  den  Wert  — .a«^,  und  es  wird  daher: 


09 

p 


(47)  2^f^o  0^^  =  ^.A^„,  (e.<^=i,2,--.P) 

wenn  man  zur  Abkürzung 

p 

(48)  ^ga  =  C^g^i  +2^^^P'^^^Q^  iQ.o=^hi,-,P) 

setzt.  Aus  (44)  erhalt  man  aber  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den 
Argumenten  der  ursprünglichen  und  der  transformierten  Theta- 
fanktionen  in  der  Gestalt: 

p 

(49)  TCiu^  ^^^A^^a^  (^=1,2,. ..,p) 

CT  =  1 

Läßt  man  in  der  Gleichung  (I)  an  Stelle  der  a  die  2p  Systeme 

korrespondierender    Periodizitatsmodulen    der    Funktionen    ^  T H  f[u}^ 

treten,  so  gehen  die  Größen  o^'y  (ft,  v  =  1,  2,  •••,!))  in  die  durch  die 
Gleichungen  (48)  definierten  Großen  A^^  über.    Es  erscheinen  also 
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die  ^^y  als  spezielle  Fälle  der  o^y  und  man  schließt  daraus^  weil  die 
Determinante  ^±  (OnOn  •••  (Opp  von  Null  verschieden  ist,  daß  auch 
die  Determinante  ^±  A^^  A^^  -  -  •  A  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzt.  Bezeichnet  man  aber  denselben  mit  A^  und  die 
Adjunkte  von  -4^  in  dieser  Determinante  mit  Ä^a,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  (49)  durch  Auflösung  nach  den  u  als  Unbekannten: 

(50)  K-^2^9<'^9'  (-i.v.-.P) 

Multipliziert  man  femer  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung  (47) 
mit  Uay  und  summiert  über  ö  von  1  bis  p,  so  erhält  man  bei  gleich- 
zeitiger Vertauschung  der  beiden  Seiten  der  Gleichung  zimächst: 

und  hieraus  wegen  (41): 

Nun  ist  aber  nach  (1): 

ip  p 

und  daher: 

Von  den  beiden  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretenden 
in  besondere  Klammem  eingeschlossenen  Summen  besitzt  die  an  erster 
Stelle  stehende  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und 
zwar  den  Wert  o,  wenn  X  =  q  ist,  die  an  zweiter  Stelle  stehende 

Summe  hat  nach  (8)  den  Wert  — .a^,  und  es  wird  daher: 

p 

wenn  man  zur  Abkürzung 
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p 

(56)  ^^.=  V^^^^'+jS'v^.P+^V  (?.-=i,2,...,p) 

setzt.     Aus  (52)  erhält  man  aber  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den 

Modulen  der  ursprünglichen  und  der  transformierten  Thetafunktionen 

in  der  Gestalt: 

p 

(57)  ^iS^r-^^^^ffO^v  (^.v=l,2,      .,p) 

CT=1 

oder,  nach  den  a«»  als  Unbekannten  aufgelöst,  in  der  Form: 

p 

(58)  <.  =  J^^^^a^e--  (a,.==l,2,   ..,p) 

m.  Satz:  Zwischen  den  Argumenten  u  und  Modulen  a  der  ur- 
sprünglicJien  Thetafunktionen  einerseits  und  den  Argumenten  u  und 
Modulen  a  der  transformierten  Tlietafunktionen  andererseits  bestellen 
folgende  Beziehungen:   Setzt  fnan  zur  Abkürzung: 

p 
(VH)  A^^  =  c^^ni  +^c,^p+^%^y 

x=l 

(/i,V=:l,2,.     .,p) 
P 

x==l 

50  sind  die  Argumente  u  mit  den  Argumenten  u  durch  die  Gleichungen: 

p 

(IX)  %-^-i2^f^-^-''  (^=i.«,-  .p) 

»•=1 
oder: 

p 

(X)  <  =  ^2^^.w^;  ("-Li.-  .P) 

die  Modulen  a  mit  den  Modtden  a   durch  die  Gleicfiungen: 

p 

(XI)  B^^  =  ii2^f^-^-9>  (A*,p=l,2,...,p) 

oder: 

p 

(xn)  a;^  =  x^2^f^-^M^  (n(?=i.2.-.p) 

verhnüpft.  In  diesen  Gleichungen  ist  mit  A^  (fer  «fefe  von  Null  ver- 
schiedene Wert  cfer  Determinante  2±  -4^  -4^j  •  •  •  A^^  und  mit  Ä^^  die 
Adjunkte  von  A^^  in  dieser  Determinante  bezeichnet. 
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§4. 
Zusammeiuietiimg  von  Tranflformationen. 

Wendet  man  auf  die  mittelst  der  Transformation  T: 

(59)  Kß=^<^ßr'»,r  C:J:t.:::U 

von  der  Ordnung  n  eingeführten  Perioden  oof  eine  neue  Trans- 
formation T': 

(60)  co;;»^'^«^/^  e=l;i.':;J 

von  der  Ordnungszahl  n'  an,  so  definieren  die  aus  den  Gleichungen 
(59)  und  (60)  durch  Elimination  der  Größen  (o  entstehenden 
Gleichungen: 

(61)  «.;;=J'c^>..,  (::l:f::::U 

in  denen  zur  Abkürzung 

(62)  Cäy  =  ^,  Caß  Cßy  (a,  r=l,  2,   .  • ,  2p) 

gesetzt  ist,  eine  dritte  Transformation  T". 

Im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (61)  folgt  schon  aus  der  Natur 
der  Zahlen  c"  als  Transformationszahlen,  daß  sie  Relationen  von  der 
Form  (U)  und  (III)  genügen;  man  kann  dies  aber  auch  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  (62)  nachweisen,  indem  man  die  Zahlen  c"  durch 
ihre  Ausdrücke  in  den  c  und  c'  ersetzt  und  beachtet,  daß  die  Zahlen  c 
die. Relationen  (II),  (IH)  erfüllen,  die  Zahlen  c  aber  Relationen  (H'), 
(HI'),  welche  aus  (H),  (IH)  dadurch  hervorgehen,  daß  man  die  Buch- 
staben c  durch  c'  und  gleichzeitig  n  durch  n  ersetzt.  So  findet  man 
zunächst: 

p 

^WT     ^         II  II  fl  II     N 

(63)  ^=1 
%p     ip     p 

=  ^  ^  ^  V^qaCp^Q^ß  —  Cp^^^aC^ßjCatCßt'j 
a=l  (t=l  ^=1 

(•,«'=:1,2,    ..,2p) 

hieraus  aber  wegen  der  Relationen  (H"): 
p  p 

(64)  2(c;;c;;^,.' - cp+^,. v)  =  n'^{c^,c^^,^, - ^p+a,.Ca^) 

(•,.'=1,2,...,  2p) 
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und  sodann  wegen  der  Relationen  (11): 

(65)  2^^  (c,.c,^,^,  -  cp,,..  c,,)  =  ^^     ^^^^  ^.^^  _^  ^^ 

und  erkennt  dadurch  zugleich^  daß  die  Ordnung  n"  der  Trans- 
formation jT"  mit  den  Ordnungen  n  und  n'  der  Transformationen  T 
und  T'  durch  die  Gleichung: 

(66)  n"  =  nn' 

zusammenhängt. 

Denkt  man  sich  die  Gleichungen  (VII)  —  (XII)  für  die  Trans- 
formationen T^  T  und  T"  angeschrieben^  so  ergeben  sich  aus  den 
so  erhaltenen  18  Gleichungen  u.  a.  auf  leicht  ersichtliche  Weise  die 
bemerkenswerten  Beziehungen: 

p 

(67)  iii  ^^V  ^^,  A^^  A^y , 

(68)  ni Bl^'y  =  ^,  Af,^B^^ , 
und  hieraus  ferner  die  Gleichungen: 

(69)  ^;;  =2"  (c;?  ^.?  +  <,+,  b^,)  , 

C".»'=l,2,     .,p) 

(70)  B^\  =^  (rp+^^^/zc  +  ^p+^p+e^i«?)- 

2>iß  Transformation  T",  deren  Transformationszdhien  c"  ates  cfe« 
TransformationszaJden  c  und  c  der  Transformationen  T  und  T  sich 
gemäß  der  Gleichungen: 

2p 

(XTTT)  Cay  =  ^,  cj/j c^y  («, y=i, 2, •• ,  2p) 

msammensetzen,  toird  die  aus  den  Transformationen  T  und  T'  m- 
sammengesetzte  Transformation  genannt  Die  Beziehung  zwischen  den 
drei  Transformationen  T,  T\  T"  toird  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

(XIV)  T'^TT 

fixiert.     Die   Ordnung  w"   der  zusammengesetzten   Transformation   ist 
gleich  dem  Produkte  der   Ordnungen  n  und  n    der  einzelnen  Trans 
formaiionen. 

Der  Tatsache,  daß  aus  zwei  Transformationen  durch  Zusammen- 
setzung wieder  eine  Transformation  hervorgeht,  wird  Ausdruck  ge- 
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geben,  indem  man  sagt,  daß  die  Transformationen  eine  GhrtAppe 
bilden.  Man  kann  nnn  auf  die  angegebene  Weise  aus  mehreren 
Transformationen  2\,  Tj,  •••,  T^,  nachdem  man  dieselben  in  eine  be- 
stimmte Reihenfolge  gebracht  hat,  durch  Zusammensetzung  eine  neue 
Transformation  erzeugen,  welche  die  aus  den  Transformationen  2\, 
Tg ,  •  •  • ,  T^  zusammengesetzte  Transformation  genannt  und  mit  T^T^'-T^ 
bezeidinet  werde.  Die  Ordnung  der  zusammengesetzten  Transformation 
ist  gleich  dem  Produkte  der  Ordnungen  der  einzelnen  Transformationen. 
Bei  der  Zusammensetzung  der  Transformationen  gilt  das  Assoziations- 
gesetz, d.  h.  man  erhält  dasselbe  Resultat,  ob  man  die  Transformationen 
der  Reihe  nach  zusammensetzt,  oder  ob  man  dieselben  zuerst  gruppen- 
weise vereinigt  und  dann  die  den  einzelnen  Gruppen  entsprechenden 
Transformationen  in  der  durch  die  Qruppen  bestimmten  Reihenfolge 
zusammensetzt.  Dagegen  gilt  bei  der  Zusammensetzung  von  Trans- 
formationen das  Kommutationsgesetz  nicht;  es  ist  im  allgemeinen  die 
Transformation  T^T^  von  der  Transformation  T^T^  verschieden. 

Unter  allen  Transformationen  gibt  es  eine  ausgezeichnete,  bei  der: 

(71)  «;. = %.  (::tt:.:y 


ist;   dieselbe  soll  die  identische  Transformation  genannt  und  mit  J 
bezeichnet  werden;  sie  entsteht,  wenn  man: 

(72) 

setzt;  es  ist  daher: 


«««  =  1, 


Oafi-O 


(ct,fi=l,t,-   -.ip;  a^fl) 


(73) 


J  = 


1  •  ••  0 

.  .  . 

0 

0  •  •  •  1 

1  •  •  .  0 

0 

.  .  . 

0     •  •  1 

die  Ordnung  dieser  Transformation  ist,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  1. 
Setzt  man  die  Transformation  J  auf  eine  der  beiden  möglichen  Weisen 
mit  einer  beliebigen  Transformation  T  zusammen,  so  entsteht  die  Trans- 
formation T  wieder;   d.  h.  es  ist: 

(74)  JT^T,        TJ^T, 

Zu  einer  gegebenen  Transformation  T  kann  man  immer  eine  und 
nur  eine  Transformation  T'  finden,  sodaß: 

(75)  TT  =  J 

ist.  Um  dies  zu  beweisen,  hat  man  unter  Beibehaltung  der  oben  an- 
gewandten Bezeichnung  zu  gegebenen  Zahlen  c^^^  die  Zahlen  c^ß  so 
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zu  bestimmeD;  daß  die  früher  mit  T"  bezeichnete  Transformation  die 
identische  wird.    Dies  liefert  zur  Bestimmung  der  Caß  die  Gleichungen: 

/nn\  ">^    '  li  wenn  y  =  a, 

(76)  ^,CaßC.^=-  r!  >  (er,  y-l,  2,  • .  • ,  2p) 

^    ^  ^^  ^  p^      0,  wenn  y  <  a, 

aus  denen,  wenn  man  wie  früher  die  Unterdeterminanten  2p  —  V^  Grades 
der  Determinante  ^±  CiiCjj  •••  Cj^  2^  mit  y^^  bezeichnet  und  be- 
achtety  daß  diese  Determinante  selbst  den  Wert  n^  hat: 

(77)  c„'^=-ly  (a./J=1.2,...,2p) 

folgt,  und  es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (VI): 
,   _  1  , 1^ 

V^)  (/i,y=l,2,...,p) 

_        1  ,  1 

Die  so  für  die  c'  gefundenen  Werte  erfüllen  die  Gleichungen  (II'), 
(IIF),  wenn  man  darin  n  =  —  setzt.     Man  hat  also  den 

rv.  Satz:  Zu  jeder  Transformation  T  gibt  es  eine  und  nur  eine 
andere  T"^,  welche  durch  die  Gleichung: 

(XV)  TT-'^^J, 

in  der  J  die  identische  Transformation  bezeichnet,  vollständig  bestimmt 
ist.  Ist  T  von  der  Ordnung  w,  so  ist  T"*  von  der  Ordnung  -  und 
ihre  TransformationsjsaJilen  c  sind  durch  die  Gleichungen: 

\^^^)  (Ai,y=«l,2,.     ,p) 

^p+^,v~       n^p+vtfif  ^p+i",p+y  ""  n^^i«^ 

bestimmt  Die  Transformation  T"^  tüird  die  zur  Transformation  T 
inverse  Transformation  genannt. 

Daß  auch  umgekehrt  T'^T  =  J,  also  auch  T  die  inverse  Trans- 
formation von  T"^  ist,  leuchtet  ein.  Führt  die  Transformation  T 
von  den  Perioden  o  zu  den  Perioden  ©',  so  führt  die  inverse  Trans- 
formation T"^  umgekehrt,  auf  die  Perioden  co'  angewandt,  zu  den 
Perioden  co  zurück.  Dementsprechend  liefert  das  System  der  Glei- 
chungen (Vn)  —  (XII),  wenn  man  es  für  die  inverse  Transformation  T"^ 
aufstellt,  die  nachfolgenden  Gleichungen,  in  denen  der  bequemeren 
Vergleichung  mit  den  ursprünglichen  wegen  allenthalben  die  Buch- 
staben ft  und  V  mit  einander  vertauscht  sind.     Setzt  man: 

Krftier,  ThetafnnktioneiL  10 
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p 
(79)  wa,^  =  c^+,^p+^Äi-^c^p+^a;^, 


(Ai,f=l,2,--,p) 


P 

(80)  w»,^  =  -  c^+,,^  ^i  +^  c^^  a,;, 
so  ist: 

(81)  <  =  ;^.S«.M^.  (-!.*.•  -.P) 
oder: 

(82)  %  =  ^2K<>  0.=».«.-.p) 
und: 

(83)  %  =  ^i2^^>'%<!'  (n?=M.-.rt 


oder: 


/i=i 


%<i-S.2!' 


(84)  «.«  =  F2-^^M»^f>  o..f=i.v...,) 

wo  Z^  den  Wert  der  Determinante  ^±%,i%ti'"  ^pp  ^^^  ^r/i  ^® 
Adjunkte  von  Ä^^  in  dieser  Determinante  bezeichnet,  und  es  ist  nun 
mit  Rücksicht  am  das  vorher  Bemerkte  der  durch  die  Gleichungen 
(81)  und  (82)  ausgedrückte  Zusammenhang  zwischen  den  Variablen  u 
und  m'  genau  derselbe  wie  der  durch  die  Gleichungen  (IX)  und  (X) 
bestimmte,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichungen  (81)  sind  mit 
den  Gleichungen  (X),  die  Gleichungen  (82)  mit  den  Gleichungen  (IX) 
identisch;  ebenso  ist  der  durch  die  Gleichungen  (83)  und  (84)  ver- 
mittelte Zusammenhang  zwischen  den  Modulen  a  und  a  genau  der 
gleiche  wie  der  zwischen  diesen  Größen  durch  die  Gleichungen  (XI) 
und  (XII)  definierte,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gleichungen  (83) 
sind  mit  den  Gleichungen  (XI)  identisch,  während  die  Gleichungen  (84) 
in  derselben  Weise  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  Mo- 
dulen a  darstellen,  wie  es  die  Gleichungen  (XQ)  nach  den  Modulen  a 
tun.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  kann  man  sich  auch 
direkt  überzeugen,  insbesondere  aber  mit  Hilfe  der  aus  (67)  für 
T  ^  T'\  T"  =  J  folgenden  Gleichungen: 

i^     ^    ^  0,     wennfA<i/, 

aus  denen: 
(86)  81^,  =  <g!  J,^,        A^,  =  ^-^'«,,         o...=M.-.,) 

folgt.     Man  wird  noch  bemerken,  daß  die  Gleichungen  (68),  je  nach- 
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dem  man  die  Transformationen  T^T\T"  mit  den  Transformationen 
T,  T"  \  J  oder  mit  den  Transformationen  T"  \  T,  J  identisch  werden 
läßt^  in  die  Gleichungen: 


(87)  S'^.A 
oder: 

(88)  ^«.,J5^. 


^^^xta^^  0«i,y=i.2,--,p) 


=^jttauy  o<,y=i,8,.-.,i>) 


übergehen,  die  auf  Grund  der  Gleichungen  (86)  mit  den  Gleichungen  (84) 

und  (Xn)  übereinstimmen. 

Eine  beliebige  Transformation  T  kann  man  immer  aus  m  Trans- 
formationen, von  denen  m  —  1,  etwa  T^,  •••,  T^_i,T^^i,  -",  T^  will- 
kürlich angenommen  werden  können,  während  die  w**  T^  durch  diese 
und  die  Transformation  T  eindeutig  bestimmt^  ist^  zusammensetzen  in 
der  Form: 

(89)  T=T,...T^_,T^T^^,.:T„. 

Setzt  man  nämlich,  indem  man  die  zu  den  gegebenen  Transfor- 
mationen 2\,  •  •  •,  y^_i,  y^+i;  •  •  •?  ^m  inversen  Transformationen  mit 
^r\  -'  T-,-v  V+i'  •  •  •'  ^'  bezeichnet: 

(90)  T^  =  T;::,..-Tz'T'r:'...T;l, 

und  fahrt  das  so  bestimmte  T^  in  die  Gleichung  (89)  ein,  so  wird 
dieselbe  richtig.  Umgekehrt  folgt  aus  der  obigen  Gleichung,  sobald 
man  sie  als  bestehend  voraussetzt,  für  T^  immer  der  aufgestellte  Aus- 
druck. Die  Transformation  T  ist  also  eindeutig  bestimmt,  sobald  die 
Transformation  T und  die  Transformationen  Tj,  •  •  •,  T^  j^,  JV^^,  •  •  •,  T^ 
gegeben  sind,  und  ihre  Ordnung  n^  setzt  sich  ans  der  Ordnung  n  der 
Transformation  T  und  den  Ordnungen  w^,  ••  •,  w^_i,n^^i,  •••,n^  der 
Transformationen  ^i,  •  •  •,  2'^_i,  ^^+1,  •  •  •;  ^^  zusammen  vermittelst  der 
Gleichung: 

(91)  n^ 

Das  hier  entwickelte  Prinzip  der  Zusammensetzung  einer  Trans- 
formation T  aus  mehreren  ist  für  die  Transformationsäieorie  als  ein 
fundamentales  anzusehen;  durch  Anwendung  desselben  kann  man 
nämlich,  wie  in  den  folgenden  Artikeln  ausgeführt  wird,  das  allge- 
meine Transformationsproblem  auf  gewisse  einfache  zurückführen. 


lO^ 
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§5. 

ZusammenBetzimg  einer  gannahligen  linearen 
Transformation  ans  elementaren. 

Ist  eine  Transformation  T  eine  ganzzahlige  lineare ,  so  ist  es, 
wie  der  Satz  IV  zeigt,  auch  die  inverse  T"^  Da  ferner  in  diesem 
Falle  jede  ganzzahlige  lineare  Verbindung  der  cd  auch  eine  ganz- 
zahlige lineare  Verbindung  der  co'  ist  und  umgekehrt,  so  ist  jeder 
Gitterpunkt  im  Periodengitter  der  o  auch  ein  Gitterpunkt  im  Perioden- 
gitter der  (o  und  umgekehrt.  Die  Periodengitter  der  m  und  m'  haben 
also  für  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation  die  nämlichen  Gitter- 
punkte. Daß  die  Periodenparallelotope  dann  in  beiden  Fallen  den 
nämlichen  Inhalt  haben,  leuchtet  ein. 

Die  ganzzahligen  linearen  Transformationen  bilden  für  sich  eine 
Gruppe;  denn  setzt  man  irgend  zwei  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mationen zu  einer  neuefi  Transformation  zusammen,  so  ist  diese  wieder 
eine  ganzzahlige  lineare.  Mit  Rücksicht  darauf  kann  man  die  Frage 
aufwerfen,  ob  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  linearer  Transfor- 
mationen Z*i,Z/2,  •••,  L^  gefunden  werden  kann,  aus  denen  sich  jede 
beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  L  zusammensetzen  laßt 
in  der  Form: 


(92)  L^  Ll^Ll^ ...  Ll^'lf^^ ...  L\^L^  ..•  LI 


m    f 


wobei  die  cc, /3,  ***;  Q   positive   ganze   Zahlen,    die   Null   nicht   aus- 
geschlossen, bezeichnen.     Aus  der  Gleichung  (92)  ergibt  sich  sofort: 

(93)  LL-o- ... i,-?«L;*«  •••  A""'^;""  •••  ^r*^:"'  =  j> 

und  man  kann  daher  die  Frage  auch  so  stellen,  ob  es  eine  endliche  Anzahl 
ganzzahliger  linearer  Transformationen  Lj""\  l/^\  •••,  L~^  gibt,  ver- 
mittelst deren  sich  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  L 
in  der  Form  (93)  auf  die  identische  Transformation  J  reduzieren  läßt 
Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  definiere  man  die  folgenden 
speziellen  ganzzahligen  linearen  Transformationen,  indem  man  unter 
Qf6  irgend  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  •••;!>  versteht. 

1.  Die  Transformation  -4"^,  bei  der: 

(94)  c,,  =  1  für  a  =  1,  2,  ...,  2p  und  c^,,^^  =  -  1 

ist,   während   alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null 
besitzen. 

2.  Die  Transformation  5"^,  bei  der: 
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(95)  C/i^  =  Cp+^,p+M==l    ^^   f*  =  l;2,--.,(>-l,(>  +  l;--,P    und 

%p-^9  *=  ""  1;  ^p+^,^  ==  +  1 
ist^   während  alle   übrigen   Transformationszahlen   c  den   Wert  Null 
besitzen. 

3.  Die  Transformation  C"^,  bei  der: 

(96)  c,„=l   für  «  =  1,2,-,  2p  und  c^„»-l,c,^„_,^^  =  + 1 

ist;  während  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null 
besitzen. 

4-  Die  Transformation  D"/,  bei  der: 

(97)  ^,,  =  ^p+„p+^  =  l    für 

ft  =  1,2,    ..,  p-  !,(>  +  1,  ...,  <y-l,<y+  1,  •••,  JP   und 

ist,  während  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null 
besitzen. 

Setzt  man  eine  Transformation  T  mit  der  Transformation  A~^ 

-1  ^ 

zur  Transformation  TA      zusanmien,  so  unterscheidet  sich  diese  von 

der  Transformation  T  dadurch,  dafi  die  Elemente  der  p*®^  Horizontal- 
reihe Yon  T  durch  neue  ersetzt  sind,  welche  aus  den  ursprünglichen 
durch  Subtraktion  der  entsprechenden  Elemente  der  p  +  p*®"  Horizontal- 
reihe hervorgehen,  sodaß  also  für  a  =  1,  2,  •  •  •,  2|)  c  durch 
«^a-^+e,«  ersetzt  ist. 

Setzt  man  eine  Transformation  T  mit  der  Transformation  B'^ 

-1  .         .        .         ^ 

zur  Transformation  TB      zusammen,  so  unterscheidet  sich  diese  von 

der  Transformation  T  dadurch,  daß  die  Elemente  der  q^^  Horizontal- 
reihe von  T  mit  den  Elementen  der  p  +  p*^  vertauscht  sind,  nach- 
dem man  zuvor  die  letzteren  sämtlich  mit  —  1  multipliziert  hat,  sodaß 
also  f&r  «  =  1,  2,  .-.,  2|>  c^^  durch  —  0^+^,«  und  c^^^^„  durch  c^„ 
ersetzt  ist. 

Setzt  man  eine  Transformation  T  mit  der  Transformation  C"^ 

-1  .         .         .         ^ 

zur  Transformation  TG      zusammen,  so  unterscheidet  sich  diese  von 

der  Transformation  T  dadurch,  daß  die  Elemente  der  q^^  Horizontal- 
reihe von  T  durch  neue  ersetzt  sind,  welche  aus  den  ursprünglichen 
durch  Subtraktion  der  entsprechenden  Elemente  der  6'^^  Horizontal- 
reihe, gleichzeitig  aber  die  Elemente  der  p  +  d*^  Horizontalreihe 
von  T  durch  neue  ersetzt  sind,  welche  aus  den  ursprünglichen  durch 
Addition  der  entsprechenden  Elemente  der  p  +  q^^  Horizontalreihe 
hervorgehen,  sodaß  also  für  a  =  1,  2,  •  •  •,  2|)  c  durch  c^^'^  ^aa  ^°^ 
Cp+a,«  durch  c^+^,„  +  c^+^,„  ersetzt  ist. 
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Setzt  man  endlich  eine  Transformation  T  mit  der  Transfor- 
mation D~*  zur  Transformation  TD'^  zusammen,  so  unterscheidet 
sich  diese  von  der  Transformation  T  dadurch  ^  daß  die  Elemente  der 
p*®^  Horizontalreihe  von  T  mit  den  entsprechenden  Elementen  der 
6^^  und  gleichzeitig  die  Elemente  der  p  +  p*®"  Horizontalreihe  von  T 
mit  denen  der  p  +  d*^  vertauscht  sind,  sodaß  also  für  a  ==  1,  2,  •  •  •,  2p 
c^„  mit  c^^  und  c^^a.a  ^^^  ^p-\-q,a  ^en  Platz  gewechselt  hat. 

Auch  mag  für  das  Folgende  bemerkt  werden,  daß  durch  noch- 
malige Zusammensetzung  der  Transformation  TB"^  mit  der  Trans- 
formation J?"^  eine  Transformation  TB'^  erhalten  wird,  welche  sich 
von  T  nur  dadurch  unterscheidet,  daß  die  sämtlichen  Elemente  der 
p**"  und  p  +*9**°  Horizontalreihe  von  T  mit  —  1  multipliziert  sind, 
sodaß  also  für  a  =  l,2,  •••,  2p  c^„  durch  —  c^«  und  c^^^^^  durch 
-"S+?,«  ersetzt  ist. 

Ist  nun  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  L  gegeben,  so 
fasse  man  zunächst  nur  die  Elemente  c^^  %  •  •  •  Cpi  |  <^p^\,  i  ^p+2,1  * '  *  ^p,  1 
der  ersten  Vertikalreihe  ins  Auge.  Durch  Zusammensetzung  der 
Transformation  L  mit  passend  gewählten  Transformationen -4"^,  B~^ 
(p  =  1,  2,  •••,!))  kann  man  aus  L  zuerst  eine  neue  Transformation 
ableiten,  bei  der  Cp+1,1  =  ^p+2,1  =^  '"  ==  ^i»,i  =  ^  i^*?  ^^^  hierauf 
aus  dieser  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen  C^ 
(jf^6  =^\y2y"'yp)  eine  weitere,  bei  der  auch  p—\  der  p  Zahlen 
^ii;^2i>"*>  ^p\  gleich  Null  sind,  und  nur  die  p^  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  hat.  Falls  dieser  Wert  negativ  ist,  kann  man  ihn 
durch  Zusammensetzung  der  jetzigen  Transformation  mit  einer  Trans- 
formation J?"^  positiv  machen,  und  endlich  kann  man  ihn  durch 
Zusammensetzung  mit  einer  Transformation  D'^  an  die  erste  Stelle 
bringen,  sodaß  schließlich  Cj^  =  Cjj  ==  •  •  •  ==  c^^^  1  =  0  und  Cn  >  0  ist. 

Indem  man  nun  die  erste  und  p  +  1'®  Horizontalreihe  aus  dem 
Spiele  läßt  und  die  übrigen  Elemente  •  c«  ^32 "  * '  ^p2 1  *  ^p+2,2  ^p+3,2  "  *  ^#»,2 
der  zweiten  Vertikalreihe  ins  Auge  faßt,  kann  man  in  der  gleichen 
Weise  wie  vorher  durch  Zusammensetzung  der  gewonnenen  Trans- 
formation mit  Transformationen  -4"\  B'^  (p  =  2,  3,  •  •  •,jp)  zunächst 
eine  neue  Transformation  ableiten,  bei  der  c^^g  3  =  c^^j  j  =  •  •  •  =  c^^  2  ==  0 
ist^  und  sodann  aus  dieser  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen 

^ga9^Q^9^ga(9f^'^^>^7"'9P)  ^^^^  Weitere,  bei   der  auch  noch 
^82  =  ^42  ™  •  •  •  ™  ^p2  ==  0  ^s*>  während  Cjj  >  0  ist. 

So  fortfahrend  erkennt  man,  daß  man  aus  der  Transformation  L 
durch  Zusammensetzung  mit  passend  gewählten  Transformationen 
-4"  7^g^f  ^gaf^ga  i^f  ^  "^  ^>^f  "'}P)   ^^^^  ^^^^  Transformation: 
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(98)  L' 


0    c„ 

''„p 

0    0 

■■^p 

0   W.»-' 
0    0 

' '  ^p+l,p 
■  ■  ^p+hp 

^P  +  H. 

0    0 

•  0 

ableiten  kann,  bei  der  für  Qy  6  =  1,  2,  -",  p  alle  Elemente  c    ,  bei 


denen  Q>(f,  und  alle  Elemente^  c^^^  ,y,  bei  denen  q'^6  ist,  den 
Wert  Null  besitzen.  Von  den  übrigen  Elementen  haben  die  posi- 
tiven Elemente  Cj^,  c^^,  •••,  c^^  sämtlich  den  Wert  Eins,  da  nach  (V) 
bei  einer  linearen  Transformation  die  Determinante  C  der  4p^  Zahlen 
deq  Wert  Eins  besitzt,  für  die  Transformation  L'  aber  sich  diese 


^aii 


Determinante  auf  c^,  c^^"' ^pp '^dt  ^p+i,p+i ' ' ' ^2p,2p  reduziert.  Sobald 
aber  nachgewiesen  ist,  daß  die  Größen  c^i,  c^,,  •••,  c^^  von  Null  ver- 
schieden sind,  ergeben  die  aus  (II)  folgenden  Relationen: 


(99) 


Qfi^P  +  Qf^         ^P  +  Qtft^Q 


^py)  =  ^f        Cu,r  =  l,2,       ,/»;^<f) 


indem  man  darin  zuerst  f*  =  l,  sodann  /t  =  2,  •  •  •,  endlich  (i  ^ p 
setzt,  daß  in  der  Transformation  L'  auch  diejenigen  Zahlen  c^^  , 
bei  denen  q  <6  ist,  sämtlich  den  Wert  Null  besitzen,  daß  also  die 
Transformation  L'  die  einfachere  Gestalt: 


(100) 


hat. 


1  C18  •  • 

•«'ip 

0  1    •• 

•  V 

•    •    • 

•  • 

"ftK  +  r 

, 

0  0    •• 

•  1 

0 

*>  +  /«.  I>  +  » 

Durch  Zusammensetzung  mit  passend  gewählten  Transforma- 
tionen CT^  (p,  <y  ==  1,  2,  •  •  •,  2))  kann  man  nun  weiter  aus  der  Trans- 
formation L'  eine  neue: 
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1  0  •••  0 
0  1  •••  0 


(101) 


L"  = 


0  0 


0 


>.!>  +  * 


T>  +  M>  +  » 


ableiten,  bei  der  auch  alle  Elemente  c  ,  bei  denen  f  <.<f  ist,  den 
Wert  Null  besitzen,  und  schließt  dann  mit  Hilfe  der  aus  (II)  folgen- 
den Relationen: 


(102) 


^Qfl  ^p-\-Q,p-i-V  ^p-\-Q,ßi   %P  +  v) 


1,   wenn   ft  =  v, 
0,   wenn   f*  ^  v, 


Gu,,'^!,«,. 


,P) 


sofort,  daß  alle  Elemente  ^^+^,^,+^7  ^^i  denen  ft  ^  v  ist,  den  Wert 
Null,  die  Elemente  c« .  „  „  .  „  aber  sämtlich  den  Wert  1  besitzen,  die 
Transformation  L"  also  die  einfachere  Form: 


1  •••  0 

.    .    . 

^f.P  +  r 

0  •••  1 

1  •••  0 

0 

.    .    . 

0  •    •  1 

(103) 


hat 

Aus  der  Transformation  L''  kann  man  aber  endlich  dnrch  Zu- 
sammensetzung mit  Transformationen  J.""\  B~^  (p  =  1,  2,  •••,  p) 
eine  Transformation  ableiten,  bei  der  auch  alle  Elemente  c^,p+y  den 
Wert  Null  besitzen,  welche  also  die  identische  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  jede  ganzzahlige  lineare  Transformation 
L  durch  Zusammensetzung  mit  Transformationen  von  der  Form 
AT",  B^\  Cr,\  D-;  (p,  d  ==  1,  2,  . . .,  p)  in  der  durch  die  Gleichung 
(9o)  dargestellten  Art  auf  die  identische  Transformation  J  reduziert 
werden  kann,  und  man  schließt  daraus  in  der  dort  angegebenen  Weise 
weiter,  daß  daher  umgekehrt  jede  ganzzahlige  lineare  ^Transformation 
sich  aus  den  Transformationen  Ä  ,  J?  ,  CL^,  D^  (p,  <?  =  1,  2,  ••  •,  |)) 
zusammensetzen  läßt. 
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V.  Satz:  Jede  ganzzaldige  lineare  Transformation  L  läßt  sich 
aus  den  ^p(Sp+l)  „elementaren'^  linearen  TransformaHofien  Ä^ 
(p==l,2,  ...,p),  5^  ((^=1,2,...,!)),  C^,  (p,d«l,2,.  .,i);p^(j), 
D^  (p,  (J  =  1,  2,  •  •  •,  p;  (>  <  (?)  zusammensetzen;  dabei  ist: 

1.  für  die  Transformation  A^: 

(XVn)      c,,  =  l    für    «  =  1,  2,  ...,2i>    und    c^.^+^=l, 
während  alle  Übrigen  Transformationssahlen  c  den  Wert  NuU  besiteen; 

2.  für  die  Transformation  B^: 

,^,^,    c^;.  =  <'p+^.p+/.  =  1    f^   ^  =  1,2,   ••,  C-1,P  +  1,",1> 

(^vni)  „^  Sp^,  =  +  i,  «,+,.,  =  -1, 

während  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  NuU  besitzen; 

3.  für  die  Transformation  C    : 

(XIX)    c„„=l  für  a=l,2,...,  2i),   Mm?  c^^  =  l,Cp^^^p^^  =  -l, 
während  aüe  übrigen  Transfortnationszahlen  c  den  Wert  Ntdl  besitzen; 

4.  für  die  Transformation  D^„: 

(^)  und     c^,^c,^=^c^^^^^^,^c^^,^^^^^l, 

während  aüe  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null  besitzen. 

Die  auf  diese  Weise  gewonnenen  il?(3|>+l)  erzeugenden  Trans- 
formationen können  ohne  Mühe  auf  eine  geringere  Anzahl  reduziert 
werden.  Mit  Hilfe  der  \{jß—\)p  Transformationen  D^„  kann  man 
nämlich  alle  Transformationen  A  ^  B  ,  C^„  auf  je  eine  einzige  unter 
ihnen  reduzieren^  da^  wie  eine  einfache  Überlegung  zeigt: 

(105)  B^  =  A^A  A^,  (?==2,8,...,p) 

(106)  C^,=^D,^D,,C,,D,,D,^  (Q,o^l.2,.',p;^^a) 

ist,  und  man  hat  daher^  da  endlich  noch  die  ^  (p  —  l)p  Transforma- 
tionen D^„  selbst  auf  Grund  der  Formel: 

(107)  2),„-D,.,+x2>,+x„+,--D„_,.„i)„_,.„_.--.D,„+i 

auf  die  p  — 1  Transformationen  D^,  D^g,  •••,  Dp^i.p  unter  ihnen  re- 
duziert werden  können,  schließlich  als  erzeugende  Transformationen 
die  folgenden  p  -\-2: 

(108)  A,,  B„  C„,  A„  A.,  •  •  •,  -D,-!.,- 

VL  Sata:  Jede  ganzzahlige  lineare  Transformalion  L  läßt  sich 
aus  den  p  +  2  elementaren  linearen  Trans formalionen: 
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(XXI)  Ä,,  B„  C„,  A„  Aa,  •  • ;  ^p-t.p 

msammenseteen. 

Im  speziellen  Falle  p  =  1  fallen  die  Transformationen  C  und  D  weg. 

VIL  Sata:    Im  FaUe  p^l    läßt  sich  jede  ga/mzdhlige  lineare 
Transformation  aus  den  zwei  elementaren: 


(XXII) 


als  erzeugenden  zusammensetzen. 

Im  Falle  |)  ==  2  reduzieren  sich  die  Transformationen  D  auf  die 
einzige  D^j. 

vm.  Satz:    Im   Fälle  p  =  2   läßt  sicli  jede  ganzzMige  lineare 
Transformation  aus  den  vier  elementaren: 


1 

1 

A  =. 

0 

1 

0 

1 

7?c= 

JLß  '—— 

-1 

0 

^  = 


(XXIII) 


1     0 
0     1 

1  0 
0    0 

0 

l  0 
0     1 

5  = 


0    0 

1     0 

0     1 

0    0 

-1     0 

0    0 

0    0 

0     1 

G- 

1   1 

0     1 

0 

0 

1    0 

-1   1 

I)  = 


0  1 

1  0 

0 

0 

0  1 

1  0 

als  erzeugenden  etisammensetgen. 

Mit  der  Reduktion  der  erzeugenden  Transformation  auf  diese  yier 
hat  man  im  Falle  p  ^  2  nicht  die  Mindestzahl  der  erzengenden 
Transformationen  erreicht;  denn  man  kann  die  rier  Transformationen 
A,  B,  C,  D  aus  den  zwei: 


(109)    M- 


0 


1     0 
0     1 


-1        0 
0    -1 


0    -1 
-1        0 


N' 


0 

-1 

1    0 

-1 

0 

1   1 

-1 

0 

1     0 

0 

-1 

0    0 

in  der  Form: 

A  -  iPN',  B  =  (M'IPMN)», 

zusammensetzen. 
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Im  Falle  p  ^  3  kann  man  die  p  +  2  erzeugenden  Transforma- 
tionen des  VI.  Satzes  auf  folgende  Weise  auf  weniger  reduzieren. 

Man  bilde  aus  den  p—1  Transformationen  D^^f  ^np"'}  ^p-i,p 
durch  Zusammensetzung  die  Transformation: 

(111)  i;  =  i)„D,.--Dp-i,p; 

es  ist  dann  für  diese  Transformation: 


(112) 


während  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null  be- 
sitzen^ und  es  entsteht  durch  Zusammensetzung  einer  Transformation 
T  mit  der  Transformation  E  eine  Transformation  TE,  welche  sich 
von  T  dadurch  unterscheidet,  daß  die  p  ersten  und  ebenso  die  p 
letzten  Horizontalreihen  zyklisch  vertauscht  sind.  Man  erkennt  nun 
leicht,  daß: 

(113)  D^^^^,^E9-^D,,EP-9^^ 

ist,  und  kann  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  in  dem  Systeme  der  p  +  2 
erzeugenden  Transformationen  Ä^y  B^,  C^^,  Aa?  As;  ' ' ';  A>-iiP'  ^^^ 
denen  sich  nach  dem  VI.  Satz  jede  beliebige  ganzzahlige  hneare 
Transformation  zusammensetzen  läßt,  die  p  —  l  letzten  Transforma- 
tionen Aa;  As;  *  '  »  ^p-hp  *^^  ^^^  ersten  unter  ihnen  As  ^^^ 
der  Transformation  E  zusammensetzen.  Man  erhält  so  zunächst  das 
Resultat,  daß  im  Falle  i>  >  3  sich  jede  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation aus  den  fünf: 

(114)  Ä„  B„   C,„  A»,  E 

als  erzeugenden  zusammensetzen  läßt,  aus  diesem  aber,  wenn  man 
beachtet,  daß  die  vier  Transformationen  A^,  A;  ^la;  Aa  ^^^^  ^^  ^®^ 
oben  angegebenen  Weise  auf  zwei  M,  N  reduzieren  lassen,  sofort  das 
weitere,  daß  im  Falle  p  ^  3  sich  jede  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation aus  den  drei: 

(115)  M,   N,  E 

als  erzeugenden  zusammensetzen  läßt;  dabei  hat  man  sich  die  oben 
angeschriebenen,  auf  den  Fall  p  =  2  bezüglichen  Transformationen 
Jf,  N  durch  Hinzunahme  der  identischen  Gleichungen: 

(116)  %r-%.  <,.,=-«..,..       (::il:..:ö 

auf  den  Fall  jp  >  2  erweitert  zu  denken. 

Die    Zusammensetzung    der   ganzzahligen   linearen    Transformationen 
aus    einfachen  ist  zuerst  von  Eronecker  angegeben   worden.     Die  von 
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Kronecker*)  unter  L  1,  2  und  TL.  1  angeführten  erzeugenden  Trans- 
formationen stimmen  mit  den  obigen  Transformationen  Bl^  A^^  D^^ 
überein,  während  Eronecker  als  letzte  erzeugende  Transformation  B^  C^^  B\ 
wählt.  —  Die  Transformation  E  und  damit  die  Reduktion  der  p  +  2  er- 
zeugenden Transformationen  im  Falle  p^S  auf  5  ist  von  mir*)  ange- 
geben worden,  während  die  Zusammensetzung  der  vier  Transformationen 
-4j,  B^^  Cjg,  Di2  im  Falle  |)  =  2  aus  den  zwei  -3f,  N  Herr  Burkhardt*) 
gezeigt  hat. 


§6. 

Znrfickftthmng  ganzzahliger  nichtlinearer  Transformationen 
anf  eine  endliche  Anaahl  nicht  ftqnlvalenter. 

Bezeichnet  T  eine  ganzzahlige  nichtlineare  Transformation ,  bei 
der  also  die  Transformationszahlen  c^^  ganze  Zahlen^  die  Ordnung  n 
aber  >  1  ist,  so  nennt  man  jede  Transformation  T\  welche  aus  T 
durch  Zusammensetzung  mit  einer  ganzzahligen  linearen  Transfor- 
mation L  in  der  Form  T'  =  TL  heiTorgeht,  zu  T  äquivalent,  und 
von  der  Gesamtheit  der  zu  einer  gegebenen  Transformation  T  äqui- 
valenten Transformationen  sagt  man,  daß  sie  zu  einer  Klasse  gehören. 
Es  zerfallen  auf  diese  Weise  alle  ganzzahligen  Transformationen  eines 
gegebenen  Grades  in  Klassen,  derart,  daß  alle  Transformationen  einer 
Klasse  und  nur  diese  einander  äquivalent  sind,  und  man  bezeichnet 
in  jeder  Klasse  eine  möglichst  einfache  Transformation  als  den  Be- 
Präsentanten  der  Klasse. 

Zum  Nachweise,  daß  die  Anzahl  der  nicht  äquivalenten  Klassen  von 
Transformationen  eines  gegebenen  Grades  eine  endliche  sei,  sowie  zur 
Aufstellung  der  Repräsentanten  und  zur  Bestimmung  der  Klassenzahl 
bedient  man  sich  wieder  der  im  letzten  Paragraphen  durchgeführten 
Reduktion  einer  gegebenen  Transformation  T  vermittelst  der  speziellen 
ganzzahligen    linearen    Transformationen   Ä~~^,  B~^,  CTj^y  2)~     und 


1)  Kronecker,  Über  bilineare  Formen.  Berl.  Ber.  1866,  pag.  697,  auch 
J.  far  Math.  Bd.  68.  1868,  pag.  278;  vergl.  auch  Clebsch  und  Gordan,  Th.  d. 
Abelschen  Functionen,  pag.  804;  Thomae,  Einige  Sätze  aus  der  Analjsis 
Situs  Riemann'scher  Flächen.  Z.  fOr  Math.  Bd.  12.  1867,  pag.  361;  Jordan, 
Trait^  des  substitutions  et  des  ^quations  alg^briques.  Paris  1870,  pag.  174; 
Thomae,  Beitr.  zur  Theorie  etc.  J.  für  Math.  Bd.  76.  1873,  pag.  224;  Weber, 
Über  die  Transformationsth.  etc.   Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.    1879,  pag.  126. 

2)  Krazer,  Über  die  Zusammensetzung  ganzzahliger  linearer  Substitutionen 
von  der  Determinante  Eins  aus  einer  geringsten  Anzahl  fundamentaler  Substitu- 
tionen.    Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  12.     1884,  pag.  288. 

8)  Burkhardt,  Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Gleichungen  40.  Grades, 
welche  bei  der  Transformation  8.  Ordnung  der  Thetafunctionen  von  zwei  Ver- 
änderlichen auftreten.    Gott.  Nachr.  1890,  pag.  876. 
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stellt  hier  die  Frage ^  auf  welche  einfachste  Form  eine  ganzzahlige 
nichtlineare  Transformation  T  durch  Zusammensetzung  mit  den  Trans- 
formationen A~^y  JB7\  Cr\  D"^  reduziert  werden  kann. 

Zunächst  bleibt  das  im  Yorigen  Paragraphen  bewiesene  Resultat 
bestehen  y  wonach  man  aus  einer  Transformation  T,  wenn  sie  über- 
haupt nur  ganzzahlig  ist^  durch  Zusammensetzung  mit  passend  ge- 


wählten Transformationen  A^ 
eine  neue  Transformation: 


\  ff-\  cr\  D-' 


(p,  <y=-l,  2,  ...,i)) 


(117) 


r. 


0    0 


0 


^pp 


>,p+»' 


''p+/«iP+* 


ableiten  kann^  bei  der  für  p,  d  =  1,  2,  •  •  •,  jp  alle  Elemente  c  ,  fUr 
welche  q>  6  ist,  und  die  sämtlichen  Elemente  c^+«,e,  den  Wert  Null 
haben,  die  Elemente  q^,  Cgj,  •  •  •,  c^^,  aber  positiv  sind. 

Da  aber  nunmehr  die  Elemente  c^^,  c^^?  ' '  '7  ^pp  ^^  allgemeinen 
nicht  wie  früher  den  Wert  1  besitzen,  so  kann  man  durch  weitere 
Zusanmiensetzung  mit  passend  gewählten  Transformationen  Cj^  nicht 
mehr  alle  Elemente  c^^,  bei  denen  q<.6  ist,  zu  Null  machen,  sondern 
nur  die  Elemente  q^,  c,^,  •  •  •,  c^_i  „  für  d  =»  2,  3,  •••,!)  auf  ihre 
kleinsten  positiven  Reste  nach  dem  Modul  c^^  reduzieren.  Für  die 
Transformation  T'  kann  man  also  annehmen,  daß  für  d  »  1,  2,  •  •  *,  |> 
c„„  positiv  ist,  die  Zahlen  0^09  ^af  "  '}  ^a-i  a  *^ö^  Null  oder  positiv 


und  kleiner  als  c„„  sind. 


Auf  Grund  der  aus  (II)  folgenden  Gleichungen: 


),   wenn   v  ^  ^, 


die  wegen  des  Verschwindens  der  Großen  C-+^,^  und  jener  Größen 
c    y  für  welche  p  >  ft  ist,  sich  auf  die  Gleichungen: 


(119) 


•^  n,   wenn   v  *=»  ft, 

^^  V^p+e»p+^°"0,   wenn   v^ft. 


Ou,y  =  l,«,.    .,p) 
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reduzieren,  kann  man  aus  den  Zahlen  c^  (q  ^  ^)  ^^  sämtlichen 
Zahlen  c« .  ^  « . «   berechnen  und  findet,  indem  man  der  Reihe  nach 

P  +  QiP  +  O  7 

/t  =  1,  2,  •  •  •,  p  setzt,  insbesondere,  daß  alle  jene  Größen  Cj,+«^j,+a> 
bei  denen  q  <.6  ist,  den  Wert  Null  besitzen,  und  weiter,  dJaß  für 
9  -  1,  2,  . . .,  i): 

(120) 


p+^iP+e 


99 


ist.     Die  Transformation  T  hat  also  die  Form: 


(121) 


r= 


<il  <11  •  • 

•  '^p 

0    c,,.- 

"^p 

^M^P-^y 

0    0.- 

•  ^p 

^P+i,P+iO 

0 

0 

^p+2,p+i  ^p-^i,p-^i  '  ' 

.  0 

^AP+i      ^p,p+i     '  • 

•^ä8p 

wobei  für  die  Werte  der  im  ersten  Quadranten  stehenden  Elemente  c 
{q  ^  tf)  das  oben  Bemerkte  gilt,  die  Werte  der  im  vierten  Quadranten 
stehenden  Elemente  Cp+^,p+c  (p  ^  <^)  aber  durch  diese  Werte  eindeutig 
bestimmt  sind. 

In  der  Transformation  T'  kann  man  nun  endlich  durch  passende 
Zusammensetzung   mit   Transformationen  -4~\  -B^^   C^^    diejenigen 


Elemente  c. 


QyP  +  af 


Reste  nach  dem  Modul  c^,„ 
zweckmäßig  der  durch  die  6 


bei   denen  q  <C(S  ist,  auf  ihre  kleinsten  positiven 


,^^  reduzieren, 
eichung: 


Dabei  bedient  man  sich 


(122) 


r^^  =  B~^  (T^  B~^ 

QO  a         QO        a 


definierten  Transformation  F   \     Für  diese  Transformation  ist: 
(123)     (;„„  =  1  für  a  =  1,  2,  .  • .,  2p    und    c^,,^„  =  c„,,^^  =  -  1, 

und  es  entsteht  aus  einer  beliebigen  Transformation  T,  wenn  man 
sie  mit  der  Transformation  JT"  zusammensetzt,  eine  Transformation 
TF^^y  welche  sich  von  der  Transformation  T  dadurch  unterscheidet, 
daß  die  Elemente  der  gl^^  Horizontalreihe  durch  neue  ersetzt  sind, 
welche  aus  den  ursprünglichen  durch  Subtraktion  der  entsprechenden 
Elemente  der  p  +  6^^  Horizontalreihe  von  T  hervorgehen,  und  gleich- 
zeitig die  Elemente  der  ö*®^  Horizontalreihe  durch  neue  ersetzt  sind, 
welche  aus  den  ursprünglichen  durch  Subtraktion  der  entsprechenden 
Elemente   der  p  +  q^^  Horizontalreihe  von  T  hervorgehen.     Indem 


Red.  einer  nichtiin.  Transf.  T  durch  die  Transf.  AT^^ 
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man  mm  zunächst  nur  die  Elemente  q  j^  c^  ^^  •  •  •  c^,^  |  0  0  •  •  •  0  c^^,^ 
der  letzten  Yertikalreihe  ins  Auge  fafit^  kwn  man  durch  Anwendung 

der  Transformationen  -4"^  B~^   die   Zahl   ß  «^  und   sodann    durch 
p  '     p  Pt*p 

Anwendung  der  Transformationen  r^t,  P^l,  •  •  •,  -'^i.  ^®  Zahlen 
^  ip9  ^,ip;  •  *  '9  S-i,«i»  *^  ^®  kleinsten  positiven  Beste  nach  dem 
Modul  c^p^ip  reduzieren.  Indem  man  sodann  die  p^  und  2p*^  Horir 
zontalreihe  aus  dem  Spiele  läfit  und  die  übrigen  Elemente  c^^p^i, 
fi.2p-i,  •  •  •;  ^,-1,2,-1  10  0...  c,,_i,2,^i  •  der  2p  ~  1*^  Vörtikalreihe 
ins  Auge  faßt,  kann  man  in  der  gleichen  Weise  wie  vorher  durch 
Anwendung  von  Transformationen -4""*,  JET^,  r~^  die  Elemente  ^^p-u 
^  «©-i>  • '  >  ^i»-i,8p-i  *^f  ^^^  kleinsten  positiven  Reste  nach  dem 
Modul  Cj^.i  2j»-i  reduzieren.  So  fortfahrend  erkennt  man,  daß  man 
für  die  Transformation  T'  bezüglich  der  Elemente  des  dritten 
Quadranten  annehmen  darf,  daß  für  (T  »  1,  2,  - .  *,  |)  alle  Elemente 
c  ^^^,    fQr    welche    Q^a   ist,    Null  oder   positiv   und   kleiner   als 

Die  noch  übrigen  Elemente  c^^p^a  ^^^  zweiten  Quadranten,  bei 
denen  q>6  ist,  sind  dann  auf  Grund  der  aus  (11)  folgenden  Glei 
chungen: 

p 

(124)  ^  \%p-^fi  ^p+Q,p-\-v  ■"  ^p+e,p+/*  %p-^*)  ^  ^ 

eindeutig  bestimmt. 

Man  hat  also  das  Endresultat: 

IX.  Sats:  Jede  ganzzahlige  nichüineare  Transformation  T  kann 
durch  Zusammensetzung  mit  ganzzahligen  linearen  Transformationen 
auf  eine  Transformation: 


(XXIV)    r= 


0 


^22 


0    0 


pp 


0 


>iP+»' 


'^P+i.^+iO  ...0 

^p  +  2,p  +  l   ^p  +  2,p  +  2  '"O 


^2p,p  +  l      ^p,p  +  2       ••'^p,2p 

reduziert  werden ^  hei  welcher: 

1.  die  i(jp  —  l)p  Elemente  c^^  (fi,  i;  =  1,  2,  •  •  ,  p;  fi  >  v),   die 
p^  Elemente  c^^^^^  (f*,  v  =  1;  2,     •,  jp)  und  die  ^(p  —  l)p  Elemente 


'>+A«.l»  + 


y  ((i,  V  =  1,  2,  .  • .,  |>;  fi  <  v)  den  Wert  NuU  besitzen; 
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2.  die  2p  Elemente  c„„  (a  =  1,  2,  •••,  2p)  van  NuU  verschieden, 
positiv  und  Teiler  von  n  sind,  derart  daß: 

ist; 

3.  für  v  =  l,  2,  '"yp  die  Elemente  q^,  c,^,  •  •  -,  c^^i^^  Ntdl  oder 
positiv  und  kleiner  ais  c^^,  und  die  Elemente  Ct^p-^vf  ^iP+r»  '"f  ^r,p-k-v 
Null  oder  positiv  und  kleiner  als  c^^^^^^^  sind; 

4.  die  Werte  der  noch  übrigen  (p  —  l)p  Elemente  c^^^^,  c^+^,p+y 
(^,  V  =  1,  2,  •  •,  |>;  ft  >  v)  aber  durch  die  Werte  der  vorher  genannten 
eindeutig  bestimmt  sind. 

Da  die  Anzahl  der  überhaupt  möglichen  verschiedenen  Trans- 
formationen T'  infolge  der  soeben  angegebenen^  für  ihre  Transfor- 
mationszahlen c  bestehenden  Bedingungen  eine  endliche  ist,  so  ist 
mit  dem  IX.  Satze  zugleich  bewiesen  der 

X.  Satz:  Die  KlassenanzaM  der  nicht  äquivalenten  ganzzaUigen 
Transformationen  T  eines  gegebeneti  Grades  n  ist  eine  endliche. 

Die  Bestimmung  der  Klassenanzahl  und  die  Aufstellung  der  Re- 
präsentanten ist  bis  jetzt  nur  für  die  einfachsten  Fälle  geschehen. 

Im  Falle  |>  =  1  ergibt  sich  aus  dem  IX.  Satze,  dafi  jede  ganz- 
zahlige Transformation  vom  Grade  n  einer  Transformation  von  der 
speziellen  Form: 

(125)  r 


«1 

« 

0 

Mj 

äquivalent  ist,  bei  der  jede  der  beiden  Zahlen  n^,  n,  positiv  und 
WjWj  =  n  ist,  a  aber  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  n,  —  1  be- 
zeichnet. Da  es  nun  so  viele  Hassen  äquivdenter  Transforma- 
tionen T  gibt,  als  die  Transformation  T'  verschiedene  mögliche 
Formen  annehmen  kann,  so  ist  die  Klassenanzahl  gleich  der  Summe 
der  Teiler  von  n  (die  Zahlen  1  und  n  eingerechnet),  da  an  Stelle 
von  n,  jeder  Teiler  von  n  treten  kann,  für  jeden  Wert  von  w,  aber 
die  Zahl  a  gerade  n^  verschiedene  Werte  annimmt.  Diese  Teiler- 
summe beträgt  aber^),  wenn 

(126)  n^a'^bficY'' 

ist,  wo  a,  6,  c,  •••  verschiedene  Primzahlen  bedeuten: 


1)  Lejeune-Dirichlet,   Vorlesungen   über   Zahlentheorie,   herausg.  ?on 
Dedekind.    2.  Anfl.    Brannschw.  1871,  pag.  17. 


(127) 


Elassenanz.  nnd  Repräsent,  in  den  Fällen  p  =  1  und  p  «=  2.  161 

a«+i-l    5/^+1-1     c^+^-l 


ü:= 


a— 1 


6  —  1 


c  — 1 


Im  Falle  eines  Primzahlgrades  n  ist  also  speziell  K  =  n+  1. 

Im  FaUe  p »  2  ergibt  sich  sich  aus  dem  IX.  Satz,  daß  jede 
ganzzahlige  lineare  Transformation  T  vom  Grade  n  einer  Transfor- 
mation Yon  der  speziellen  Form: 


(128) 


2  = 


«11    <Hi 
0     c„ 

*1S      ^4 

0 

Cm    0 

«4»      *4* 

äquivalent  ist,  bei  welcher: 


(129) 


Cji  C|j  —  C||  C44  —  », 

0  <««<««,     0<c„<c„,     0£c^^,c,^<c, 


M> 


c»« 


,  ^1^4  ^1  ^4 


^48 


ist.  Setzt  man  nun  voraus,  daß  der  Orad  n  eine  Primzahl  ist,  so  er- 
hält man  hieraus  ohne  Mühe  als  Repräsentanten  der  nicht  äqui- 
valenten Klassen  ganzzahliger  Transformationen  die  folgenden: 


R,^ 


(130) 


n    0 
0    n 

0 

1     0 
0     1 

0 

^- 


n    0 
0    1 

0  0 
0    a 

0 

1  0 
0    » 

B,= 


wo  a,  ß,  y  die  Werte  0,  1, 
ab  Elassenanzahl: 


1     a 
0    n 

ß     0 
0    0 

0 

n    0 
-«    1 

B, 


1     0 
0    1 

a     ß 

ß   y 

0 

n  0 
0    n 

n  —  1  annehmen  können,  und  daher 


(131) 


K^  1  +  n  +  w»  +  w»  =  (1  +  n)(l  +  w«). 


Im  FaUe  p  =»  3  ergibt  sich  aus  dem  IX.  Satz,  daß  jede  ganz- 
zahlige Transformation  vom  Grade  n  einer  Transformation: 

Kraser,  ThetaArnktionen.  11 
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(132) 


T'~ 


<hl 

Cll 

Cu 

«i« 

«16      «16 

0 

Cn 

Cii 

c,t 

«»6      «M 

0 

0 

«BS 

«ji 

<^      «M 

«4. 

0          0 

0 

«64 

«64 

«66       0 
«66       «66 

äquiTalent  ist,  bei  der: 

«11  «U  ~  «M  «66  =  «M  <i66  "^  ♦*> 

0  <  «U  <  «M,      0  ^  «16,   Cta  <  «6», 

Ö^«14<C44>      0  ^  Ci5,   Cj5  <  (^,      0<C,g,   C„,   C„<Cg,, 


(133) 


^64  —        ;;      f 


^64 


^»  ^44     I     ^»  ^54 


^       ^44  ^la  ~r  ^64  ^la     l     ^64  ^6 


1x84 


^S6 


/.      __  ^1»  ^gg 

^gg  ^6  "r  ^85  ^»a 


«»4 


,  ^44  ^16  "r  ^54  ^g  ~r  ^«4  ^»6  ^»4  ^«g 


ist.  Setzt  man  nun  wieder  voraus,  dafi  der  Grad  n  eine  Primzahl 
ist^  so  erhält  man  hieraus  ohne  Mühe  als  Repräsentanten  der  nicht 
äquivalenten  Elassen  ganzzahliger  Transformationen  die  folgenden: 


jj,= 


n    0    0 

0    n    0 

0 

0    0    n 

10    0 

0 

0    10 
0    0    1 

n    0    0 

0    0    0 

0    «    0 

0    0    0 

0    0    1 

0    0a 

1    0    0 

0 

0    1    0 

0    0    n 

(134) 


n 

0 

0 

0 

1 

a 

0 

0 

n 

0 

0 

0 

0 

0 

ß 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

n 

0 

0    -a     1 


1 

«  ß 

y    0    0 

0 

n    0 

0    0    0 

} 

0 

0    n 

0    0    0 

^4  — 

n    0    0 

0 

-«     1    0 
-/J    0    1 

Süuseiuuiz.  und  BepiAaent.  im  Falle  p  =  3. 
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n    0    0 

0    0    0 

0    10 

0    a    /i 

0    0    1 

0    ß    y 

1     0    0 

0 

0    n    0 
0    0    n 

^  = ,  ^6 


(134) 


1     a    0 

ß    0    y 

0    n    0 

0    0    0 

0    0    1 

y    0    d 

n    0    0 

0 

-«     1    0 

0    0    n 

10a 

y 

S    0 

0     1/3 

S 

s    0 

0    0    n 

0 

0    0 

n 

0    0 

0 

0 

n    0 

—  a 

-ß    1 

1     0     0 

a     ß    y 

0     10 

ß       d      £ 

TL  = 

0     0    1 

r    e    t 

■n»  = 

n    0    0 

0 

0    n    0 
0    0    n 

•,  w  —  1  annehmen  können^  und 


Ä, 


wobei  a,  /3,  •  •  •,  f  die  Werte  0,  1, 
daher  sofort  als  Elassenanzahl: 

(135)    ir-l  +  w  +  nH2n«  +  n*  +  w*  +  w«  =  (l  +  n)(l  +  w>)(l  +  w»). 

Auf  die  obige  Reduktion  der  ganzzahligen  Transformationen  eines 
beliebigen  Grades  n  auf  eine  endliche  Anzahl  nicht  äquivalenter  Trans- 
formationen T'  hat  zuerst  Kronecker  ^)  hingewiesen.  Zu  den  speziellen 
oben  angegebenen,  die  Fälle  j>  =  1,  2,  3  betreffenden  Resultaten  vergl. 
Königsberger^,  Hermite*)  und  Weber*).  Im  Falle  i?  ==  2  ist  die 
Frage  nach  der  Klassenanzahl  für  einen  beliebigen  Grad  n  von  Dorn^) 
beantwortet  worden.  —  Daß  man  eine  ganzzahlige  nichtlineare  Trans- 
formation T  durch  Zwischensetzen  zwischen  zwei  lineare  Transformationen 
in  der  Form  T'  =  L^  TL^  auf  noch  weniger  und  noch  einfachere  Formen 
T'  reduzieren  kann,  haben  fur|)  =  2  Hermite*)  und  für  j)==3  Weber ^ 

1)  Kronecker,  Ober  bilineare  Formen.  Berl.  Ber.  1866,  pag.  611,  auch 
J.  för  Math.  Bd.  68.     1868,  pag.  284. 

2)  Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen.   Bd.  2.    Leipzig  1874,  pag.  47. 

3)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  transf.  etc.    C.  R.  Bd.  40.    1865,  pag.  268. 

4)  Weber,  Über  die  Transformationsth.  etc.  Ami.  di  Mat.  (2)  Bd.  9. 
1879,  pag.  139. 

6)  Dorn,  Die  Form  und  Zahl  der  Repräsentanten  nicht  äquivalenter  Klassen 
der  Transformationen  der  ultraelliptischen  Functionen  für  beliebige  Trans- 
formationsgrade.  Math.  Ann.  Bd.  7.  1874,  pag.  481;  yergl.  dazu  Krause,  Sur 
la  transformation  des  fonctions  hjperelliptiques  de  premier  ordre.  Acta  math. 
Bd.  8.  1883,  pag.  161  und:  Die  Transformation  der  hyperelliptischen  Funktionen 
erster  Ordnung.     Leipzig  1886,  pag.  84. 

6)  Hermite,  Sur  la  th.  de  la  transf.  etc.     C.  R.  Bd.  40.     1855,  pag.  254. 

7)  Weber,  Ober  die  Transformationsth.  etc.  Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9. 
1879,  pag.  186. 
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untersucht;  man  erkennt  insbesondere  leicht,  daß  man  in  den  (unter  Vor- 
aussetzung eines  Primzahlgrades)  f£Lr  die  Fälle  |>  »  2  und  3  oben  an- 
geschriebenen Repräsentanten  durch  Vorsetzen  von  passend  gewählten 
Transformationen  Ä~^,  B"  ,  C~  die  sämtlichen  außerhalb  der  Haupt- 
diagonale stehenden  Elemente  gleich  Null  machen  und  sodann  alle  so  er- 
haltenen Transformationen  mit  Hilfe  von  Transformationen  i>~,  auf  eine 
einzige  unter  ihnen  reduzieren  kann. 


§7. 

Znsammenhang  der  orsprüngllohen  und  der  transformierten 
Thetoftmktion  im  Falle  ganuahliger  Transformation. 

Man  setze  voraus,  daß  die  Transformationszahlen  c^j  {c^,ß='  h^j  *  ")^p) 
ganze  Zahlen  seien^  und  betrachte  unter  dieser  Annahme  die  ursprüng- 


liche Thetafunktion  'Ö'flJCwL  ^^^  Funktion  der  neuen  Variablen  u\ 
setze  also: 

(136)  »[j]iuh  =  9i^}. 

Da  dem  Übergange  von  Mj' |  •  •  •  |  w^' |  •  •  •  [u^  in  Mj'  |  •  •  •  |  m/  +  ort  |  •  •  •  |  u^' 
infolge  der  Gleichungen  (IX)  der  Übergang  von  f^\  "  -  \u  in 
Ui  +  Ä^^\  '"  \u  +  Ä^^,  dem  Übergange  von  w^'  |  •  •  •  |  w^  in 
**i'  +  ^iV  I  •  *  •  \%  +  %v  infolge  der  Gleichungen  (IX)  und  (XI)  aber 
der  Übergang  von  %  |  •  •  •  [  t*^  in  ti^  +  B^^ \  •  •  \u^  +  B^^  entspricht, 
und  da  vreiter  gemäß  der  Gleichung  (XXXII)  pag.  32: 


*ß]K  +  ^J-l«,  +  ^,) 


P        P 


^Hw^ 


(137)  *ß](«i  +  5iJ-|«,  +  5,,) 

P  P  P 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch  die  Gleichungen  (VII)  und  (VUl) 
berücksichtigt  und  zur  Abkürzung 


(138)  ""' 
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(•-=1,2....,^) 
P 

setzt,  für  g>f[u}  die  Funktionalgleichungen: 

V«\-\<+m\^^^\u;)^g>([u'))e  '-' 

Nun  genügt  aber  der  Ausdruck: 

j^     p      p      p 
"^  ^  ^  ^  %p-\-f*  ^hq'  •*? V 
(140)  ^W  =  6      ^-^c'^i/'-i 

den  Relationen: 

**  2       '^         ^ 

(141)  ^(V+«;j---i«;+a;,) 

"~^  ^  ^  2  %p+f^^t^9"'Q^'''ii'^''^  2  2  ^*'?,F+/^^/«?'"^v»'  • 

(v=l,2,...,p) 

und  man  erkennt  daraus,  indem  man  diesen  Gleichungen  auf  Grund 
der  Relationen  (IX)  und  (XI)  die  Gestalt: 

p 

(i'=l,2,--.,p) 

gibt  und  in  der  zweiten  Gleichung  (139)  die  Größen  B^^  und  u^ 
durch  ihre  Ausdrücke  aus  (XI)  und  (IX)  ersetzt,  daß  das  Produkt 
der  beiden  Funktionen  yfu'J  und  !('([f*']): 

^     p     p     p 

^  _  "^2  2  2%P-^M'^/*(}"*Q**Q' 

(143)         niu'}  =  »\(\iu}„e       e-^  ?'=»"=» 
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den  Relationen: 

(144)  i7(V| ...  |u;+  «»I ...  1«,-)  =  iJCfle''"'", 

^         P  P  ,  ,  A 


(r=l,2,...,p) 

genügt    Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Relationen  (lU): 
(145)     ^(Cp+v,p+A*^^e-Sp+^-B^v)=    o/  wenn  p^i/! 
und  man  hat  daher  endlich: 

A 

n4ß^  ^(«i'  I  •  •  •  I «;  +  «»■  I  •  •  •  I  «pO  =  -PC«!  c  *"''" , 

Damit  ist  aber  bewiesen,  dafi  die  Funktion  nl[u}  eine  Thetafunktion 
n*®'  Ordnung   von   den   Argumenten  u'     den  Modulen  a'  ,  und    der 


Charakteristik 


ist,  und  man  hat  den 


XI.  Satz:   Die  Funktion: 

(XXVI)  7TC«l  =  ^[J]Wa«'', 

wobei: 

(xxvn)  1    ^   ^    '^ 

^  fi=.l  n'=l  v=l 

15^  eine   Thetafunktion  n**'    Ordnmig    von    den    Argutnenten  u  ,    rfen 


Modulen  a'  ,  und  einer  Charakteristik 

MM 


M' 
"a 


,  deren  Elemente  durdi  die 


Gleidiungen: 

p 

(XXVIII)  ''^'  (v  =  1.2,       ,p) 

'^  "^^  (~  ^P'k-v,fi9ft  +  ^p+v,p-\-fi%  +  i^p+i',/u^p+y,p+J 
bestimmt  sind. 
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Auf  Ghrond  dieses  Satzes  kann  man,  wie  im  folgenden  näher  aus- 
geführt werden  soU,  die  Funktion  ni[u}  durch  Thetafunktionen  mit  den 
Argumenten  u  und  den  Modulen  a  darstellen  und  erhalt  dann^  indem 
man  diesen  Ausdruck  in  (XXVI)  einfahrt  und  die  entstehende  Glei- 
chung nach  ^fflMa  auflöst,  die  Lösung  des  Transformationsproblems 
der  Thetafunktionen,  nämlich  die  DarsteUung  der  ursprünglichen 
Funktion  'Ö^rriW^  durch  transformierte  Thetafunktionen  'Ö'rf|^M|^.. 

Die  erwähnte  DarsteUung  von  U  {u}  durch  Thetafunktionen 
-Ö-TJ^t*'])^.  aber  kann  in  der  Weise  bewerkstelligt  werden,  dafi  man 
zunächst  nach  Formel  (XL VI)  pag.  40  die  Funktion  11  ([u'}  homogen 

und  linear  durch  die  nP  Funktionen  -Ö*      w      C**^1)na'    ausdrückt   in 


der  Form: 


(147) 


nnu] 


0,1,      ,11-1 
«1.       I«o 


» 


n 


•-    h 


C«»l,', 


und  hierauf  von  den  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  nu 
und  den  Modulen  na'  zu  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  w' 
und  den  Modulen  a'  übergeht.  Die  Lösung  des  Transformations- 
problems verlangt  also  dann  zweierlei;  einmal  die  von  den  Argu- 
menten der  Thetafunktionen  unabhängigen  Koeffizienten  C^  ^  in 
der  Oleichung  (147)  zu  bestimmen,  sodann  aber  weiter  Thetafunk- 
tionen mit  n- fachen  Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  ein- 
fachen darzustellen. 

Die   erste  Aufgabe   kann   auf  folgende  Weise   gelöst   werden.^) 


1)  Die  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  C^  ...    enthalten  natürlich  auch 

—1 '   '  — p 

die    Charakterifltikenelemente    g,   h.      Die   Ermittlung    der   Abhängigkeit    der 

C  von   diesen  kann   von   der  übrigen  Bestimmung  der  Größen  C  getrennt  und 

dadurch  erledigt  werden,  dafi  man  in  der  Gleichung  (147)  zuerst  alle  Zahlen  g 

und  h  gleich  Null  setzt  und  hierauf,  indem  man  das  Argumentensjstem  (u)  in 

(**  +  { Ä 1 )  ^^®^®^®°  ^^^*^»  vermittelst  der  Formeln  (XXX)  pag.  80  und  (XL)  pag.  34 
wieder  links  die  Funktion  ^r?l(w)ai  rechts  die  Funktionen  d 


n 

A 

L    Ä    J 


InuX,, 


einführt.    Man  erhält  auf  diese  Weise 

1 


(148) 


y/(9,h)jti 


=  e 


«1  < 


wo  'it>{g,  h)   den  später  unter  (XXXIV)  angeschriebenen  Ausdruck   bezeichnet, 
(^       ^    aber  nunmehr  Ton  den  Charakteristikenelementen  ^,  h  imabhängig  ist. 
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Zuerst  wird  mit  Hilfe  der  Differentialgleichmigen  (XXXV)  pag.  32 
die  Abhängigkeit  der  Größen  C^  . . .  ^  von  den  Thetamodolen  be- 
stimmt; es  ergibt  sich^  daß: 

ist,  wo  nunmehr  die  C  auch  von  den  Thetamodulen  unabhängige 
Ghrößen  sind.  Die  Bestimmung  dieser  Größen  erfolgt  sodann  dadurch, 
daß   für    die   Thetamodulen   a^^,   solche   spezielle   Werte   eingefahrt 

werden,  welche  nach  passenden  Umformungen  der  Funktion  -Ö*  T ?  1 M^ 

eine  Yergleichung  der  Koeffizienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Größen 
e***!,  •••,  c^^p  auf  der  linken  und  rechten  Seite  von  (147)  gestatten. 
Auf  diese  Weise  hat  Herr  Thomae^)  eine  vollständige  Bestimmung 
der  Größen  C^  ...^  erreicht.  Allerdings  sind  die  erhaltenen  Aus- 
drücke nicht  auf  die  einfachste  Form  gebracht,  und  insbesondere 
hätte  sich  bei  genauer  Untersuchung  ergeben,  daß  im  allgemeinen 
nicht  alle  Größen  (L  ^  von  Null  verschieden  sind.  Diesen  beiden 
Anforderungen  genügt  jene  Bestimmung  der  C^  .  . «  >  welche  später 
und  auf  einem  anderen  Wege  von  Herrn  Prym  und  mir  durchgeführt 
wurde,  und  über  welche  am  Ende  dieses  Kapitels  berichtet  wird. 

Was  nun  weiter  die  DarsteDung  von  Thetafiinktionen  mit  n-fachen 
Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  einfachen  angeht,  so 
überzeugt  man  sich  zunächst  von  der  Möglichkeit  einet*  solchen  Dar- 
stellung durch  die  folgende  Überlegung.    Die  Funktion: 

(150)        fiu} = » \^]  {(«i ...  *  |j|;;]  cuL 

ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (XXXIH),  (XXXIV)  pag.  32  eine 
Thetafunktion  n*®'  Ordnung  mit  einer  Charakteristik  [fJ,  deren  Ele- 
mente durch  die  Gleichungen: 

(151)       9;=9';:>  +  -+d:\  ä;=a1''+-+aS"  (/.=«.«...,) 

bestimmt  sind,  und  als  solche  nach  der  Formel  (XL VI)  pag.  40  dai^ 
stellbar  in  der  Form: 


0,1,      ,»-1 


(152)  ^K]((«L-*ß;0w.=2'^-.,^ 


ei.-  »Cp 


y + 9 

n 


i^^}na7 


wo  die  K^...o  von  den  Argumenten  u  unabhängige  Größen  be- 
zeichnen. Vermehrt  man  in  dieser  Gleichung  für  ft  =  1,  2,  •••,!> 
jede  der  n  Größen  h^^\  •••,  h^^^  um  —  <^^,  unter  6^  eine  ganze  Zahl 

1)  Thomae,  Die  allg.  Transform.  etc.   Inang.-Diss.  GOttingen  1864,  pag.  14. 
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verstanden^   multipliziert   hierauf,   indem  man  mit  t^,  "•;  r    irgend 

welche  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  n~  1  bezeichnet,  linke  und 

p 

rechte  Seite  mit  e         ''""^  und  sunmiiert  über  6^^ 

0  bis  n  —  1,  so  erhalt  man: 

,(1)    -|  r    »    n         -  IT  -2  <^/« + V>  V 


,  d^  von 


0,1,    ,»- 

2 


(168) 


«^1, 


"/»  •- 


Ä<")+- 


Wa 


/<  =  1 


0,1,      ,ii-J 


^ 


n 


inu)] 


/o,i,    .1 


-1  -r-2<^^-v)v 


/«=:I 


) 


Nun  besitzt  aber  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  in  besondere 
Elammem  eingeschlossene  Summe  nur  dann  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  und  zwar  den  Wert  w?,  wenn  (>|  =  r^,  •••,  (>p  =  Tp 
(mod.  n)  ist;  es  reduziert  sich  daher  die  Summe  nach  den  q  auf  das 
einzige,  den  Werten  (»1  =  ^1,  •  •  •,  Qp'^'^p  entsprechende  Glied,  und 
man  erhält,  wenn  man  noch  linke  und  rechte  Seite  vertauscht  und  q 
statt  X  schreibt,  die  Gleichung^): 

"9  +  9' 


(154) 


fiPK 


Ql      •  Qp 


d' 


0,1,  ,»•- 


» 


r        gW 


Ma--» 


n 
h' 

r    ,(-) 
»<")  +  - 


inul 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  gestellte  Aufgabe,  eine  Thetafunktion 
mit  n- fachen  Argumenten  und  Modulen  durch  solche  mit  einfachen 
auszudrücken,  gelöst,  sobald  es  noch  gelingt,  die  von  den  Variablen  u 
unabhängige  Größe  K  zu  bestimmen. 

Diese  Größe  kann  aber  zunächst  durch  Vergleichung  der  Koef- 
fizienten gleich  hoher  Potenzen  der  Größen  e*"!,  •  •  •,  €^**p  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  der  Gleichung  (154)  in  der  Form  einer 
(n—  l)p-fach  unendlichen  Reihe  erhalten  und  diese  dann  durch  Ein- 
führung neuer  Summationsbuchstaben  durch  die  Nullwerte  von  Theta- 
fimktionen,  deren  Modulen  ganze  Vielfache  der  a^^,  sind,  ausgedrückt 
werden.^)     Führt  man  dieses  Verfahren  durch,  so  erkennt  man,  daß 

1)  Für  p  =  1  finden  sich  die  Formeln  (152),  (164)  schon  beiBosenhain, 
Mteoire  sur  les  fonctions  etc.,  pag.  400. 

2)  Vergl.  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  126  n.  81;  ins- 
besondere aber:  Erazer,  Die  Transformation  etc.  (Erste  Abhandlung.)  Math. 
Ann.  Bd.  48.     1898,  pag.  444. 


,.v»  •»*"'>.»*'">-■■-"' 


der 


c^* ""     d«*  ^«**°'"° 


^"^^ 


--rr  ^.aA 
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scheint  durch  diese  Formel  das  Transformationsproblem  der  Theta- 
fonktionen  fOr  die  allgemeine  ganzzahlige  Transformation  gelöst. 
Diese  Losung  ist  aber  insofern  noch  uny ollständig,  als  in  ihr  die 
Koeffizienten  aus  Nullwerfcen  solcher  Thetafiinktionen  zusammengesetzt 
sind,  welche  im  allgemeinen  nicht  die  Modalen  a^^'^  sondern  ganze 
VieÜiache  dieser  als  Modalen  haben.  Zur  vollständigen  Lösung  des 
Transformationsproblems  bleibt  also  noch  übrig,  alle  dies^  Thetanull- 
werte  durch  die  Nullwerte  von  Thetafunktionen  mit  den  einfeichen 
Modulen  a^«'^'  auszudrücken,  wozu  die  nötigen  Formeln  wiederum  aus 
dem  XIII.  Satz  pag.  80  zu  schöpfen  sind^). 

Man  wird  endlich  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch  folgende 
Bemerkungen  machen. 


Statt  der  vP  Funktionen  -Ö* 


gut  der  n^  Funktionen  ^ 


r  ^  1 

A 


Ä      J 


1^^  La'  ^^^^  ^^^  ^^^^  ebenso 


^'\a'    als  Hilfsfunktionen  bedienen. 


L    n    -I 
Man  kann  von  jenen  stets  zu  diesen  übergehen  mit  Hilfe  der  aus 
der  Formel  (XIX)  pag.  68  folgenden  Formel: 


(159)  wP^ 


-d  +  xn 


L    Ä    J 


lnu\ 


0, 1,  •,«— 

-2" 


* 


r  ^   - 

A 

-    n    -» 


XTTi      ^^     A 


Ist  femer  das  Transformationsproblem  der  Thetafunktionen  für  zwei 
Transformationen  T^,  T^  gelöst,  sodaß  för  jede  derselben  die  ursprüng- 
liche Thetafunktion  durch  die  transformierten  ausgedrückt  ist,  so  er- 
hält man  aus  diesen  beiden  Formeln  durch  Zusammensetzung  sofort 
die  Lösung  des  Transformafcionsproblems  für  die  zusammengesetzte 
Transformation  T^T^,  Von  dieser  Zusammensetzung  von  Trans- 
formationsformeln wurde  von  Herrn  Prym  und  mir,  wie  in  §  11 
ausführlicher  erörtert  wird,  ein  weitgehender  Gebrauch  gemacht;  för 
die  in  diesem  Paragraphen  yorliegende  Aufgabe  schließt  man  daraus, 
da  einerseits  nach  den  Untersuchungen  des  §  6  alle  ganzzahligen 
Transformationen  eines  gegebenen  Grades  aus  einer  endlichen  Anzahl 
unter  ihnen,  den  Repräsentanten  der  einzelnen  Klassen  äquivalenter 
Transformationen  durch  Zusammensetzung  mit  einer  ganzzahligen 
linearen  Transformation  erhalten  werden  können,  und  andererseits  in 


1)  Yergl.  dazu  Möller,  Zar  Transformation  der  Thetafunctionen.  Inaug.-Diss. 
Bostock  1877;  Krause,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Leipz.  Ber. 
Bd.  46.  1893,  pag.  99,  849,  628  u.  806,  Bd.  48.  1896,  pag.  291;  und:  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Functionen  einer  yeränderlichen  Größe.  Bd.  2.  Leipzig 
1897.     1.  Abschnitt 
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dem  jetzt  folgenden  Paragraphen  das  Transformationsproblem  fflr  die 
ganzzahlige  lineare  Transformation  yoUständig  gelöst  ist,  daß  man 
die  einer  beliebigen  ganzzahligen  Transformation  w*^  Grades  ent- 
sprechende Transformationsformel  aus  der  dem  zugehörigen  Repräsen- 
tanten entsprechenden  Formel  und  der  Formel  für  die  ganzzahlige 
lineare  Transformation  zusammensetzen  kann,  und  daß  man  sich  also 
hinsichtlich  der  Herstellung  der  Transformationsformeln  f&r  die  nicht- 
linearen ganzzahligen  Transformationen  auf  die  Repräsentanten  be- 
schranken kann. 


Nach  dem  XI.  Satz  ist  endlich  «d*  ^  ft«])^;  von  einem  Exponential- 
faktor  abgesehen,  eine  Thetafunktion  w**'  Ordnung  von  den  Argfumenten 

u,  den  Modulen  a'  und  der  Charakteristik    a    .     Betrachtet  man  nun 

fi^+1  verschiedene  und  nicht  äquivalente  Transformationen  T^ 
(v  =  1,  2,  •••,  w**  +  1)  desselben  Grades,  etwa  ebensoviele  Repräsen- 

tauten  nicht  äquivalenter  Klassen,  so  haben  die  Größen  u',  a\  g,  h 
für  die  verschiedenen  Transformationen  T^  verschiedene  Werte.  Da 
man  aber  in  jedem  Falle  die  Größen  m,  a,  g^  h  durch  die  Größen 

A        ^ 

u'y  a,  g,  h  adsdrücken  kann,  so  kann  man  zu  jeder  Transformation 
T^  Größen  u  =  u^*\  a  =  a^*\  g  =  g^''\  h  =  A^**^  so  bestimmen,  daß  die 

A        ^ 

Größen  u,  a\  g,  h  stets  die  nämlichen  vorgegebenen  Werte  erhalten. 
Die  so  gebildeten  n**  +  1  Funktionen  ^  ^,.  i^^^liJ^^^  ^^^  ^^^^  samt- 
lich Thetafunktionen  n**'  Ordnung  von  denselben  Argumenten  u  und  Mo- 
dulen a'  und  der  gleichen  Charakteristik  a  und  es  besteht  folglich 
zwischen  ihnen  nach  dem  XVII.  Satz  pag.  40  eine  lineare  Relation^). 


§8. 
Bie  ganuahllge  lineare  Tranefonuatlon  der  Thetoftmktionen. 

Im  Falle  der  linearen  Transformation  sagt  der  XI.  Satz  aus,  daß 
die  Funktion  nl[u)j  eine  Thetafiinktion  erster  Ordnung  mit  den  Argu- 


menten UyJ,  den  Modulen  a^'^'  und  der  Charakteristik 


pA-i 

9 


ist,   sich 


1)  Solche  Relationen  für  den  Fall  p  =«  2  bei  Wiltheifi,  Zur  Theorie  der 
Transformation  hyperelliptischer  Functionen  zweier  Argumente.  J.  für  Math. 
Bd.  96.     1884,  pag.  17. 


Begtimmnng  der  Transformationskoiigtaiiten  C.  173 


also  von  der  Funktion  d"   \ 

LäJ 

unterscheidet.     Man  hat  also; 


i[u\,  nur  um  einen  konstanten  Faktor 


p      p      p 


(160)      »\i\iu}^e      -^''-^'-»  ,C» 


UJ 


C«L, 


und  es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  von  den  Argu- 
menten der  Thetafunktion  unabhängigen  Größe  C. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (160)  die  Thetafunktionen  durch 
die  ihnen  entsprechenden  unendlichen  Reihen  und  drückt  dabei  gleich- 
zeitig links  die  Größen  u  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (IX)  durch  die 
Größen  u'  aus,  so  erhält  man  zunächst: 

p      p  p  / 1     '         f  \ 

^J  P  P  P 

(161)  "=**  "'=1  ^=1 

p      p  \  \  ^        \         \ 

«1.  t^p 

In  dieser  Gleichung  fOhre  man  zur  Vereinfachung  statt  der  Größen 
u'  Größen  x  ein  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

(162)  u^'^x^xi,  (y=i,«,..,p) 

multipliziere  links  und  rechts  mit  e    *^^  und  integriere  sodann 

nach  jeder  der  Größen  x^,  --y  x^  von  0  bis   1.     Man  erhält  dann, 
wenn  man  beachtet,  daß 

/««**.•  1  >  wenn  n^  «  0, 

0,  wenn  n^<0, 

ist,  die  Gleichung: 

P  P  A      A  '^     A      A 

_  ^   »  =  1  r"«-!  »=1 


(164)        2       fä''i-fdx,i 
wobei  zur  Abkürzung 


174      V.  8.   Die  ganzzahlig^  lineare  Transformation  der  Thetafunktionen. 
p       p 

(165)  +22K+^a.)(^^^.^.  +  ä.^M 


p      p 


+  2  5^2'^^p+A*^/u.'^Ä'~2^$,a;,Äi 
».=l  7=1  |u=l  y  =  l 

gesetzt  ist. 

Nun  setze  man  voraas^  daß  die  Determinante 


p+a  '"^p,%p 


(166)  A//=^±q,p+iC8, 
der  p*  Transformationszahlen  des  zweiten  Quadranten  von  Null  ver- 
schieden seiy  und  fQhre  auf  der  linken  Seite  von  (164)  an  Stelle  der 
bisherigen  Summationsbuchstaben  m  neue  n  und  q  ein  mit  Hilfe  der 
Gleichungen: 

p 

(167)  m^  =  ^c^^p^^n^  +  Q^ •  (/i=i,«,  ..p) 

»-=1 

Wenn  man  an  Stelle  der  n  und  q  ganze  Zahlen  treten  läßt,  so  liefern 
diese  immer  auch  für  die  m  ganzzahlige  Werte ,  und  man  kann  auf 
solche  Weise  auch  alle  überhaupt  existierenden  Systeme  von  p  ganzen 
Zahlen  Wj,  •  •  •,  m^  erzeugen ;  man  braucht  nur  etwa  für  ^  =  1,  2, •  •  •,  |) 
an  Stelle  von  q^  den  kleinsten  positiven  Rest  der  Zahl  m^  nach  dem 
Modul  An  zu  setzen  und^  wenn: 

(168)  m^  =  A^jT^  +  Q^  (/i=i.«,...,p) 

ist,  die  Zahlen  n^  aus  den  Gleichungen: 

p 

(169)  2^P  +  A***-  =  ^//^A*  (M  =  h^.-.P) 

ZU  bestimmen^  also: 

(170)  w,«2)/,,,^^r^  (-=1,«.    -»P) 

zu  setzen,  wo  y^  «+^^)  die  Adjunkte  von  c^^^^.«  in  der  Determinante 
Aj^  bezeichnet  Daraus  erkennt  man  zugleich,  daß  man  die  q  auf 
die  Werte  0,  1,  •••,  V^j—  1  beschränken  kann,  wo  V^^  den  absoluten 
Wert  von  A^^  bezeichnet,  und  es  fragt  sich  nun,  wie  oft  jedes  System 
von  p  ganzen  Zahlen  m^,  •••,  m^  auftritt,  wenn  man  die  n  alle  Zahlen 
von  —  oo  bis  +  oo,  die  ^  alle  Zahlen  von  0  bis  V^^  —  1  durch- 
laufen laßt.  Zwei  Zahlensysteme  n,  q  das  eine,  n,  q'  das  andere 
liefern  aber  das  gleiche  System  von  Zahlen  m,  wenn: 

1)  Es  wird  kaum  stören,  daß  hier  mit  y  andere  Größen  wie  in  §  2  be- 
zeichnet werden. 


Bestimmniig  der  Transformationskonstanten  C.  175 

p 

(171)  2'*».i'+M«-«»)  +  (?/-<'^)  =  0'  0.-1.«.- -.rt 

also 

p 

(172)  <-  n,  -^^r,,p^^(Q^  -  Qfl)  (-=!.«,  -.p) 
ist;  es  müssen  also  die  Differenzen  p^  —  ^^  das  Eongruenzensystem: 

(173)  2'n.p+M(^.-*;)^0  (mod.  V,,)  (.=i,v.,P) 
befriedigen.     Sind  umgekehrt  diese  Kongruenzen  erfüllt,  und  ist: 

(174)  ^n,p+^((»^  -  Qfl)  -  ^iiK,  (-=!,«.    .p) 

so  liefern  die  Zahlen  Wi?'*'>**p5  Pi;*"*>(*p  ^^^  ^'=  **i  +  ^;  **; 
n'=  n^  +  ^  ;  ^/,  •••,  ()^',  wenn  man  sie  in  die  Gleichungen  (167) 
einsetzt;  die  nämlichen  Werte  für  die  Zahlen  w^,  •••,  w^.  Da 
nun  die  Anzahl  der  Normallösungen  des  Eongruenzensystems  (173) 
nach  dem  VI.  Satz  pap.  59  V^~^  betragt,  so  wird  jedes  System 
von  p  ganzen  Zahlen  V^~^-mal  geliefert^  wenn  man  die  n  von  —  c» 
bis  +  c»,  die  ^  von  0  bis  V^^  —  1  gehen  läßt,  und  es  wird  aus  (164) 
die  Gleichung: 

0»1.    •»^//-l-ao,..,^- 


2  2     Jäx,^Jdx,e- 


9lf"*9p         »l»-»»p    0  0 


wo: 


^=1  ^'=1         V==i  /  V=i  / 

(176)  +2^(^^-»p+A*^  +  ^M  +  ^^^ 

p      p      p  p 

*=i  7^1  iu=»i  •'=1 

ist 

Man  betrachte  nun  die  in  (176)  definierte  Größe  ^P*  als  Funk- 
tion der  p  Größen  x^^    ",  x^  und  der  p  Zahlen  n^,    ••,  n^  und  be- 
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zeichne   sie  entsprechend  mit   ^(x^  •••  x^\fh  '"^^  ^^^^  kürzer  mit 
^||[rr|n]|.     Man  erhält  dann  durch  einfache  Rechnungen  zunächst: 

j^    y^     y^i   ^yfP  +  ln\  -^fiV  y^i  ^t'tp  +  fi'^u'  f^v^t' 

v=l   7=1  fi^l  \  /u'=l  / 

P         P     /  P  \ 

(177)  -  ^22(Ä^r-y!^.,p^^'%^'){Q^+ff^>. 

tr=l  ^=1  \  p^l  J 

p      p  p 

hieraus   weiter,   indem   man  fQr  die  vorkommenden   Größen  Ä  ihre 
Ausdrücke  (VII)  und  für  g^  seinen  Ausdruck  (XXVIII)  setzt: 

(178)  ^=-'  ^'  ^-' 

und  endlich,  da  infolge  der  Relationen  (lU): 
p      p      p 

^   ^   ^  ^yfi^r^p  +  H^^y 


(179) 


p  p  p  p 

^2 2c,,^c,,P+ß»\  =  2 2c.^<^„P^^%  (mod.2) 
ist: 

(180)  e^«'l")>  »=  e^«'+"l®». 

Man  kann  daher  auf  die  linke  Seite  von  (175)  fQr  1/  =  1,  2,  •  •  •,  p 
die  Gleichung: 

(181)  ^   Jf^'^r  +  ^J  dx,  «    ^  /^(*')  '^^^  =  A(*')  '^^^ 
anwenden  und  erhält: 

P  P  ^    ^  ^    \    K 

(182)      2      J^'^^'j  ^^p^'^^-^'r"  Ce'^-'^'-' 
wo  zur  Abkürzung: 


Bestiininiuig  der  Tnuuformationskonstanten  C.  177 

p       p 

(183)  +2^(p^  +  i^^)(^^^^,a:,+  *^«tj 

P  P  P  P 

+  2  2 2 c^^p^^Ä^yX^x^  -  2 ^ g^x^Tci 
y=i  y'=i  ^=1  y=.i 

gesetzt  ist,  und  wo  jetzt  noch  die  auf  die  Größen  x^,  -",  x^  bezüg- 
lichen Integrationen  auszuführen  sind. 

Um   dieses  Ziel   zu   erreichen,   definiere   man  Ghrößen  q,  •  •  •,  c^ 
durch  die  Gleichungen: 

(184)  «,  =  i;^f^'[((...  +  i/,0-^J'^..,^,«»]  <'-.^-.'') 
and  bringe  V^  unter  Beachtung  der  Beziehungen: 

(185)  ^  \'     ^   ^  r\ 


^//^ 


in  die  Form: 

p      p      p 


^^iu'=»l  y=l 


'^0^2  2  2  ^-^p-^f^  "^f^^  (^«^ + ^-)  (^»^ + ^-') 


(186) 


P         P         P 

^ 


+      ^r     222y*.P^f''rM-'''.P+f(<f^+9^'i- 

Die  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  von  (182)  stehenden  Inte- 
grationen reduziert  sich  dann  auf  die  Auswertung  des  Integrals: 

/p     p     p 
dx^'^J  dx^e-'^^-^f^-^ 

—  OO  — 00 

Krftser,  ThetofünkÜontn.  12 
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Die  hier  anf  der  rechten  Seite  im  Exponenten  als  Eoef&zieii 

auftretenden  Größen 

p 

(188)  ft.^-^'^-.p+M^M^  (^ -'=!.«»• 

besitzen    die   Eigenschaften   von   Thetamodolen.     Zunächst   ist, 
man  leicht  sieht,  6^^*  =■  6^.^  (v,  i/'=  1,  2,  •••,  p;  v  <  t/')  und  we 
ist  auch  die  aus  ihren  reellen  Teilen 

(189)  «^^  -^2'^^»p+/*^-'.p+M'^M'^  (^^=i.«.- 

wo  r^^,  den  reellen  Teil  von  a^^,  bezeichnet,  gebildete  quadratis 

p     p 
Form  2  2^v^y^y^7  da  sie  aus  der  negativen  quadratischen  P< 

p      p 

2  2 ^uu'^u^u'  durch  die  reelle  Substitution: 

p 

hervorgeht,  selbst  eine  negative.    Bezeichnet  man  also  unter  Adopl 
der  pag.  107  eingeführten  Bezeichnungsweise  mit  A^i;  A^s»  -  *  *;  A;^ 
in  ihren  reellen  Teilen  negativen  Großen: 

&<«)  iJ<P^ 

(191)  Ai«6jj,    ij  =  -^j,    ...,    *p=  ,(p-if      > 

und  mit  ^i,  J|,  •  •  •,  ?p„i,  ?p  die  Ausdrücke: 

ftd)  5(1)  5(1) 

(192)  .    .    .    .  " " 


6(p-i) 


so  kann  man  den  genannten  Exponenten  in  der  Form: 
p      p      p  p 

(193)      ^  y^ ^ c^^p^f,  A^^ {x,  +  O {x^  +  cj  -2\ 

y»l    7^1    /4«:1  ^  =  1 

als  Summe  von  p  Quadraten   linearer   Funktionen   der  a 


Bestinunung  der  TransformatioDBkonBtanten  C.  179 

nnd  erhält  mit  Hilfe  der  Formel  (19)  pag.  97,  wenn  man  beachtet, 
daß  auf  Grund  von  (188) 

(194)  »S  =2±  »nfts,  -  6pp=  ^.A, 

ist,  far  das  Integral  (187)  den  Wert: 

(196)       j-|/:^y^...-)/^_yö. 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (182)  ein,  nachdem  man 
dort  den  Exponenten  Wq  durch  den  unter  (186)  daftlr  aufgestellten 
Ausdruck  ersetzt  hat,  so  erhält  man: 

p      P      9  p      p      p 


P       P       P  ^      JL    JL     JL 

Ajj2  2  ^'^f*yr,P+M'^f^^f^"''-^-^j 


p      p     p 

fi=al  ft'=l  V  =  l  ftssl  fl's^l  V=zl 

P       P    /  ^         P  _\aa  ''aa 

Nun  ist  aber  auf  Grund  von  (XII): 

p  .     p 

(197)      a;,,-  ■A^^Y.,^^^ Ä^r'  =  ^2'^^*'(-^/-  +  £-J-.p+i) 


und  da 
(198) 
also  wegen  (II): 


-**/*-=  Z^2^^^.p+M'y-.p+A*'(^P+e.A*^*  +  ^^P+9.P+«^0 


B     +—y 


(199)    -^ 


P  P  /  P  \ 

\7r2^   jLj   y^P  +  /"'\^9/'^P  +  ^»P  +  /^'^*"^-^   ^P  +  9.P  +  /"'Sp  +  *^i"''  j 


P  P 

ist,  so  erhält  man,  indem  man  diesen  Ausdruck  in  (197)  einführt: 


(200)    a;^-  -^y^y.^^^^^^v  =  £:2n.p+^'  ^p+^,i 


180      V.  8.   Die  ganzzahlige  lineare  Transformation  der  Thetafnnktionen. 

Der  Exponent  auf  der  rechten  Seite  von  (196)  wird  also: 
p      p      p  p      ^ 

^^  v^l   y'=l  /i=l  ^==1 

Ersetzt  man  hier  die  Größen  g,  h  durch   ihre   Ausdrücke  (XXVIII), 

so  erhält  man  unter  Benutzung  der  Relationen  (II)  daraus  leicht  den 

neuen  Ausdruck: 

p      p      p 

-k:r2^2^-f^'^-^p^f^'^^9^'^i 

p     p     p 


"  ^  ^  jLj  ^^^ii^P-^^,ti'9fx9fi'  —  ^^p+v,i>i^^,p-\-fi'9fA^fi' 

p       p       p 

+  ^  ^  ^  ^p  +  r,/i^p  +  r,p  +  /t(^»'/u'fl'/u'  ~"  ^^p+/u' V)** 
/<=5=1  ^'=1  r»! 

p      p      p  p  p 

+  IK7rJ^  ^  jLu  'y*fP+f^^p-^y',p-^f^^  ^*?^^.p+e-^  ^r'e'^'^» 


,+,.«» 


»-=.1  9=1  9'=1 


+      2      j^  ^  ^^Q^r^P-^Q^  ^P-^^fQ'^P  +  ^fP-^9'^^ 


und  endlich^  indem  man  diesen  in  die  Gleichung  (196)  einführt^  fdr 

C  den  Wert: 

p      p      p 

^  _       1       -l/i— ny   u^i  f,'^i  v==.i 
P        P        P 

(203)  xe  /'=M'==i-==i 

j»     p     p  p  p 

Xg  ^^«lr'=l|u=l  9=1  9'=1 

^      P        P  P 

-j2  2'^Q\P-^(f  ^'P+^fQ^P+^^P+Q'"* 
»=19=1  ^'=1  • 

Man  hat  daher  den 

xn.  SatB:  Bei  der  gamzaJüigen  linearen  Transformation  hängt 
die  ursprüngliche  Thetafunktion  mit  der  transformierten  zusammen  durch 
die  Gleichung: 


Formel  für  die  ganzzahl.  lin.  Transf.  bei  belieb,  p.  181 


(XXIX)  miu\  =  Ce-^» 


t 


Wa- 


A 

Do&ei  5ftK?  die  Größen  U,  g,  h  durch  die  Gleichungen  (XXVH)  wwd 
(XXVin)  definiert,  C  aber  ist  eine  von  den  Argumenten  der  Theta- 
funktion  unabhängige  Größe,  der  ma/n  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Determinante 

(XXX)  ^//=-5'±q,p+i^,p+,---c^,p 

einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  besitzt,  die  Form: 


(XXXI)  c=-^l/^?ö.69»''^^(^.*)' 


gd>en  Jcann^  wobei  mit  V^^  der  absolute  Wert  von  A^^  bezeichnet  ist, 
wobei  femer,  während  y»,,p+^  die  Ädjunkte  vor  Cy,,+^  »Vi  rfcr  Determi- 
nante Aj^  bezeichnet,  zur  Abkürzung: 


(XXXD)    ö=2      ^ 


p      p      p 

2  2  2 


j*  *»  *» 


und: 


xxxni) 


gesetzt  ist,  wobei  femer  il;(g,  h)  den  Ausdruck: 

(XXXIV)  '^      ''  +^.,p+/.^p+^.p+m'*mV) 

p      p      p 

'^  2L  ^  jLj  ^p+»'.M^p+»',p+i«(^^M'^M' ""  ^^p+M' V) 

bezeichnet,  und  wobei  endlich  ziwr  Bestimmung  des  Vorzeichens  der  auf 
der  rechten  Seite  stehenden  Wurzd  die  Gleichung: 

+  +  + 

heranzuziehen  ist,  in  der: 


p+e' 
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fcW  h(p) 

(XXXVI)  "  ^p-i.p-1 

p 

is^,   während  jede  der  p  auf  der  rechten  Seite  stehenden   Wurzeln  so 
auszuziehen  ist,  daß  ihr  reeller  Teil  positiv  unrd. 

Der  Fall  ^  =  1  wird  im  nächsten  Paragraphen  gesondert  besprochen; 
für  i?  >  1  ist  die  Formel  (XXIX)  zuerst  von  Herrn  Gor  da  n*)  und  sodann 
von  C  leb  seh  und  Gor  d  an*)  angegeben  worden;  die  Bestimmung  der 
Konstanten  C  ist  aber  hier  nur  so  weit  durchgeführt,  als  dieselbe  von  den 
Thetamodulen  abhängt,  während  für  die  Bestimmung  des  dann  noch  übrig 
bleibenden  numerischen  Faktors  auf  die  Zerlegung  der  gegebenen  Trans- 
formation in  einfache  nach  dem  V.  Satz  verwiesen  wird.  Die  im  Vorigen 
mitgeteilte  vollständige  Bestinamung  der  Transformatiönskonstanten  hat 
zuerst  Herr  Weber')  angegeben. 

Bezüglich  der  Eigenschaften  und  der  Wertbestimmung  der  einen  Teil 
der  Konstanten  C  bildenden  mehrfachen  „GauBschen  Smnme^^  G  (XXXU) 
mag  auf  die  beiden  Abhandlungen  der  Herren  Weber^)  und  Jordan*) 
verwiesen  werden,  in  deren  letzterer  insbesondere  gezeigt  wird,  daß  man 
jede  solche  jp- fache  GauBsche  Summe  durch  Einführung  neuer  Simuna- 
tionsbuchstaben  in  das  Produkt  von  p  einfachen  Gaußschen  Summen,  wie 
sie  im  folgenden  Paragraphen  auftreten,  zerfallen  kann. 

Bei  der  obigen  Darstellung  der  Konstanten  C  wurde  vorausgesetzt, 
daß  die  Determinante  A^^  (XXX)  von  Null  verschieden  ist.  Herr  Weber') 
hat  gezeigt,  daß  sich  im  Falle  A^^  =  0  die  Konstante  C  durch  eine 
Gaußsche  Summe  von  weniger  Variablen  ausdrücken  läßt,  deren  Anzahl  q 
gleich  dem  Bange  von  A^^  ist;  es  steht  dies  in  Übereinstimmung  mit  dem 
von  Herrn  Prym*)  und  mir  gefundenen  Resultate,  daß  eine  solche  Trans- 
formation  sich   stets   in   der   Form    T  =  S' Tj^jig)  S"   darstellen   läßt.     Es 


1)  Gerd  an,  Sur  la  transformation  des  fonctions  ab^iennes.  C.  R.  Bd.  60. 
1865,  pag.  925. 

2)  Clebsch  und  Gordan,  Th.  d.  AbeFschen  Functionen,  pag.  213;  vergl. 
auch  Thomae,  Beitr.  zur  Theorie  etc.    J.  fCLr  Math.  Bd.  75.     1878,  pag.  224. 

8)  Weber,  Über  die  unendl.  vielen  Formen  etc.  J.  fOr  Math.  Bd.  74. 
1872,  pag.  57 ;  auch :  Zahlentheoretische  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Functionen.  §  18.  Gott.  Nachr.  1898,  pag.  251;  fjir  den  speziellen 
Fall  p  =  2  dazu  Mischpeter,  Promotionsschrift  über  die  Transformation  der 
Thetafunction  mit  zwei  Variablen.   Inaug.-Diss.   Rostock  1874. 

4)  Weber,  Über  die  mehrfachen  Gaußschen  Summen.  J.  für  Math.  Bd.  74. 
1872,  pag.  14. 

5)  Jordan,  Sur  les  sommes  de  Gauß  k  plusieurs  variables.  C.  R.  Bd.  78. 
187  J,  pag.  1816. 

6)  Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.,  pag.  94. 
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mag  genügen  hier  auf  diese  Pnnkte  kurz  hingewiesen  zu  haben;  in  einem 
späteren   Paragraphen   (§  11)   wird   gezeigt   werden,   wie   sich    der  Fall 


*// 


0  stets  auf  den  Fall  A ,,  4-  0  reduzieren  läßt 


§9. 
Der  besondere  Fall  i>  =  1. 

Im  besonderen  Falle  p  =  1  liefert  der  XII.  Satz^  wenn  man  der 
erafocheren  Schreibweise  wegen  die  Transf ormationszahlen  c^^,  c^^, 
c^i,  c^  mit  a,  ß,  y,  d  bezeichnet,  den 

XIII.  Satz:   Für  die  ganzzahlige  lineare  Transformation: 


(XXXVH) 


bei  welcher  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  d  der  Bedingung: 

(XXXVIII)  ad-ßy=l 

genügen,  hängt  die  ursprünglidie  Thetafunktion  mit  der  transformierten 
zusammen  durch  die  Gleichung: 

(XXXIX)  ^[g(u),=y^(?(-|).6^--.a^(^.*)-'6"^-^*^ 

+ 
Dabei  ist: 

A  =  ani  +  /Ja,        JB  -=  yni  +  da, 


a 

ß 

y 

d 

LÄJ 


(«Oa- 


(XL) 


tt' 

«», 

g^ag- 

-ßh  +  \aß,     h~-yg 

+  dh  +  iyd, 

a(- 

9  = 

.-i« 

t*ßS  +  ^aßyi, 

i>{9,h)  = 

'  «rg* 

-2ßygh  +  ßdh*- 

-  aydg  +  ßyih, 

und  es  ist  die  auf  der  rechten  Seite  stehende  Wurzel  so  auszuziehen, 
daß  ihr  reeller  Teü  positiv  wird. 

Dabei  ist  ß>0  vorausgesetzt;  der  Fall  /S  =  0,  a  =»  d  =  +  1  er- 
ledigt sich  sehr  leicht,  da  in  diesem  Falle 

(204)         -4  =  3ti,    JB  =  a  +  yni,    u'^Uy    a''^a  +  yni 

ist;  und  folglich  die  ursprüngliche  Thetafunktion  mit  der  transfor- 
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mierten  gemäß  der  Fonnel  (XXI)  pag.  70  zasammenhängt  durch  die 
Gleichung: 


(205) 

bei  der 
(206) 


^ßJWa^^fflW-'^'''''-'^''^ 


h'^h  +  1ty  —  Y9 


—  u 

-ß 

-V 

-d 

-1 

0 

0 

-1 

ist.  Die  Falle  ß<0  und  /J  =  0,  ««-*  =  —  1  können  aber  auf  die 
soeben  betrachteten  beiden  Fälle  zurückgef&hrt  werden,  indem  man 
die  Transformation  T  aus  der  Transformation: 


(207) 

und  der  Transformation: 


(208) 

fär  welche 

(209)  ^  =  -3ti,    JB=:-a,    tt'=-u,    a' ^  a, 
also  gemäß  der  Formel  (XLU)  pag.  35: 

(210)  ^mWa-^LldWa. 

ist,  zusammensetzt. 

Nach  dem  VIL  Satz  läßt  sich  im  Falle  |> » 1  jede  ganz- 
zahlige lineare  Transformation  aus  den  zwei  elementaren  Ä,  B 
(XXII)  sla  erzeugenden  zusammensetzen.  Die  der  ersteren,  Äy  ent- 
sprechende Transformationsformel  geht  aus  (205)  fOr  y  =  1  hervor*, 
die  der  letzteren,  B,  erhält  man  aus  (XXXIX)  fElr  a  «  d  »  0,  ß  =^  h 
y  —  —  1  in  der  Gestalt: 

(211)    *[(i(«).  -i/^e^'-e- -  *r/](^)- 

+  « 

und  erkennt  deren  Übereinstimmung  mit  der  Formel  (IQ)  pag.  98. 
Die  Summe  ^(""j)  Ia^^  sich  durch  Gaußsche  Summen^): 

1)  Über  die  TonGauß  in  seiner  Abhandlung:  Summatio  quarumdam  serieni 
Bingolarinm.  1811.  Werke  Bd.  2.  GK^ttdngen  1876,  pag.  9  eingefOhrten  Summen  yer; 
Bachmann,  Zahlentheorie  2.  Bd.  Leipzig  1894,  pag.  146;  zu  der  jetzt  folgend 

Wertbestimmang  der  Summen  fpQ^n)  und  G  l — ^ j  Tergl.  noch:  Königsberg« 

Vorl.  ü.  d.  Th.  der  elliptischen  Functionen.  Bd.  2,  pag.  60  u.  f.,  Da  vi  d,  Sur  la  trs 


AuBwertong  der  Gaußschen  Summe  O.  185 

(212)  9>(Ä,ti)-2e~^ 

ausdrücken.    Es  ist  nämlich: 

1.  wenn  a  gerade,  also  ß  ungerade  ist: 

(213)  G^(-f)"-|?e-^^'"  =  9(-T,/j), 

2.  wenn  a  ungerade  und  ß  ungerade  ist: 

(214)  G(-i)-§«T<-'_,(f=--,^), 

3.  wenn  a  ungerade  und  ß  gerade  ist: 

(215)  ö(-|)=_§rH*-4)*-.e^'*"-^9(-«,2/J)e-^*"'" 


Nun  ist  aber  fOr  ungerades  n: 

(216)  9'(*,»)-(^)e^*"~"'j^, 
fär  gerades  n  =  2^n'  und  ungerades  h  im  Falle  x  >  1: 

(217)  9>(Ä,n)  =  (^)e«  y2fi, 

während  im  Falle  x  =  1   9)(Ä,  n)  den  Wert  Null  besitzt;  und  es  er 
gibt  sich  daher: 

1.  wenn  a  gerade  und  ß  ungerade  ist: 

(218)  6  (_  «)_(:^)  .?••-"  J^, 

2.  wenn  a  ungerade  und  ß  ungerade  ist: 

(219)         a{-^y^^-^)e^^-''^rß, 

3.  wenn  a  ungerade  und  ß  gerade,  ß  »  2^ß'  ist: 


formation  des  fonctions  S.  J.  de  Math.  (8)  Bd.  6.  1880,  pag.  187,  und  Hermite, 
Sur  quelques  formules  relatives  k  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
J.  de  Math.  (2)  Bd.  8.    1858,  pag.  26;  auch  C.  B.  Bd.  46.    1868,  pag.  171. 
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Zu  den  Formeln  (218)  und  (219)  wird  man  bemerken.     Da  ß 
angerade  ist,  so  ist: 

(221)  (})-e>-". 

und  man  kann  daher  die  Gleichungen  (218)  und  (219)^  indem  man 

ihre  rechten  Seiten  mit  (-jj  e     ^  multipliziert^  in  die  gemeinsame 

Form: 

(222)  ö(-^)  =  (:y^)e-T<^-^>y? 

bringen.  Man  kann  aber  im  Falle ^  daß  ß  ungerade  ist,  die  Summe 
G  ( —  -?-]  auch  noch  auf  andere  Weise  auf  eine  Gaußsche  Summe  re- 
duzieren.    Bestimmt  man  nämlich  zwei  ganze  Zahlen  m,  n  so,  daß: 

(223)  a^mß-Sn 
ist,  so  wird 

(224)  Gf(-f)-^eT^'"-^(4n,/J)  =  (^)e^'^-"*y?. 

Die  Formel  (220)  dagegen  kaim  man,  da 

(225)  eT'*-<"^'+'«=e±T.lii 

ist,  je  nachdem   aß'+  1  =  0   oder   2  (mod.  4),   also  stets: 

(226)  i^ t«-(-/»'+»n  _  i  +  (-i)'. i 

ist,  in  die  Gestalt: 
(227)    G(-^).  (=^)  ,\"""U±^t!J^ ,T<^-'^  eT<-«<'+'>y^ 

bringen,  und  es  ist  dabei: 

^      ^  1,  wenn  l  ungerade. 

Die  Summe  ^(~|-)   besitzt    ähnliche   Eigenschaften ,    wie    die 

Gaußsche  Summe  q>{h,  n);  von  ihnen  sollen  hier  einige  angegeben 
werden,  welche  fdr  die  lineare  Transformation  der  Thetafunktionen 
eine  Bolle  spielen. 
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Es  ist: 

(229)  C(i)G(-i)-^^i<^-''"'-''-"". 

Führt  man  hier  an  Stelle  von  q  einen  neuen  Sommationsbuchstaben 
r  ein  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

(230)  ^  =  tf  +  r, 
so  erhält  man  zui^hst: 

(231)  G(^)G(--J-)-^e>--'-"-(ge*T-). 

Nun  besitzt  aber  die  an  letzter  Stelle  stehende,  in  besondere  Klammem 
eingeschlossene  Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert 
und  zwar  den  Wert  ß,  wenn  ar  =  0  (mod.  ß)  ist;  es  fallen  daher  in 
der  Summe  nai6h  t,  da  a  relativ  prim  zu  ß  ist,  alle  Summanden  weg 
mit  Ausnahme  des  ersten,  dem  Werte  t  =  0  entsprechenden,  und  man 
erhalt^): 

(232)  ö(«)ß  (_«)«/,. 

Zur  Herleitung  einer  weiteren  Eigenschaft  der  Summe  G^(— -j) 

soll  das  Piinzip  der  Zusammensetzung  der  Transformationen  benutzt 
werden,  in  der  Weise,  daß  man  die  Transformation  T  aus  zwei  Trans- 
formationen jTi  und  jTj  zusammensetzt  in  der  Form  T=  T^T,  und 
die  der  Transformation  T  entsprechende  Thetaformel  (XXXIX)  mit 
jener  vergleicht,  welche  durch  Zusammensetzung  der  den  beiden  Trans- 
formationen 2\  und  Tg  entsprechenden  Formeln  entsteht. 
Ist: 


(233) 


T,- 


0 

1 

,     T,= 

ß 

-u 

-1 

0 

d 

-V 

SO  erhalt  man  auf  diese  Weise  zunächst: 

(2M)l/i«-^'""e(-7)->/^yS«-^"""«{l)- 

Die  beiden  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Wurzeln  können  zu  einer 
einzigen  vereinigt  werden.     Sind  nämlich  a  +  hi  und   c  +  di   kom- 


1)  Der  Gleichung  (282)  entspricht  für  die  Summe  ip  (^,  n)  jene  Formel  von 
Gauß  (a.  a.  0.  Art.  56),  wonach: 

(286)  qp(Ä,  n)  9(— Ä,  n)  =  n,  2n  oder  0 

ist,  je  nachdem  n  ungerade,  =  0  oder  =  2  (mod.  4)  ist. 
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pleze  Zahlen  mit  positiven  reellen  Teilen^  and  bezeichnet  man  allgemein 
mit  yx  +  yi  jenen  Wurzelwert  der  komplexen  Zahl  x  +  y%  für  welchen 

der  reelle  Teil  positiv  ist^  so  ist  stets: 


(236)  Y^  bi  y7+  di  -  y(a  +  bi)(c  +  diy, 

"T"  "T"  "T" 

denn  ist: 


(237)  Va  +  bi  =  a  +  ßi,      Yc  +  di  -  y  +  8i, 

wo  also  «  >  0,  y  >  0,  so  ist,  wie  sich  durch  Quadrieren  dieser  Glei- 
chungen zeigt,  a'>/5',  y'>ö*,  also  a'y'>/3'tf'  und  folglich  ay>/Jrf; 
es  ist  also  das  Produkt: 


(238)  yä+bi  Yc  +  di  ^  (ay- ßd)  +  {ad  +  ßy)  i 

eine  komplexe  Zahl  mit  positivem  reellem  Teile,  womit  die  Gleichung 
(236)  bewiesen  ist.     Nun  zeigen  aber  die  Gleichungen: 

—  n       — ^(^ft 
a  aao    ' 

iaA       iaAA^  AA^  ' 

in  denen  allgemein  Zq  den  zu  z  konjugiert  komplexen  Wert  bezeichnet^ 
daß  die  beiden  auf  der  rechten  Seite  von  (234)  unter  den  Wurzel- 
zeichen stehenden  Größen  in  der  Tat  komplexe  Zahlen  mit  positiven 
reellen  Teilen  sind,  und  es  ist  daher: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (234)  ein,  erteilt  hierauf  dem  Modul  a 
den  speziellen  Wert: 

(241)  a  =  ~^~  jjri 

und  löst  die  entstehende  Gleichung  nach  G^(-~-^)  craf,  so  erhalt  man^): 


1)  Der  Gleichiuig  (242)  entspricht  bei  den  Gaußschen  Summen  <p(A,  n)  jene 
Beziprozitätsbeziehung,  welche  Eronecker  (Über  den  vierten  Gaufiachen  Beweis 
des  Beziprozitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Beste.  Berl.  Ber.  1880,  pag.  086; 
yergl  auch:  Über  die  Dirichletsche  Methode  der  Wertbestimmung  der  Gaußschen 
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Ist  dagegen 
(243)  2\  = 


-Y 

-8 

,     T,- 

0 

1 

a 

ß 

-1 

0 

80  erhält  man  zunächst: 


,^u)y^e-i'"-G(-f)-y^y}J'^"-i""-6(-i) 


und  hieraus  auf  die  gleiche  Weise  wie  oben: 


(245) 


e(-T)-ys«^"-"""ö(-9- 


Die  im  vorigen  Paragraphen  fOr  beliebiges  p  durchgeführte  Bestim- 
mung der  Konstante  C  durch  Integration  wurde  fOr  jp  -«  1  zuerst  von 
Hermite^)   angegeben.     Eine  andere  Methode  der  Bestimmung  der  Eon- 


Reihen. 
Form: 

(248) 


Hamb.  Mitth.  Bd.  2.    1890,  pag.  82)  gefanden  und  in  der  eleganten 


(Vd 


g(p) 


dargestellt  hat,  bei  der  q  eine  rationale  rein  imaginäre  Zahl,  (}/p)  jenen  Wurzel- 
wert,  dessen  reeller  Teil  positiv  ist,  und  G  l  — }  die  Summe: 


(247) 


—  —  X*Ä 


x—0 


bezeichnet.  Die  Gleichungen  (242)  und  (246)  stellen,  wie  schon  ihre  ähnliche 
Form  vermuten  läßt,  nicht  zwei  wesentlich  verschiedene  Eigenschaften  der 
Summe  G  dar.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (242)  a  durch  ^,  so  kann  man 
durch   Einführung    neuer   Summationsbuchstaben  vermittelst   der   Gleichungen 

p  SB  a<r  beziehlich  q  =  ya  die  Summen  G  l — ^1  und  G  (--rj  in  die  Sununen 

G  (—  ^)  und  G  (—  ~\  Überföhren  und  so  aus  der  Gleichung  (242)  die  Glei- 

chiuig  (246)  ableiten.  —  Endlich  wird  man  noch  bemerken,  daß  man  die  Glei- 
chung (242)  auch  direkt,  ohne  Zuhilfenahme  der  Transformation  der  Theta- 
funktionen  gewinnen  kann,  indem  man  die  Formel  (4)  pag.  98  auf  die  Funktion: 


(248) 


^(& 


anwendet. 

1)  Hermite,  Sur  quelques  formules  etc.  J.  de  Math.  (2)  Bd.  8.  1868, 
pag.  26;  vergl.  auch  Fuhrmann,  Transformation  der  O- Functionen.  Progr. 
Königsberg  1864;   Königsberger,  Vorl.  ü.  d.  Th.  der  eUiptischen  Functionen. 
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stante  C,  welche  von  Herrn  Thomae^)  herrührt,  besteht  darin^  daß  man 
den  lateralen  Teil  des  Thetamoduls  a  einem  rationalen  Vielfachen  von  ni 
gleichsetzt  und  hierauf  den  reellen  Teil  Null  werden  läßt 
Nach  Formel  (XVm)  pag.  68  ist  nämlich: 


(249)  H0\^j!,,y2» 


(0). 


h^")' 


Ist   m   gerade,    so    setze    man    ^  =»  n;    man   erhält  dann  auf  Grund  der 
Formeln  (XXI)  pag.  70  und  (XLI)  pag.  35: 


«—1 


(250) 


^(^U^.rl!^ 


n 
^=-0       L  0  J 


{0\^re 


und    weiter,    indem   man    auf   die    Thetafimktion    der   rechten    Seite    die 
Formel  (211)  anwendet: 

n—l       fQ- 

(251) 


(O)^/ 


limd 

r=0 


(o)^=-i 


0 

«  —  1 


*(o)     „ 

n 

Da  nun: 

(252) 

ist,  so  folgt  aus  (251) 

(.63)      f~lVT,H0\^^,yi2''^"-i''{i'''')- 

Ist  m  ungerade,    so  setze   man    g  »=  2n;   man   erhält  dann  auf  dieselbe 
Weise: 

(254)      lim(y^*(0)^^»J-^]2'«^'^'"=^..(m,2«). 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  kann  nun  die  Bestimmung  der  Trans- 
formationskonstante folgendermaßen  bewerkstelligt  werden.  Man  schreibe 
die  Formel  für  die  ganzzahlige  lineare  Transformation,  indem  man  ^  =  A  »  0 
setzt  und  den  von  dem  Thetamodul  a  abhängigen  Teil  der  Transforma- 
tionskonstante sich  mit  Hilfe  der  Differentialgleichungen  (XXHI)  pag.  23 
bestimmt  denkt,  in  der  Form: 


Bd.  2,  pag.  68;  David,  Sur  la  transformation  etc.  J.  de  Math.  (3)  Bd.  6.  1880, 
pag.  187;  Landsberg,  Zur  Theorie  der  Graußschen  Summen  etc.  J.  für  Math. 
Bd.  111.    1898,  pag.  234. 

1)  Thomae,  Abriß  einer  Theorie  der  complexen  Functionen  und  der 
Thetafimctionen  einer  Veränderlichen.  2.  Aufl.  Halle  1878,  pag.  187;  veigl. 
dazu  Hager,  Über  die  lineare  Transformatien  der  Thetafimctionen.  Inaug.-Diss. 
Gottingen  1877. 


und  setze  darin: 

(256) 

Da  hierdurch: 

(257) 


Thomaesche  Bestimmung  der  TransformationskouBtante. 

_      -^ 

+ 
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(265)  Hu\  =  cYfje    '-^[J;J](u). 


0,       a-^  +  y«* 


wird,  80  nimmt  die  Formel  (255),  wenn  man  sie  noch  links  und  rechts 
mit   Y  :zr  ni^tipliziert,  die  Gestalt: 

(2.58)  y^^(0)_       ,-  Co  .  1  <j;a(0)^^  ,    , 

an  und  liefert,  indem  man  r  =>  0  werden  läßt,  ftbr  C^  die  Werte: 

1.  wenn  a  gerade  und  ß  ungerade  ist: 

(259)  Co-,.(-|,/j); 

2.  wenn  a  ungerade  und  ß  gerade  ist: 

(260)  Co  =  i,»(-«,  2/J). 

Diese  Resultate  stimmen  aher  mit  den  früheren,  wonach  gemäß  (XXXIX): 

(261)  Co==(?(-^)r^''^'^''"^'^'''^' 
und  gemäß  (213)  und  (215): 

9  (—  Y '  '')'  ^®°^  *  gerade. 


(262) 


a\ 


(-f)- 


4-g>(— «,  2/5)c*  ,  wenn  /5  gerade. 


ist,  wie  man  leicht  sieht,  üherein. 

Sind  a  und  ß  heide  ungerade,  so  kann  die  Formel  (255)  nicht  zur 
Bestimmung  der  Eonstanten  Cq  in  der  ehen  angegebenen  Weise  dienen, 
da  dann  die  auf  der  rechten  Seite  von  (258)  stehende  Thetafnnktion 
nicht  mehr  gegen  einen  festen  Grenzwert  konvergiert,  wenn  r  =■  0  wird. 
Man  wird  dann  die  gegebene  Transformation  der  Gleichung: 


(263) 


a 

ß 

-y 

-6 

0 

1 

V 

i 

a 

ß 

—  1 

0 
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entsprechend  aus  den  zwei  Transformationen  (243)  zusammensetzen,  deren 
erster  die  Formel: 

+  * 

entspricht,  bei  der  nach  dem  soeben  Bewiesenen: 

q)(— -^,  d),     wenn  y  gerade, 
(265)  2),=     ^V      2'    /'  ^  ^ 

l9("~y?  2d),     wenn  y  angerade, 

ist,  während  die  der  zweiten  entsprechende  Formel  die  Formel  (211)  ist. 
Vergleicht  man  die  auf  solche  Weise  durch  Zusammensetzung  entstehende 
Formel  mit  der  Formel  (255),  so  erhält  man  zur  Bestinmiung  von  Cq 
die  Gleichung: 

und  aus  dieser,  indem  man  für  a  wieder  den  Wert  (241)  einsetzt: 
(267)  Co=V^eV«^'""l>,. 

+ 

Daß  dieser  Wert  mit  dem  unter  (261)  angegebenen  übereinstinmit,  ist 
unter  Zuziehung  der  Gleichung  (245)  leicht  zu  sehen. 

Schon  Jacobi  ^)  war  im  Besitze  von  Methoden  zur  Bestinmiung  der 
Eonstanten  der  linearen  Transformation;  er  fuhrt  an,  daß  ein  doppelter 
Gang  der  Untersuchung  zu  dieser  Bestimmung  führe,  entweder  mittelst 
einer  Eettenbruchentwicklung  oder  mittelst  der  Gaußschen  Summen.  Ob  der 
letztere  Weg  mit  deni  eben  angegebenen  Thomaeschen  sich  deckt,  läßt 
sich  aus  der  kurzen  Angabe  Jacobis  und  bei  dem  Mangel  weiterer  Nach- 
richten nicht  ersehen.  Das  Verfahren  der  Kettenbruchentwicklung  hat 
Herr  Gordan^  aufgenonmien,  aber  erst  Herr  Landsberg^  bis  zur  voll- 
ständigen Bestimmung  der  Konstanten  durchgefOhrt.  Herr  Gordan  führt 
dagegen,  nachdem  er  die  Kettenbruchentwicklung  nur  zur  Ermittlung  der 
Gestalt  (255)  der  Transformationsgleichang  benutzt  hat,  die  Konstanten- 
bestinmiung  in  einer  eigentümlichen  Weise  durch,  deren  wahre  Bedeutung 
erst  später  (§11)  aufgedeckt  werden  wird.  Er  drückt  nämlich  in  der 
Transformationsgleichung  (255)  links  die  Thetafunktion  mit  dem  Modul  a 
durch  Thetafnnktionen  mit  dem  Modul  ß^a  und  hierauf  diese  durch  solche 


1)  Jacobi,  Über  die  Differentialgleichiuig,  welcher  die  Reihen  1  ib  ^9  ~f  ^9* 
±  2  j»  +  etc. ,  2  t/g  +  2  V?  +  «V«"  +  ete-  Genüge  leisten.  1847.  Ges.  Werke 
Bd.  2.    Berlin  1882,  pag.  171 

2)  Gerd  an,  Über  die  Transformation  etc.  Hab.  -  Schrift.  Gießen  1868; 
vergl.  auch  Enneper,  Elliptische  Funct.  etc.  Halle  1876,  pag.  348  u.  f.  2.  Aufl. 
Halle  1890,  pag.  409  u.  f. 

8)  Landsberg,  Zur  Theorie  der  Gaußschen  Summen  etc.  J.  für  Math. 
Bd.  111.    1898,  pag.  234. 
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mit   dem  Modul  ßÄ   aus  (Formeln  (XVEI)  pag.  68   und  (XXI)  pag.  70), 
rechts    dagegen    die  Thetafonktion  mit  dem  Modul  a    durch  Thetafimk- 

tionen  mit  dem  Modul  a ^  ni  =  -x-r    und  hierauf  diese  durch  solche 

P  P^ 

mit  dem  Modul  ßÄ  (Pormehi  (XXIV)  pag.  76  und  (HI)  pag.  98),  und  er- 
hält nun  Cq  durch  Vergleichung  der  linken  und  rechten  Seite. 

Ein  ähnlicher  Gedanke  ist  von  Besch  *)  verfolgt  worden,  welcher 
die  Bestimmung  der  Eonstante  durch  Einführung  solcher  spezieller 
Modulwerte  versucht,  ftir  welche  sich  der  ursprüngliche  und  der  trans- 
formierte Modul  nur  um  ganze  Vielfache  von  ni  unterscheiden. 

Soll  nur  das  Quadrat  der  Transformationskonstante  bestimmt  werden, 
so  kann  dies  sehr  leicht  geschehen,  indem  man  die  lineare  Transforma- 
tion T  auf  die  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichung^): 

(268)  d;,(0)  =  td«,(0)  *oi(0)  *io(0) 

anwendet*). 

Endlich  seien  die  beiden  Arbeiten  von  Cayley*)  erwähnt,  in  deren 
erster  er  im  Anschlüsse  an  eine  frühere^)  Darstellung  der  Thetafunk- 
tionen  durch  unendliche  Produkte  eine  Ableitung  der  Formel  für  die 
lineare  Transformation  gibt,  ohne  aber  auf  die  Bestimmung  der  Eonstanten 
einzugehen,  während  er  in  der  zweiten  eine  Verifikation  der  Transforma- 
tionsformel durch  Zusanmiensetzung  der  den  beiden  Transformationen 


(269) 


a 

ß 

-i 

ß 

-  1 

0 

y 

s 

Y 

—  a 

0 

-  1 

entsprechenden  Formeln  durchführt. 


§10. 

ZarflokfOhning   niohtganisahliger   Transformationen   anf 
ganzsahlige.    Die  Multiplikation  und  die  Division. 

Zu  jeder  ganzzahligen  Transformation  T  von  der  Ordnung  n  gibt 
es  immer  eine  andere  ganzzahlige  Transformation  T^y  welche  durch 
die  Gleichung: 
(270)  TT^  =  Jf, 


1)  Besah,  Bestimmung  der  bei  der  linearen  Umformung  der  O- Function 
auftretenden  Transformationsconstanten.    Progr.  Königsberg  1877. 

2)  Siehe  Kap.  Vü,  §  11. 

3)  Thomae,  Die  Constante  der  linearen  Transformation  der  Thetafimc- 
tionen.  Gott.  Nachr.  1883,  pag.  194  und  Enneper,  Bemerkungen  über  Theta- 
fanctionen  V.    Gott.  Nachr.  1888,  pag.  277. 

4)  Gayley,  On  the  linear  transformation  of  the  Theta-Functions.  Mess. 
Bd.  18.  1884,  pag.  64  und :  A  verification  in  regard  to  the  linear  transformation 
of  the  Theta-Functions.     Quart.  J.  Bd.  21.    1888,  pag.  77. 

6)  Cayley,  Memoire  sur  les  fonctions  donblement  p^riodiqnes.  J.  de 
Math.  Bd.  10.    1846,  pag.  886. 
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in  der  M  die  Transformation: 

(271)  <„-««>,„  ei;::.:;,) 

von  der  Ordnung  w*  bezeichnet,  vollständig  bestimmt  ist.  Die  Trans- 
formation Ti  ist  gleichfalls  wie  T  von  der  Ordnung  n  und  ihre 
Transformationszahlen  c^^^  sind  durch  die  Gleichungen: 


^flV 


^P+^P  +  Z«'  ^^P-f''  ^  ^VfP-k-ft' 


(272)  ;„  '•■'•-       ™-         _        "■-    0..-..V-.P) 

bestimmt.  Die  Transformation  T^  wird  die  zur  Transformation  T 
st4pplemeniäre  genannt;  man  sieht,  daß  auch  umgekehrt  T^T  =^  M  also 
auch  T  die  zu  T^  supplementäre  Transformation  ist.  Im  Falle  n  =  1 
wird  die  Transformation  M  zur  identischen  J,  die  supplement&re  T^ 
zur  inversen  T"^, 

Die  Transformation  M  heißt  die  MtdHplikation,   die  zu  ihr  in- 

verse  Transformation  M'^  von  der  Ordnung  -^  ist  die  nichtganzzahlige 
Transformation: 

(273)  <-l<o^a,  (::::!::..:U 

welche  die  Division  genannt  vrird.  Mittelst  der  Division  kann  man 
nun  jede  nichtganzzahlige  Transformation  T  auf  eine  ganzzahlige  zu- 
rückfElhren.  Bringt  man  nämlich  die  Koeffizienten  c^^  von  T  auf 
gemeinsamen  Nenner  t,  setzt  also: 

(274)  ^a/^  =  -i^^  (a,/*=lA-.«P) 

wo  t  eine  positive  ganze  Zahl,  die  d^^  ganze  Zahlen  sind,  so  kann 
man  die  Transformation  T: 


(275)  <=2't^-..  e:i:J.-:ü 


aus  den  beiden  Transformationen: 


(276)  «.;«-!«.,.,  <<.-.2''^«.'»;.     e:i:5.:::y 


*=i 


zusammensetzen,  von  denen  die  erste  eine  Division  (von  der  Ordnung  t|  L 

die  zweite  aber  eine  ganzzahlige  Transformation  (von  der  Ordnung 
fin)  ist. 

Für  die  Multiplikation  (271)  ist: 


Die  Multiplikation  der  Thetafunktioneii. 


(277) 


"UV 


war*,   wenn   f*  =-  v, 
0,       wenn   f*  >  v, 


B^^  =  wa^^, 


(/',«'=i* 


and  es  sind  daher  die  Argumente  und  Modulen  der  transfonün^i  vou 
Thetafunktion  durch  die  Gleichungen: 


(278) 


%fl'    "  %fA' 


(^,^'=1,2,  .-.j») 


bestimmt.  Soll  die  ursprüngliche  Thetafunktion  '^K  C^la  durch  die 
transformierten  -Ö-rflftt'])^.  ausgedrückt  werden,  so  hat  man  nach  §  7 
zunächst  '^[fj([w))a  als  ©ine  Thetafunktion  n'**'  Ordnung  mit  den  Ar- 
gumenten u^,  den  Modulen  a^^'  und  der  Charakteristik  \^  homogen 

und  linear  durch  die  n'^  Punktionen  d"       «*       C**'^l«*a'  auszudrücken. 


Diese  Darstellung  wird  aber  durch  die  Formel  (XVHI)  pag.  68  in 
der  Gestalt: 


(279) 


^K]w 


0,1,     ,n— 1 


n 


in'u\y 


geleistet.  Man  hat  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Thetafunktionen  mit  Hilfe  der  Formel  (154)  durch  solche  mit  den 
Argumenten  u^  und  den  Modulen  a^^'  auszudrücken.  Zu  dem  Ende 
ersetze  man  in  dieser  Formel  n  durch  n^,  u  durch  u  und  a  durch  a ; 
verstehe  sodann  für  fi  =  1,  2,  •  •  -,  i>  unter  g^^\  •  •  ,  g^'\  Äj>,  •  •  -,  äJ**^ 
Größen,  für  welche: 


^1:'+ 


(280) 

ist,  und  setze 

(281) 


+  9r-ng^, 


h^' 


+ 


Ou=l,2,...,p) 


sodaß  die  durch  die  Gleichungen  (151)  definierten  Größen  g\  h'  die 
Werte: 


(282) 


9'f.  -  wQ/^  +  «^)  -  P^,      A;  =  wA^  o*=i,2,...,p) 


annehmen.  Die  auf  der  linken  Seite  von  (154)  stehende  Thetafunk- 
tion wird  dann  mit  der  auf  der  rechten  Seite  von  (279)  stehenden 
identisch  und  man  erhält,  indem  man  diese  letztere  durch  den  aus 
(154)  dafür  abgeleiteten  Ausdruck  ersetzt,  die  Gleichung: 

18* 
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rransformationen  auf  ganzzahlige 

"''K^  -.^^IXlM«. 

0,1.    ,«--10,1,  ;v«»-l 

-2'     ^» 

i»\- 

(283) 

^ 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  gestellte  Aufgabe,  die  Funktion 
-ö-kI^mI^  durch  Funktionen  '9'r7lC**'L'  abzudrücken,  bereits  gelöst. 
Man  kann  derselben  aber  leicht  eine  elegantere  Form  geben.  Zu 
dem  Ende  verstehe  man  unter  Qi,  -  ",  Qp]  Kj  "7  ^p  irgend  welche 
ganze  Zahlen,  setze  in  (283): 


(284) 


9u='-'Qu'^  ^^t*y 


0i=l,2,.    .,p) 


multipliziere  linke  und  rechte  Seite  mit  e     ^    ^  und    summiere 

über  die  r  von  0  bis  w  —  1.  Man  erhält  dann,  wenn  man  gleich- 
zeitig rechts  den  Summationsbuchstaben  x^  um  t^  vermehrt,  was  nur 
eine  Umstellung  der  Summanden  der  rechten  Seite  bedeutet,  zunächst 
die  Gleichung: 

/0,1,^«~1  —2i  *AiV\        ^^ 

0,1,  ••,«—1  0,1,-   .ii*--! 

-2    ^» 


»\,-  ,»p 
(286) 


M.- 


* 


8«  L.e 


( 2 «  '-■    )■ 


Nun  besitzt  aber  die  in  der  letzten  Zeile  stehende  Summe  nur  dann 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  n^,  wenn 
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tf^  =  öTj,  . . .,  6=6^  (mod.  n)  ist,  und  es  fallen  daher  aus  der  rechten 
Seite  von  (285)  alle  jene  Glieder  heraus,  bei  denen  nicht: 

(286)  tf^  =  ar^  +  nX^  (/*=:i,j,...,p) 

ist,  wo  X^  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.    Auf  diese  Weise  entsteht  aus 
(285)  die  Gleichung: 

(287)  «.Jtf^,...,^aß]w, 

3i     -S„ 


0,1,-, «-1 

>  +  Ä  +  f 

sw  +  l.  +  l 

ca- 

h,:ip      ^              «-         n^ 

» 

>  +  Ä  +  f 

*' '  +  Ä  +  ^ 

bei  der  zur  Abkürzung: 

tut    -V"  , 

(288)          JIfft,..ß„=2      '     "'"       K„,_j....„,_,.^ 

Si     -8, 

^1,       , 

'p 

gesetzt  ist,  und  bei  der  die  p,  i  willkürliche  ganze  Zahlen,  die  g,  h 
beliebige  den  Gleichungen  (280)  genügende  Größen  bezeichnen. 

Vermindert  man  in  der  Formel  (287)  för  f*  =  1,  2,  •  •  -,1)  jede  der 

Größen  g^^\  •  • .,  ^J^>  um  ^ ,  jede  der  Größen  Äj\  •  •  -,  Af  um  ^ ,  mul- 
tipliziert     hierauf     linke     und     rechte     Seite     der     Gleichung    mit 

e     ^    *  und  summiert  über  die  p,  er  von  0  bis  n  —  1,  so 

erhält  man,  da  die  dabei  auf  der  rechten  Seite  auftretende  Summe: 


(289) 


0,1,-. ,«-1 
Sit  't dp 


im 


2  iSii^ii- Sfi»fi) 


nur  für  das  eine  Wertesystem  Xi  =  --«=»Xp  =  Ai  =  -'-  =  l.p=»0  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  ^n  Wert  n^^  besitzt,  wenn 
man  schließlich  noch  q  statt  p,  6  statt  h  schreibt,  die  Gleichung: 
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--KO(©)/--K]((a 


w«. 


(290)  ,,,P(       fx 

-   2     ^^^'  'Op^     "''  * 

Die  Formeln  (287)  und  (290)  sind  die  Losungen  des  Multipli- 
kations-  und  des  Diyisionsproblems  der  Thetafunktionen;  über  die  Be- 
rechnung der  in  den  Eonstanten  M  vorkommenden  Größen  K  muß 
auf  das  in  §  7  Gesagte  verwiesen  werden. 


§  11. 

Kraier-Frynuiohe  Zusammeiuietiiiiig  einer  Transformation 

aus  elementaren. 

Herr  Prym  und  ich^)  haben  eine  andere,  von  der  in  den  §  5,  6 
und  10  auseinandergesetzten  durchaus  verschiedene  Zusammensetzung 
einer  gegebenen  Transformation  T  aus  einfachen  angegeben,  bei 
welcher  nicht,  mehr  die  ganzzahlige,  sondern  die  lineare  Transforma- 
tion in  den  Mittelpunkt  der  Untersuchung  tritt. 

Zu  dem  Ende  werden  zunächst  drei  Arten  elementarer  linearer 
Transformationen  eingeführt.  Eine  elementare  lineare  Transformation 
erster  Art  2^  ist  definiert  durch  eine  Charakteristik  von  der  Form: 


(291) 


Sx  = 


-fiv 


0 


0 


-fiV 


wo  die  p^  Größen  c^^  (f*,  v  =  1,  2,  •  •,  p)  rationale  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  und  die  c^^  die  durch  den  Wert  dieser 
Determinante  geteilten  Adjunkten  der  c^^  sind.  Da  für  diese  Trans- 
formation: 


(292) 


^fiv^'^^tfi^h 


B„ 


p 

X  =  l 


(/i,»=l,2,...,p) 


also  auf  Grund  der  Gleichungen  (IX)— (XII): 


(293) 


1)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.  IL  Teil.  Abweichend  von 
dem  Folgenden  wird  dort  als  zweite  elementare  lineare  Transformation  jene 
speziellere  Transformation  ß,  eingeführt,  bei  welcher  die  Größen  c  ,  ^  ganxe 
Zahlen  sind. 


Die  element.  lin.  Transf.  erster,  zweiter  und  dritter  Art. 
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ist,  so  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  IX,  Satz  pag.  67, 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafiinktion  für  die  Transformation  S^  durch  die  dortige  Gleichung 
(XV)  bestimmt  wird. 

Eine  elementare  lineare  TransformaMon  zweiter  Art  fi,  ist  definiert 
durch  eine  Charakteristik  von  der  Form: 


(294) 


2,= 


1  •  •  •  0 
0  • .  •  1 

0 

*>+/«,» 

1  . .  •  0 
0  • . .  1 

wo  die  p^  Größen  Cp+^,y  (f*,  v^  1,  2,  •••,!))  rationale  Zahlen  sind, 
welche  den  Bedingungen  Cp+^,^  -  Cp+^,^  (f*,  v  =  1,  2,  ..,  /);  ;*  <  v) 
genügen.     Da  für  diese  Transformation: 


(295) 


TCt,   wenn   f*  =  v, 


^fit 


0, 


wenn   [i^v, 


^Hv 


,p) 


%v  +  ^p  +  M,i,^h 


also  auf  Gnmd  der  Gleichungen  (IX)— (XII): 


(296) 


<  =  ti^,    O  =  a^^  +  c^+,,.  y  ni 


(y,  r'=l,2,-..,jp) 


ist,  so  erkennt  man  durch  Vergleichung  mit  dem  XII.  Satz  pag.  76, 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafunktion  für  die  Transformation  S,  durch  die  dortige  Gleichung 
(XXIV)  bestimmt  wird. 

Eine  elementare  lineare  TransfarmaMon  dritter  Art  2,  ist  endlich 
durch  die  folgende  Verfügung  über  die  Transformationszahlen  c^^  de- 
finiert. Bezeichnen  x,  A,  •••,  p  irgend  q  (ff^/))  der  p  Zahlen 
Ij  2,  •••,!>;  x\  X\  •••,  <y'  die  p  —  g  übrigen,  so  ist  für  2,: 


(297) 


>»P+A* 


>i^ 


=  +1, 

=  +1, 


*>+/",  A« 


*l>  +  A*iP+/« 


1    für    f*  =  x,  A,  ...,(), 

=  +  1    für    fi  =  x',  r, ...,  <y'. 


wahrend  alle  übrigen  Transformationszahlen  c  den  Wert  Null  be- 
sitzen. Durch  Vergleichung  mit  (XVIQ)  sieht  man,  daß  diese  Trans- 
formation 2,  mit  der  Transformation  B^B^^"'  B  identisch  ist.  Da 
femer  für  diese  Transformation,  wenn  man  der  bequemeren  Schreib- 
weise wegen  für  x,  A,  •••,  p  die  Zahlen  1,  2,  •••,  g,  für  x',  A',  •••,  <y' 
die  Zahlen  q+1,  q  +  2,  -^'^ p  wählt: 
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'"        '"'  '••      0,         wenn   (t^e, 


also*): 


(299) 


«t,   wenn  p-ij,      j.     ^ 

"1      0,     wenn  n^i),        "'        '"'' 

/  /.=!,»,••  ,p  \ 

j     _0  J     _(«*T"'~*»S*J>   wenn   r)'=ri, 

^,. -",  ^11- ~0,  wenn  i?'^i?, 


/.,.'=i,s,     ,j  \ 

und  folglich  anf  6mnd  der  Gleichungen  (IX) — (XII): 


(300) 


99  d=al  "'jj  ( 

(•  =  1,  2, .  .  .,  8)  (»7  =  94-1,  7+2,  .  •  .,p) 


99  **oo  d^l 


99  ( 

9;  >7=9+li9+«f  •      iP) 

(»?,»?'=9+i,9-fa,--,P) 

ist;  so  erkennt  man  durch  Yergleichung  mit  dem  V.  Satz  pag.  108; 
daß  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Thetafiinktion  für  die  Transformation  S,  durch  die  dortige  Gleichung 
(Vin)  bestimmt  wird. 

Aus  Transformationen  dieser  drei  Arten  läßt  sich  nun  jede  be- 
liebige lineare  Transformation  L  zusammensetzen. 

Nennt  man  eine  lineare  Transformation  eine  singulare,  wenn 
die  sämtlichen  p*  Elemente  c^p^^  (f*;  ^  =  1>  2,  •••,  p)  des  zweiten 
Quadranten  den  Wert  Null  haben ;  so  kann  man  zunächst  eine 
solche;  wenn  man  beachtet;  daß  dann  stets  die  Determinante 
^± ^1^'"  ^pp  ^®^  P*  Elemente  c^^  (fi;  v  =  1;  2;  •  •  •; p)  des  ersten 
Quadranten  von  Null  verschieden  ist;  und  wenn  man  die  durch  den 
Wert  dieser  Determinante  geteilte  Adjunkte  von  c^^  mit  c^^  be- 
zeichnet; in  die  Form: 


1)  Wegen  der  Bedeutung  von  aj^^  und  a[*^,  vergl.  pag.  106. 


Zusammensetzung  einer  belieb,  lin.  Transf.  aus  elementaren. 
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(301) 


bringen  und  der  Gleichung: 


(302)       8- 


s= 

c^. 

0 

"p+iu.» 

?., 

C^r 

0 

0 

s» 

1  •••  0 
0  •••  1 

0 

p 

1  •••  0 

•  •  •  • 

0  •••  1 

entsprechend;   aus   einer   elementaren  linearen  Transformation  erster 
und  einer  solchen  zweiter  Art  zusammensetzen. 

Handelt  es  sich  weiter  um  die  Zusammensetzung  einer  nicht 
singularen  linearen  Transformation  L  aus  elementaren,  so  betrachte 
man  zuerst  den  Fall,  daß  die  Determinante  der  p^  Elemente  c^^p+v 
(/tt,  1/  =  1,  2,  •  •  •,  p)  des  zweiten  Quadranten  von  Null  verschieden  ist. 
Bezeichnet  man  dann  die  durch  den  Wert  dieser  Determinante  ge- 
teilte Adjunkte  von  c  +y  mit  c^,p+y,  so  kann  man  die  Trans- 
formation L  zunächst  in  der  Form: 

(303)  L  - 


^/«,j»+'' 


^fit 


0 


>fP+»' 


1  ••  0 

0 

0  •••  1 

_1  ... 

0 

0 

0  ••• 

-1 

1  •■  0 
0  •••  1 

0 

d^. 

1  •••  0 
0  •••  1 

wobei  zur  Abkürzung: 

(304)  ^.'2 


a=-l 


^P-^fitP-^-o  ^v,p-k-a 


(^,»— l,a,-..,p) 


gesetzt  ist;  aus  einer  singularen  linearen  Transformation,  der  zum 
speziellen  Werte  g  »  p  gehörigen  elementaren  linearen  Transformation 
dritter  Art  und  einer  elementaren  linearen  Transformation  zweiter  Art, 
und  daher  auf  Örund  der  Gleichung  (302)  weiter  in  der  Form: 
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(305) 


"^.J»*» 

0 

0 

*^.p+» 

1  •• 

■  0 

0  •• 

•  1 

p 

*»,»>+«» 

1  •••  0 

0 

0  ••  1 

_1  ... 

0 

0 

0  ••• 

-1 

1  ...  0 
0  ...  1 

0 

p 

1  •••  0 
0  •••  1 

aus  lauter  elementaren  linearen  Transformationen  zusammensetzen^). 
Der  Fall,  daß  die  Determinante  derp^  Zahlen  c^,p+y  (f*,  v=  1, 2,'-yp) 
verschwindet,  wird  am  einfachsten  auf  den  Fall,  wo  diese  Determi- 
nante von  Null  verschieden  ist,  folgendermaßen  zurückgeführt.  Für 
die  Matrix: 

(306)  ^1    ^  •••  ^,2p 


<^,l    ^p2 


^AJp 


1)  Für  die  ganzzahlige  lineare  Transformation  im  Falle  p  =  1  lautet  diese 
Zusammensetzung : 


(807) 


« 

ß 

1 

ß 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

r 

d 

0 

ß 

aß 

1 

—  1 

0 

ß 

1 

und  es  enttpricht  den  vier  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Transformationen 
der  sukzessive  Übergang  von  dem  ursprünglichen  Thetamodul  a  zu  den  Modulen 

^*a,  ßA^  0-7  1  ö-i  + -s-«»  =  «t    i^    Obereinstimmung    mit    dem   von  Herrn 
pA    pA        p 

Gordan   (vergl.  pag.  192)   eingeschlagenen   Verfahren   der   Eonstantenbestim- 
mung. 
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nenne  man  Hauptdeterminanten  jene  2^*  Determinanten  p*^  Qrades 


(308) 


Cja     ^ß    '  '  '    ^2« 


Sa     ^p{i   '"   S« 


bei  denen  keine  zwei  der  Indizes  a,  ß^  -  -  -y  €  einander  kongruent 
nach  dem  Modul  p  sind.  Man  kann  nun  leicht  beweisen,  daß  nicht 
alle  2^  Hauptdeterminanten  vei^ßch winden  können;  denn  wären  alle 
Hauptdeterminanten  Null,  so  wäre  es  auch  die  Determinante: 


(309) 


Si^i  +  S.i»+i»i   S2^«  +  Cp,p+«y2  •••  ^pp^p  +  ^^p^^pVp 


für  jeden  Wert  der  Größen  x  und  y.  Nun  besitzt  aber  nach  dem 
in  §  3  Bemerkten  die  Determinante  A^^^  ^±  A^^A^"- A^^  der 
dort  unter  (VH)  definierten  Größen  A^^  stets  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert.  Nimmt  man  den  möglichen  speziellen  Fall,  wo  alle 
Thetamodulen  a^^,  =  0  sind,  sobald  f*  ^  f*'  ist,  so  wird  die  Determi- 
nante (309)  für  die  Werte: 
(310)  x^^m,      y^-%^  (A*-i.8.--.j.) 

mit  der  Determinante  A^  identisch,  besitzt  also  fOr  diese  Werte  der 
Größen  x,  y  jedenfalls  einen  von  Null  verschiedenen  Wert.  Damit 
ist  aber  bewiesen,  daß  von  den  2P  Hauptdeterminanten  der  Matrix 
(306)  jedenfalls  eine  von  Null  verschieden  ist. 

Beachtet  man  nun,  daß  durch  Zusammensetzung  irgend  einer 
Transformation  T  mit  der  Transformation  2,  eine  Transformation 
ßjT  entsteht,  welche  sich  von  T  dadurch  unterscheidet,  daß  die  Ele- 
mente der  x**°  Vertikalreihe  von  T  mit  denen  der  p  +  x*^,  die  Ele- 
mente der  V^  Vertikalreihe  mit  denen  der  p  +  A*^,  •  •  •,  die  Elemente 
der  (>*^  Vertikalreihe  mit  denen  der  p  +  (>*^  vertauscht  sind,  nach- 
dem man  zuvor  jedesmal  die  an  letzter  Stelle  genannten  sämtlich 
mit  —  1  multipliziert  hat,  so  erkennt  man,  daß  sich  zu  jeder  linearen 
Transformation  L  eine  Transformation  fi,  so  bestimmen  läßt,  daß  in 
der  Transformation  i'  =  Sji  die  Determinante  der  p^  Zalen  c^^p^v 
(ff,  1/  =  1,  2,  •••,!))  von  Null  verschieden  ist.  Dann  kann  man  aber 
diese  Tranrformation  U  und  damit  auch  die  Transformation 
L^^^L'  =  ^^L  nach  dem  Obigen  aus  elementaren  linearen  Trans- 
formationen zusammensetzen. 
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Damit  ist  bewiesen  ^  daB  jede  lineare  Transformation  L  aus  ele 
mentaren  linearen  Transformationen  der  oben  bezeichneten  drei  Arten 
zusanmiengesetzt  werden  kann;  beachtet  man  dann  noch,  daB  nach 
dem  oben  Bemerkten  fQr  jede  elementare  lineare  Transformation 
das  Transformationsproblem  der  Thetafunktionen  durch  Formeln  des 
zweiten  und  dritten  Kapitels  gelöst  ist,  so  erkennt  man  zugleich,  daß 
man  auf  dem  angegebenen  Wege  zur  vollständigen  Lösung  des  Trans- 
formationsproblems der  Thetafunktionen  fQr  jede  lineare,  ganzzahlige 
oder  nichtganzzahlige  Transformation  gelangt.  Herr  Prym  und  ich 
haben  a.  a.  0.  im  sechsten  Abschnitte  des  zweiten  Teiles  auf  diese 
Weise  die  Formel  fär  die  allgemeinste  lineare  Transformation  her- 
gestellt. 

Eine  zu  einer  beliebigen  Ordnung   n  =  —   gehörige  nichtlineare 

Transformation  T  kann  endlich  aus  den  zwei  speziellen  nichtlinearen 
Transformationen : 


(311)     P  = 


Wj  .-.  0 
0    •  • .  ni 


0 


0 


1  ...  0 
0  ...  1 


,    Ö  = 


1...0 

0 

1  •••  0 

0 

0  •••  1 

von  den  Ordnungen  n^  und  —  und  der  linearen  Transformation: 


(312) 

in  der  Form: 
(313) 


i  = 


?v 

«»<>+/..» 

*>+/».  j>+» 

T^QLP 


zusammengesetzt  werden,  und  es  treten  daher  zu  den  elementaren 
linearen  Transformationen  Si;  2^;  Ss  noch  als  elementare  nichtlineare 
Transformationen  die  Transformation: 
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(314) 


N' 


n  ...  0 

.    .     . 

0 

0  ...  n 

1  ...  0 

0 

.    .     . 

0  ...  1 

von  der  Ordnung  n  und  die  zu  ihr  inverse: 


(315) 


^■-l= 


i-o 

0 

0.  .i 

n 

1  •••  0 

0 

0  •••  \ 

von  der  Ordnung  —  hinzu.     Da  für  die  Transformation  N: 


(316) 

also: 

(317) 


.  nm.   wenn   ii  =  v.      -^ 

f*""      0,       wenn   /it>v,        '^         '^ 


u^  = 


,  C*y^ 


a^^  «= 


*>• 


Kv'^i.s,...,^) 


ist,  so  erkennt  man,  daß  der  Zusammenhang  zwischen  den  ursprüng- 
lichen und  transformierten  Thetafunktionen  fttr  die  Transformationen 
N  und  N^^  durch  die  Formeln  (154)  und  (152)  bestimmt  wird. 
Die  gcmazahlige  Transformation  n^'  Ordnung: 


(318) 


bei  der  die  c^a  (a,  j8  =  1,  2,  •••,  2p)   also  jetzt   ganze   Zahlen   be- 
zeichnen, ist  nach  dem  Obigen  in  der  Form: 


C^r 

^f*fP  +  1^ 

^P-¥f4.^ 

^P+fi.p-^y 
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n 

n 

(319) 

T  — 

JL    — 

^Pi-Mf^ 

^P+ti,P+* 

n  ■■■  0 

0 

0  •••  n 

1  •••  0 

0 

0  •••  1 

aus  einer  linearen  Transformation: 


(320) 


n 

^fi,P-^y 
n 

L  — 

^P-^h*^ 

^p-^f^p-^^ 

und  der  Transformation  N  (314),  die  zu  ihr  gehörige  Thetaformel 
also  aus  den  zur  Transformation  L  und  zur  Transformation  N  ge- 
hörigen zusammenzusetzen.  Es  entspricht  diese  Zusammensetzung 
durchaus  dem  im  §  7  Bemerkten;  die  Formel  fCLr  die  lineare  Trans- 
formation L  ist  nämlich  keine  andere  als  die  Formel  (147),  die 
Formel  fQr  die  Transformation  N  aber  ist,  wie  schon  oben  bemerkt^ 
identisch  mit  der  Formel  (154).  Unter  Beschränkung  auf  den  Fall 
p  =  1  habe  ich^)  die  Herstellung  der  Formel  für  die  allgemeine 
ganzzahlige  nichtlineare  Transformation  auf  diese  Weise  vollständig 
durchgeführt.  Man  wird  nur  dazu  bemerken,  daB  man  entsprechend 
dem  pag.  170  Bemerkten  bezüglich  der  Darstellung  der  dort  in  der 
Formel  N^  pag.  485  auftretenden  Eonstanten  C^  durch  Thetafunk- 
tionen  einen  weiten  Spielraum  hat  und  nicht  an  den  angeschriebenen 
speziellen  Ausdruck  gebunden  ist.  Für  beliebiges  p  ist  auf  die  Arbeit 
von  Herrn  Prym  und  mir*)  zu  verweisen;  dort  wird  im  sechsten 
Abschnitt  des  zweiten  Teiles  die  zur  allgemeinsten  linearen  Trans- 
formation gehörige  Thetaformel,  Formel  (L)  pag.  118,  durch  Zusammen- 
setzung dieser  Transformation  aus  elementaren  linearen  Transforma- 
tionen gewonnen.  Um  daraus  die  der  hier  vorliegenden  linearen  Trans- 
formation (320)  entsprechende  Thetaformel  zu  erhalten,  hat  man  in 
der  eben  genannten  Formel  r  =  n  und  s  =>  1  zu  setzen,  wodurch  sich 


1)  Erazer,  Die  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen. 
Zweite  Abhandlung.    Math.  Ann.  Bd.  48.     1898,  pag.  467. 

2)  Erazer  nnd  Prym,  Nene  Grundlagen  etc. 
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wesentliche  Vereinfachungen  insbesondere  durch  den  Wegfall  der 
Summe  Hlf]  ergeben.  Setzt  man  dann  die  so  gewonnene  Formel  mit 
der  der  Transformation  N  entsprechenden  Formel  (154)  zusammen, 
so  erhalt  man  die  in  Bede  stehende  Formel  für  die  ganzzahlige  nicht- 
lineare Transformation  (318),  wie  sie  von  Herrn  Prym  und  mir 
a.  a.  0.  pag.  131,  Formel  (^),  angegeben  ist. 

Später  habe  ich^)  eine  andere  Methode  für  die  Herstellung  der 
Formel  für  die  nichtlineare  Transformation  angegeben,  die  zu  ein- 
facheren Ausdrücken  für  die  Eonstanten  zu  führen  scheint. 


1)  Erazer,  Die  quadratische  Transformation  der  Thetafunctionen.    Math. 
Ann.  Bd.  46.    1896,  pag.  442. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  komplexe  Multiplikation. 

§1. 

Die  komplexe  Multiplikation 
der  Thetaftmktionen  einer  Verftnderliohen. 

Es  sei  f{v)  eine  einwertige,  mit  den  Perioden  ©i,  coj  doppelt- 
periodische Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  v,  die  zudem  im 
Endlichen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitze.  Nach  dem 
lY.  Satz  pag.  116  ist  dann  die  Funktion  f{fnv\  wo  m  eine  Eonstante 
bezeichnet,  mit  f{v)  durch  eine  algebraische  Qleichung  verknüpft, 
sobald  die  Periodensysteme  der  Funktion  f{v)  samtlich  auch  Perioden- 
systeme der  Funktion  f{mv)  sind,  d.  h.  sobald  es  ganze  Zahlen 
a,  j8,  y,  8  gibt,  für  welche  die  Gleichungen: 

bestehen.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber  durch  Elimination 
von  m: 

(2)  ß(o\  +  («-*)  coi©,  -  yojj  «  0. 
Ist  nun  diese  Gleichung  identisch  erfüllt,  d.  h.  ist 

(3)  /J  =  0,    «  =  *,    y-0, 

SO  ergibt  sich  aus  (1)  auch 

(4)  m^  a==  *; 

es  ist  also  m  eine  ganze  Zahl,  und  es  liegt  die  gewöhnliche  Mul- 
tiplikation vor;  ist  dagegen  die  Gleichung  (2)  nicht  identisch  erfüllt, 
so  liefert  sie  für  das  Perioden  Verhältnis: 

(5)  ^=S 

die  quadratische  Gleichung: 
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(6) 
für  r 

selbst  also: 

.  =  -(- 

ßr' 

+  (a 

-S)r- 

-r  = 
-(«■ 

=  0, 

(7) 

iß 

-«y+ißr 

-*)±y(«+*)'- 

2/} 

-in 

> 

wenn 

(8)  a*  —  j8y  =  n 

gesetzt  wird.     Da  r  nicht  reell  sein  darf^  so  muB: 

(9)  (a  +  *)«  -  4n  <  0 

sein)  woraus  für  n  insbesondere  folgt,  daB  es  positiv  sein  muB;  und  wenn 
die  Reihenfolge  von  co^  und  cd,  so  gewählt  wird,  daß  der  imaginäre 
Teil  von  r  positiv  ist,  so  hat  man  in  der  Gleichung  (7)  die  Wurzel 
als  ±  iy^n  —  (a  +  dy  auszuziehen,  je  nachdem  ß  positiv  oder  negativ 

isi  Aus  der  ersten  Gleichung  (1)  folgt  aber  jetzt,  indem  man  linke 
und  rechte  Seite  durch  a^  dividiert: 


(10)  m  =  «  +  /Jr  =  (^+^±Jf±^!^*^-, 

es  ist  also  m  eine  komplexe  GröBe,  deren  Modul  }/n  beträgt.  Deshalb 
nennt  man  die  zwischen  f(v)  und  f(mv)  bestehende  Beziehung 
komplexe  Multiplikation. 

Damit  eine  komplexe  Multiplikation  stattfinde,  ist  also  notwendig, 
daß  das  Periodenverhältnis  x  einer  quadratischen  Gleichung: 

(11)  Ax^  +  Bx+C^O 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  Aj  B,  C  genüge,  für  welche  zudem 
die  Größe: 

(12)  D^AAC-B" 

einen  positiven  Wert  besitzt.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch  hin- 
reichend und  man  erhält  die  zugehörigen  Zahlen  a,  ß,  y,  d,  n  auf 
die  allgemeinste  Weise,  indem  man: 

(13)  i8=l>^,    a-8=pB,    Y  =  -pC 
setzt,  wo  p  eine  ganze  Zahl  ist.     Setzt  man  dann  noch: 

(14)  «  +  *-«, 
so  wird: 

(15)  n  =  i(2»  -i>»B»)  +p'ÄC  =»  i(g»  +  1>»D) 
und: 

(16)  X ^jr—>   ^°       2       ' 

Eraser,  TheUf&nktionen.  14 
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Die  eingeführten  ganzen  Zahlen  p,  q  sind  dabei  nur  an  die  Bedingung 
geknüpft,  daß 

(17)  q+pB  =  0  (mod.  2) 

ist,  damit  sich  für  a  und  d  ganze  Zahlen  ergeben.  Ist  also  B  ge- 
rade, so  muß  auch  q  gerade  sein,  während  p  beliebig  bleibt;  ist  B 
ungerade,  so  müssen  p  und  q  entweder  beide  gerade  oder  beide  un- 
gerade sein.  Man  kann,  da  mit  B  auch  D  gleichzeitig  gerade  und 
ungerade  ist,  auch  sagen,  daß  für  D  =  0  (mod.  2)  auch  ^  =  0  (mod.  2), 
für  D=l  (mod.  2)  dagegen  q=p  (mod.  2)  sein  muß.  Man  hat 
also  das  Resultat: 

I.  SatB*.   Die  Gleichungen: 

r 

(I)  wcoj  =  «©1  +  jSco,,     mco,  =  yc»!  +  *öj 
sind  bei  ganzecMigem  m  durch  die  Annahme: 

(II)  a  =  *  =  m,     /5  -  y  =  0 

für  hdiebige  Werte  der  Perioden  ©j,  co,  eu  erfüllen  (reelle  MulHpli- 
kaMon).  Damnen  existieren  für  singulare  Werte  der  Perioden  m  noch 
bei  komplexen  Werten  von  m  Lösungen  (komplexe  MuUiplikaiion); 
dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Perioden  cji,  co,  einer 
homogenen  quadratischen  Gleichung: 

(III)  ^©1  +  -B©!©,  +  C©J  «  0 

mit  ganzzahligen  Koeffizienten  A^  B,  C  genügen,  für  welche  zudem 

(IV)  D^AAC-B" 

positiv  ist.  Das  PeriodenverhcHtnis  r  =»  o,  :  ©^  soune  der  Multiplikcdor 
m  sind  dann  komplexe  Zahlen  von  der  Form  r  +  i]/«,  wo  r  und  s 
rationale  Zahlen  sind. 

Geht  man  jetzt  zu  der  Thetafunktion  d'(u\  über,  deren  Argu- 
ment u  und  Modul  a  durch  die  Gleichungen: 

/to\  vni  (OmJti 

(18)  U  = ,  a  =  — —  =  TTCl 


bestimmt  sind,  so  sagt  die  aus  (1)  folgende  Gleichung: 

(19)  a  =»  -—^-r-ä-  Ä2 

^      ^  an%-{-ßa 

aus,  daß  in  dem  vorliegenden  Falle  für  die  Transformation: 

(20) 

der  ursprüngliche  Thetamodul  a  und  der  transfonnierte  a'  einander 


a 

ß 

T  = 

y 

d 

Übergang  zu  den  Thetaf.    Prinzipale  Transformation  ders. 
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gleich  sind;  um  dies  auszudrücken,  möge  die  Transformation  T  eine 
prinzipale  genannt  werden.  Der  Inhalt  des  I.  Satzes  laßt  sich  dann 
dahin  aussprechen,  daß  prinzipale  Transformationen  und  zwar  für  alle 
Thetaf unktionen,  mit  beliebigen  Modulen,  die  Transformationen: 


(21) 


sind,  wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet.  Eine  solche  Trans- 
formation ist,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  eine  Multiplikation 
M  der  Thetafünktion;  im  Falle,  daß  m  eine  negative  ganze  Zahl 
—  n  ist,  setzt  sie  sich  gemäß  der  Gleichung: 


m 

0 

0 

m 

—  n 

0 

= 

n 

0 

-1 

0 

0 

—  M 

0 

n 

0 

-1 

(22) 


aus  einer  Multiplikation  und  der  Transformation: 
(23)  »i-u\  =  »{u\ 

zusammen.  Daneben  gibt  es  dann  noch  für  Thetafunktioden  mit 
singulären  Modulen  prinzipale  Transformationen  im  eigentlichen  Sinne, 
welche  der  komplexen  Multiplikation  der  doppeltperiodischen  Funk- 
tionen entsprechen,  und  bezüglich  welcher  der  Satz  gilt: 

n.  Sats:  SoU  für  die  Thetafmüction  •0*(m)„  eine  prinzipale  Trans- 
formaUon  im  eigentlichen  Sinne  existieren,  so  ist  dnzu  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  Größe: 


(V) 


a 

7t% 


einer  quadratischen  Gleichung: 

(VI)  ^r«  +  J?r  +  C  =  0 

mit  ganzzoMigen  Koeffizienten  Ä,  B,  C  genüge,  für  welche  zudem 

(VH)  D  =  4^C-J5» 

positiv  ist.    Zu  dieser  Thetafünktion  mit  dem  Modul: 

(Vm)  a -  -A+iV^ 


2A 


n% 


existieren   dann   unendlich   viele  prinzipale    Transformationen,    deren 
Transformationszahlen  a,  ß,  y,  d  und  Grad  n  durch  die  Gleichungen: 

n^iiq'  +  p'D) 


(IX) 


14* 
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bestimmt  sind^  wo  p,  q  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  nur 
der  Bedingung  unterworfen  sind,  daß  a  und  8  sich  als  ganze  Zahlen 
ergeben. 

Umgekehrt  existiert  zu  einer  Transformation  n**"  Crrades: 


(X) 


sobald  sie  der  Bedingung: 

(XI)  (a  +  *)«  -  4n  <  0 

genügt,  stets  eine  Thetafunktion  d'(u\,  für  welche  diese  Transformation 
eine  prinzipale  ist;  der  Modul  a  dieser  Thetafunktion  ist  durch  die 
Gleichung: 


T=. 

a 

ß 

y 

d 

(xn) 


a  = 


Ttl 


eindeutig  bestimmt,  wobei  die  Wurzel  positiv  oder  negativ  auszuziehen 
ist,  je  nachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

So  ist  insbesondere  die  lineare  Transformation: 


(24) 


eine  prinzipale  für  die  Thetafunktion  mit  dem  Modul  a  »  —  ;r;  femer 
sind  die  linearen  Transformationen: 


0 

1 

-1 

0 

0 

1 

1 

1 

» 

—  1 

1 

-1 

0 

(25) 


prinzipale  für  Thetafonktionen  mit  den  Modulen  a  = 


Vs 


Mit  Rücksicht  auf  die  jetzt  folgenden  Untersuchungen  über  die 
prinzipale  Transformation  der  Thetafunktionen  von  beliebig  vielen 
Variablen  wird  man  noch  bemerken,  daß  der  Wert  (10)  des  Mul- 
tiplikators m  =  a  +  j8r  die  eine  Wurzel  der  Oleichung: 


(26) 


a  —  m       ß 
y       ö  —  m 


=  0 


ist,   deren    andere  Wurzel   durch    den  dazu  konjugierten  komplexen 
Wert  geliefert  wird,  und  daß  die  soeben  unter  (XI)  ausgesprochene 
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charakteristische  Eigenschaft  der  prinzipalen  Transformation  damit 
zusammenfällt,  daß  diese  Gleichung  nur  fOr  komplexe  Werte  Yon  m, 
deren  Modul  Yn  betragt^  erfüllt  sei. 

Die  komplexe  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen  findet  sich 
bereits  bei  Abel  und  Jacobi.  Abel  stellte  im  J.  für  Math.  Bd.  2. 
1827,  pag.  286^)  den  Satz  zum  Beweise 

„Theoreme.     Si  Tequation  diff^rentielle  separee 
adx  dy 

oü  a,  /?,  ^,  d,  €,  a  sont  des  quantit^s  reelles,  est  algebriquement  inte- 
grable,  il  laut  n^cessairement  que  la  quantite  a  soit  un  nombre  rationnel." 

Hierzu  bemerkte  Jacobi*):  „H  existe  un  nombre  infini  d'echelles  de 
modules  pour  lesquelles  a  peut  aussi  avoir  la  forme  a  +  & )/—  1  •  •  • 
Cette  nouvelle  raethode  pour  la  multiplication  est  encore  remarquable, 
parcequ'elle  a  lieu  dans  les  cas,  oü  la  transformation  rentre  dans  la 
multiplication,  c'est-a-dire  oü  le  module  transforme  devient  egal  a  celui 
d'oü  Ton  est  parti." 

Unterdessen  hatte  aber  schon  Abel')  die  Theoreme  ausgesprochen: 
Theoreme  I.     En   supposant   a  r^el,   et  requation  int^grable  alge- 
briquement, il  faut  necessairement  que  a  soit  un  nombre  rationnel. 

Theoreme  11.  En  supposant  a  imaginaire,  et  Tequation  integrable 
algebriquement,  il  faut  necessairement  que  a  soit  de  la  forme  m  ±  y  —  1  • )/« , 
oü  m  et  n  sont  des  nombres  rationnels.  Dans  ce  cas  la  quantite  ft*) 
n'est  pas  arbitraire;  il  faut  qu'elle  satisfasse  a  une  equation  qui  a  une 
infinite  de  racines  reelles  et  imaginaires.  Chaque  valeur  de  fi  satisfait 
a  la  question." 

Seitdem  ist  die  komplexe  Multiplikation  der  elliptischen  Funktionen 
der  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  geworden.  Da  diese  aber 
ausschließlich  zahlentheoretischer  Natur  sind,  indem  sie  die  merkwürdigen 
Gesetze  untersuchen,  welche  die  als  singulare  Modulen  auftretenden  alge- 
braischen Zahlen  beherrschen,  fallen  sie  außerhalb  der  Grenzen,  welche 
für  diese  Darstellung  gesteckt  sind^). 


1)  Abel,    Thdorömes    et    probl^mes.      Ouevres    compl.    Bd.  1.     2.  Aufl. 
Christiania  1881,  pag.  618. 

2)  Jacobi,  Notices  sur  les  fonetionB  elliptiques.    1828.   Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  254. 

3)  Abel,  Becherches  sur  les  fonctions  elliptiques.    1828.    Oeuvres  compl. 
Bd.  1.    2.  Aufl.    Christiania  1881,  pag.  377.    

4)  Die  Wurzel  ist  hier  in  der  Form  |/(1  —  a;*)  (1  -f  ^a;')  vorausgesezt. 

5)  Vergl.  dazu  Weber,  Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen. 
Braunschweig  1891,  pag.  327. 
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§2. 
Einige  S&tse  ans  der  Lehre  von  den  bilinearen  Formen. 

Ein  System  von  v?  Gh-ößen: 


^nl?    ^«2»   "  *  •?    ^n 


die  in  n  Horizontalreihen  und  n  Yertikalreihen  angeordnet  sind,  fafit 
man  bequem  in  dem  Bilde  der  bilinearen  Form: 

n  n 

(28)  ^-^^%.^^.yv 

zusammen;  dabei  kann  für  beides,  OröBensystem  und  bilineare  Form, 
dasselbe  Zeichen  Ä  dienen,  wie  man  im  folgenden  tatsächlich  unter 
diesem  Zeichen  fast  immer  ebenso  gut  das  eine  wie  das  andere  ver- 
stehen kann.     Eine  Gleichung: 

(29)  Ä  =  B 

zwischen  zwei  Formen  (oder  Größensystemen)  A  und  B  ersetzt  die 
n*  Gleichungen: 

(30)  a^^  =  J^^.  (/i..=i,2.- .«) 
Unter  der  Summe: 

(31)  C^Ä  +  B 

zweier  Formen  versteht  man  jene  Form,  deren  Koeffizienten  durch  die 
Gleichungen: 

(32)  <^^v  =  %v  +  ^f,y  0i,r=l,2.   ..,«) 

bestimmt  sind.     Bezeichnet  r  irgend  eine  Größe,  so  wird  mit: 

(33)  C^rÄ 

die  Form  mit  den  Koeffizienten: 

(34)  c^^  =  ra^^  (ai,i'=i,2,...,«) 

bezeichnet.    Unter  dem  Produkte: 

(35)  C^AB 

zweier  Formen  versteht  man  jene  Form,  deren  Koeffizienten  durch 
die  Gleichungen: 
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n 
(36)  C^^  -2%nK.  (^,.-l.«,...,n) 

bestimmt  sind.     Unter  J  versteht  man  speziell  die  Form: 

n 

(37)  J-2^,y,. 

deren  Koeffizienten  also  die  Werte: 

/oo\  1>   wenn   u  =*  v, 

^     ^  '*'^      0,   wenn   /it^v, 

besitzen.     Man  nennt  zu  A  konjugiert  die  Form: 

n         n 

(39)  Ä'=^^a,^x^y,. 

Sind  dann  Ä\  B\  C  die  zu  -4,  B,  (7  konjugierten  Formen  und  be- 
steht zwischen  A,  By  C  die  Gleichung  (35)^  so  ist: 

(40)  C'^B'A\ 

Man  nennt  unter  der  Voraussetzung^  daß  die  Determinante 

(41)  \^\-2±(hl(^n"(^nn 

der  Form  A  nicht  Null  ist,  zu  A  rasiproh  die  Form: 

(42)  ^-*  =  ^2'«'^^^y- 

WO  a^^  die  durch  den  Wert  der  Determinante  |  A  \  geteilte  Adjunkte 
von  a^^  in  dieser  Determinante  bezeichnet;  es  ist  dann: 

(43)  AA-^^A-^A=^J. 

Mit  HiKe   der  reziproken  Form   kann  jetzt  auch   die  Division   der 
Formen  ausgeführt  werden.    Aus  (35)  folgt  nämlich: 

(44)  A^CB-"^ 
und: 

(45)  B^A-'C-, 
weiter  ergibt  sich: 

(46)  C-'^B-^A-K 

Sind  die  Koeffizienten  einer  Form  A  Funktionen  eines  Parameters  r, 

so  ist  vj-  eine  Form  mit  den  Koeffizienten  -5^«     Es  ist  dann: 
dr  dr 

(47)  I^^^aB)  =  '4b^a'^ 
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und  speziell,  da  0-  =  0  ist: 

(48)  l{AA-^)  =  f^A-^  +  A'^ 


0; 

daraus   ergibt   sich   aber   die  fOr   den  Beweis  der  Sätze  IV  und  Y 
nötige  Relation: 

(49)  ^  =  _^-i|4^-^ 


dr 


Die  Determinante: 

(50)  |^-rJ|  = 


dr' 


a, 


nl 


a, 


'nt 


heißt  die  chardkterisiis(^  DeterminofUe  oder  die  charakteristische  Funk- 
tion der  Form  A.  Sie  ist  eine  ganze  rationale  Funktion  n^*^  Orades 
von  r,  die  gleich  Null  gesetzt  die  charakteristische  Gleichung: 

(51)  \A-rJ\^0 

der  Form  Ä  liefert.  Es  sei  a  eine  w- fache  Wurzel  dieser  Gleichung, 
also  \A  —  rJ\  durch  {r  —  d)^  teilbar.  Haben  dann  alle  Unterdetep- 
minanten  n  —  1**^  Grades  von  \A  —  rJ\  den  Faktor  (r  — a)*^,  alle 
Unterdeterminanten  n  —  2*^  Grades  den  Faktor  (r  —  a)"^,  •  •  •,  so 
nennt  man  die  Größen: 


-aV— « 


(r^a) 


{r-a) 


S-i 


=  w. 


,  —  m. 


=  iw. 


(52)  {r-ay,    ir-a)\   ■ 
wo: 

(53)  e«m  — Wj,  ^1  =  ^1  — Wj,  ••-,  o^^^  — //•„_,  — 7f»^_i,  »^n-i^''*«-! 

ist,  Elementarteiler  der  charakteristischen  Fmiktion  \A  —  rJ\.  Die 
Reihe  der  Exponenten  der  Elementarteiler  genügt  den  Bedin- 
gungen^): 

(54)  «^^^•••^«n-2^«n-.i- 

Zu  jeder  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung  gehört  auf  diese 
Weise  eine  Reihe  von  Elementarteilem;  die  Reihe  der  unter  (52) 
angeschriebenen  wird  man  zum  Unterschiede  von  anderen  Reihen  die 
Reihe  der  zur  Wurzel  r^a  gehörigen  Elementarteiler  nennen. 


1)  Einen  Beweis  dieses  Satzes  hat  Herr  Frobenius:  Über  die  Elementar- 
teiler der  Determinanten.  Berl.  Der.  1894,  pag.  31  gegeben;  derselbe  ist  re- 
produziert bei  Muth,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementarteiler.  Leipzig 
1899,  pag.  6u. f.,  wo  sich  auch  weitere  Literaturangaben  über  den  Satz  finden. 


(A<,1'  =  1,2,.    .,*) 

X  =  l 
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Eine  Form  B  heißt  einer  Form  A  äquivalent^  wenn  zwei  Formen 
P,  Q  mit  nicht  verschwindenden  Determinanten  existieren,  welche  die 
Gleichung: 

(55)  B^PÄQ 

erfüllen.  Indem  man  hier  P,  Q  nicht  als  bilineare  Formen  auffaßt, 
sondern  die  Substitutionen  P\  Q: 

n  n 

(56)  ^^-^P^^^ny     y.-^i.xVxj 

x=l  /=! 

betrachtet,  vermittelst  welcher  in  der  Form  A  an  Stelle  der  bisherigen 
Variablen  Xy  y  neue  rc',  y'  eingeftlhrt  werden,  kann  man  den  Inhalt 
der  Gleichung  (55)  dahin  aussprechen,  daß  die  Form  A  durch 
die  Substitutionen  P',  Q  in  die  Form  B  übergehe.  Aus  der  Glei- 
chung (55)  folgt  auch: 

(57)  A^P-'BQr^', 

es  ist  also  auch  die  Form  A  der  Form  B  äquivalent.  Ist  speziell 
Ö="P-S  also: 

(58)  B^PAP-\      A^P-^BP, 

so  heißen  die  Formen  A  und  B  ähnlich.  Es  ist  dann  auch  für  be- 
liebiges r: 

(59)  B  -  rJ=  P{A  -  rJ)P'\     A-rJ^  P-\B  -  rJ)P. 

Daraus  folgt  aber,  daß  jede  Unterdeterminante  i/*^  Grades  der  De- 
terminante \A  —  rJ\  eine  homogene  lineare  Funktion  der  Unter- 
determinanten V*®"  Grades  der  Determinante  \B  —  rJ\  ist  und  um- 
gekehrt, daß  also  der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Unterdetermi- 
nanten v^  Grades  von  \A  —  rJ\  mit  dem  größten  gemeinsamen 
Teiler  der  Unterdeterminanten  v^  Grades  von  {B  —  rJl  zusammen- 
fallt, und  hieraus,  daß  die  charakteristischen  Funktionen  |  A  —  rJ\ 
und  !  B  —  rJ\  die  gleichen  ElementarteUer  besitzen. 

m.  SatB:  Sind  die  Formen  A  und  B  ähntichj  so  summen  ihre 
charakteristischen  Funktionen  q>(r)=^\A  —  rJ\  und  ^ (r)  =  | B  —  rJ\ 
in  den  Elementarteilem  üherein. 

Jene  Form,  welche  aus  A  hervorgeht,  wenn  man  jeden  Koef- 
fizienten durch  den  konjugirten  komplexen  Wert  ersetzt,  soll  mit  A^ 
bezeichnet  werden;  ebenso  soll,  wenn  m  irgend  eine  Größe  bezeichnet, 
m^  oder  m^  die  dazu  konjugierte  komplexe  Größe  bezeichnen;  ist  m 
reell,  so  ist  m^  =  m. 

Unter  den  Substitutionen  spielen  jene,  U,  eine  wichtige  Rolle, 
far  welche  B^  ^  Br\  also 

(60)  R^R  =  J 
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ist.  Für  den  Fall,  daß  B  reelle  Koeffizienten  hat,  ist  JR^'  =  R',  also  die 
Substitution  22  eine  orthogonale.  Für  Formen  22  gelten  nun  ebenso 
wie  für  die  speziellen  reellen  orthogonalen  Formen  die  beiden  Sätze  ^): 

IV.  Satz:  Die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
1 22  —  rj\  ==  0  einer  Farm  22,  wddie  der  Bedingung  22^' 22  =  J  genügt, 
haben  aUe  den  Modul  1. 

V.  Satz:  Die  cJtaraJcteristische  Funktion  \  R  -^  rj\  einer  Form  22, 
welche  der  Bedingung  B^B=^  J  genügt,  hat  lauter  lineare  Elementar- 
teuer. 

Im  folgenden  treten  bilineare  Formen: 

n  n 

(61)  ^-2  2%y^f^y- 

auf,  bei  denen  je  zwei  Koeffizienten  a^^  und  a^^  konjugierte  kom- 
plexe Größen  und  die  Koeffizienten  a^^  reell  sind.  Setzt  man  fttr 
die  X  und  y  solche  Werte,  daß  x^  und  y^  konjugierte  komplexe 
Größen  sind,  so  ist  der  Wert  von  A  reell.  Eine  solche  Form  genügt 
den  Bedingungen: 

(62)  A>  =  ^',      A'=^ 

und  ist  durch  jede  dieser  beiden  Gleichungen  charakterisiert.  Führt 
man  an  Stelle  der  bisherigen  Variablen  x,  y  neue  x\  y'  ein  mit 
Hilfe  der  Substitutionen: 

n  n 

(63)  x^  =  ^pU^J,      y.  =  ^PvxViy         (/'.i'=i.2,  •  .«) 

x=l  x^ 

wo  |)^^  die  zu  p^^  konjugierte  komplexe  Größe  bezeichnet,  so  geht 
aus  der  Form  A  eine  Form: 

(64)  B^P^AP 

derselben  Art  wie  A  hervor,  bei  welcher  also  wiederum  h^^  und  h^jt 
konjugierte  komplexe  Größen,  die  h^^  reelle  Ghrößen  sind. 

Jede  Form  A  kann  so  auf  unendlich  viele  Weisen  in  die 
Normalform: 

(65)  N~^x,y,-^x,y, 

1)  Der  Beweis  der  Sätze  IV  und  V  wird  för  die  hier  vorliegenden  Formen 
B  genau  in  derselben  Weise  geführt,  wie  für  die  reellen  orthogonalen  Formen; 
diesen  aber  siehe  bei  Frobenius,  Über  lineare  Substitutionen  und  bilineare 
Formen.  J.  für  Math.  Bd.  84.  1878,  pag.  51  und  63;  vergl.  auch  Muth,  Theorie 
und  Anw.  d.  Elementart.,  pag.  175;  femer  Löwy,  Über  bilineare  Formen  mit 
koigugiert  imaginären  Variablen.  Hab.- Schrift.  Freiburg  1898  und  Nova  Acta 
Leop.  Bd.  71.    1898,  pag.  377. 
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transformiert  werden.  Wie  dies  aber  auch  ausgeführt  wird,  immer 
haben  die  Zahlen  q  und  r  dieselben  Werte.  Man  nennt  r  den  Bang, 
q  den  Trägheitsindex  der  Form  A.    Da  aus 

(66)  Po'AP^N 

durch  Übergang  zu  den  konjugierten  komplexen  Formen: 

(67)  P'APo  =  N 

folgt,  so  sind  Ä  und  A^  auf  die  luLmliche  Normalform  reduzierbar, 
besitzen  also  gleichen  Rsoig  und  gleichen  Trägheitsindex;  daraus  folgt 
insbesondere,  daS,  wenn  die  Koeffizienten  ^^^  =»  0,  die  Koeffizienten 
a^  ^  «  —  a^^  aber  rein  imaginär  sind  und  infolgedessen  A^^^  —  A  ist, 
r  eine  gerade  Zahl  und  q^^^  \r  sein  muß. 

Eine  Form  -4,  die  flir  konjugierte  komplexe  Werte  der  Variablen 
X  und  y  nicht  verschwindet,  ohne  daS  die  YeränderUchen  sämtlich 
Null  sind,  heißt  eine  definite  Form  und  zwar  eine  positive,  wenn  sie 
beständig  positiv,  eine  negative,  wenn  sie  beständig  negativ  ist. 
Damit  eine  Form  definit  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
r  ==  w  und  entweder,  wenn  die  Form  positiv  sein  soll,  3  =  w,  oder 
wenn  sie  negativ  sein  soll,  q  =  0  sei.  Sie  läßt  sich  also  dann  stets 
in  eine  der  beiden  Normalformen: 

n 

(68)  ±J-±^^,y, 

transformieren  und  es  läßt  sich  daher  auch  umgekehrt  eine  Form  P 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  finden,  welche  die  Gleichung: 

(69)  PoVP=Po'P=±^ 

erfällt.  Ist  dann  S  eine  Substitution,  welche  zusammen  mit  der  kon- 
jugierten komplexen  S^  die  Form  A  in  sich  transformiert,  fttr  welche 
also: 

(70)  S^AS^A 
ist,  so  ist: 

(71)  So'A'-P'S-±^  =  -Po'^ 
und  daher: 

(72)  P^-'S^'P^'PSP-'^J. 
Setzt  man  also: 

(73)  PSP-^^R, 
so  wird: 

(74)  PoÄoiV'--R»,       Po'-'Ä,'Po'=i?„' 
und  die  Gleichung  (72)  sagt  aus,  daß: 
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(75)  B,'R  =  J 

ist.  Nach  (73)  sind  aber  die  Formen  R  und  S  ähnlich  und  es  haben 
daher  ihre  charakteristischen  Funktionen  alle  Elementarteiler  gemein- 
sam. Infolgedessen  gelten  die  Sätze  IV  und  V  auch  för  die  Form  S 
und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

VI.  Satz:  Wenn  eine  Substitution  S  zusammen  mit  der  Tcotijugierten 
Jcomplexen  S^  eine  deßnite  Form  A,  in  wddier  a  und  a^^  für  jedes 
ft  und  V  Jconjugierte  kompleoce  Werte  besüisen,  in  sich  selbst  transformiert, 
sodaß: 

(Xni)  S^AS^A 

ist,  so  verschwindet  ihre  charakteristisclie  Funktion  \  S  —  rJ\  nur  für 
soldie  Werte  von  r,  deren  Modul  1  ist,  und  besitzt  femer  latUer 
lineare  Elementarteiler, 

Der  Inhalt  dieses  Paragraphen  rührt  von  Herrn  Frobenius*)  her 


§3. 

Die  komplexe  Multiplikation  bei  den  Thetaftmktionen 
mehrerer  Verftnderlichen. 

Mit  f([v]j  sei  eine  2^-fach  periodische  Funktion  von  der  pag.  128 
betrachteten  Art  bezeichnet,  deren  2p  Periodensysteme  Oi^,  •••,  cj^^ 
(a=  1,  2,  •••,  2p)  also  den  dort  angegebenen  Bedingungen  (2)— (4) 
genügen,  wobei  man  sogleich  noch  für  das  folgende  bemerke,  daß 
die  Ungleichung  (4)  auch,  indem  man  die  zu  den  co^  konjugierten 
komplexen  Größen: 

(76)  co2  =  iy„-ie„  (a  =  l,2,....2p) 

einführt,  in  der  Form: 
p 

(77)  *'2K^^.-«.+.^?)><^ 

geschrieben  werden  kann.  Sollen  nun  die  2p  Periodensysteme 
®io>  •  * '}  ^pa  (^  ==  1?  2,  •  •  •,  2p)  der  Funktion  f(vj^  I  •  •  •  |  *^p)  sämtlich 
auch  Periodensysteme  der  Funktion  f{fn^v^\"'\mVp)  sein,  wo 
'^17  "'7  ^p  Konstanten  bezeichnen,  in  welchem  Falle  dann  nach 
dem  IV.  Satz  pag.  116  die  Funktion  f([mv}  mit  der  Funktion 
/"((v)  und  j)  —  1  anderen  mit  denselben  Periodensystemen  periodischen 

1)  Frobenius,  Ober  lineare  SubBtitutionen  eto.  J.  für  Math.  Bd.  84.  1878, 
pag.  1;  und:  Ober  die  prinzipale  Transformation  etc.  J.  fClr  Math.  Bd.  95.  1883, 
pag.  264. 
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Funktionen  durch  eine  algebraische  Gleichung  verknüpft  ist,  so 
müssen  ganze  Zahlen  c^^  (a,  /3  =  1,  2,  •••,  2^))  existieren,  für  welche 
die  2|>*  Gleichungen: 

(78)  ^,«>,«=2'^-^%/*  C=l;t.;2p) 

bestehen. 

Die  Gleichungen  (78)  sind  entweder  identisch  erfüllt^  indem 

(79)  ^       _       __  _ 

<ll  —  Cjg  —  •  •  •  —  Cjp^  2p  ~~  ^*^  y 

und  für  jedes  von  a  verschiedene  ß: 

(80)  ^«^  =  0  (a,/:/=l,2,...,2p;a$^) 

ist,  in  welchem  Falle  die  gewöhnliche  Multiplikation  vorliegt;  oder 
sie  sind  nicht  identisch  erfüllt;  dann  gelten  sie  nur  für  gewisse  sin- 
gulare Werte  der  o,  und  in  diesem  Falle  soll  die  Beziehung  zwischen 
der  Funktion  fimv}  und  der  Funktion  /"([v])  wieder  komplexe  Mul- 
tiplikation genannt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (78)  wird  eine  Transformation  der 
Perioden  o^^  im  Sinne  der  im  vorigen  Kapitel  entwickelten  Trans- 
formationstheorie definiert,  für  welche  die  transformierten  Perioden 
die  Werte: 

(81)  <.=»«.«.<.  KJ.:.:y 

besitzen.  Daraus  ergibt  sich  einmal,  daß  die  in  den  Gleichungen  (78) 
auftretenden  ganzen  Zahlen  c^^  die  unter  (II)  pag.  131  und  unter 
(IIT)  pag.  137  angegebenen  Bedingimgen  erfüllen  müssen;  weiter  aber 
ergeben  sich  aus  (81)  bei  jeder  Transformation  der  hier  vorliegenden 
Art  für  die  Determinante  o'  =  ^±  o/iO«  •••  gj^^  und  deren  Ad- 
junkten o^\,  wenn  man 

(82)  miWjj  •••  1»^  =  Jlf 

setzt,  die  Werte: 

M 

',P) 


(83) 

=  M(o, 

M 

(/.,v  =  l,2, 

und  aus 

diesen  sofort  die 

Gleichungen: 

(84) 

Tti    V 

hh'',P) 

-%o] 

diese  aber  sagen  aus,  daß  für  die  hier  vorliegenden  Transformationen 
(78)  die  transformierten  Thetamodulen  den  ursprünglichen  gleich 
sind,  daß  diese  Transformationen  also  in  der  Bezeichnung  des  ersten 
Paragraphen  prinzipale  sind. 
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In  diesem  Paragraphen  soll  nun  noch  eine  notwendige  Be- 
dingung für  die  Koeffizienten  c„^  der  Gleichungen  (78)  abgeleitet 
werden^  d.  h.  eine  Bedingung^  die  immer  erfüllt  ist^  wenn  den  Glei- 
chungen (78)  überhaupt  durch  Perioden  o  genügt  wird,  oder  mit 
anderen  Worten,  wenn  überhaupt  Thetaninktionen  existieren,  für 
welche  die  vorliegende  Transformation  eine  prinzipale  ist. 

Sind  die  transformierten  Modulen  den  ursprünglichen  gleich,  so 
ergeben  sich  aus  (XI)  pag.  141  die  Gleichungen: 

p 

(85)  ^M^  =  ii2^^^^^^  0'.^==i.«.  •  ,p) 

und  hieraus  durch  Übergang  zu  den  konjugierten  komplexen  Größen: 

(86)  Sf;,^ -liS'^^l'  C..-M--.P) 

Aus  den  Gleichungen  (85)  und  (86)  aber  folgt  zunächst: 
p 

(87)  ^=1  (/i,;u'=i,2,    .,1») 

und,  indem  man  für  den  zweiten  Teil  der  auf  der  rechten  Seite 
stehenden  Summe  die  Summationsbuchstaben  v  und  q  miteinander 
vertauscht: 

(88)  ^(V-B2'.-^^-B.»)  =  -ii2'2^A.»^"-*K'  +  %) 

P  P 

wenn  wie  immer  r^^.  den  reellen  Teil  von  a^^,  bezeichnet.  Nun  ist 
aber  andererseits: 


(89) 


O«,»^!,!,--,!») 


^. 


X=al 

^^ 

-^2*""~^i'iu 

^r=-C,^, 

P 

Cu,y=l,2,-    -.p) 
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also: 

{^fiV-^'V    ~~   ^fi'f 

^.. 

y.h'        S +»',/' 

x  =  l   r  =  l 

'<'p+ 

v.P  +  x  ~"  ^p  +  y,/«'^f 

-,p  +  x)^K^^ 

(90) 

P        P         P 

''pH-. 

',l»  +  x  ""  ^P  +  >,f*^*f. 

p  +  x)<x^« 

+  ^^   ,^    ^  V>,p  +  xS  +  v,p  +  x'         ^p  +  y,|i  +  x^y,p  +  x')^^x^M'«' 
x=l  x'=l  v  =  l 

und  man  erhält  durch  Vergleichung  von  (88)  und  (90): 
p      p 

(91)  ^^^;uy^lJ'y'^r'  =  W^'%^-  C",/.'=:l,2,...,p) 

Das  in  dieser  Gleichung  niedergelegte  Resultat  kann  man  folgender- 
maßen aussprechen. 

vn.  Satz:    Ist  die  Transformation  T  für  die  Thetafunktionen  mit 
den  Modulen  a^^,  eine  prinzipcUe^  so  geht  die  bilineare  Form: 


(XIV)  B=2jZ^^^'^ry.'^ 

hei  wdcher  r^^.  den  reellen  Teü  von  a^^   bezeichnet,   durch  die  Sub- 
stitution S: 

und  die  dazu  konjugierte  komplexe  S^: 

(^^        ''■—^.^<-< 

in  sich  selbst  über;  es  ist  aiso: 

(XVII)  S^'RS'^R 

Beachtet  man  nun,  daß  die  Form  R  infolge  der  Eonvergenz- 
bedingung  für  die  Thetareihe  eine  definite  ist,  so  ergibt  sich  aus  dem 
VI.  Satz  weiter,  daß  die  charakteristische  Funktion  von  S  lauter 
lineare  Elementarteiler  besitzt  und  nur  f&r  Werte  von  r  verschwindet, 

deren  Modul  1  ist.    Indem  man  r  =  -r=r  setzt,  erhält  man  das  Resultat: 
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vm.  Satz:     Für  jede  prinzipale   Tremsfannation  T  besitzt   die 
zur  büinearen  Farm: 

(xvni)  ^  =  l-i^^\r^.yr 

gehörige  charakteristische  Funktion  \  A  —  zJ\,  und  daher  auch  die  dazu 
konjugierte  komplexe  Funktion  \Ä^—zJ\  laxäer  lineare  Elementarteiler  und 
sie  verschwinden  beide  nur  für  solche  Werte  von  z,  deren  Modul  Yn  beträgt. 

Bezeichnet  man  nun  mit  1  PI  die  Determinante: 


(92) 


so  ist: 


(93)   |P|»  = 


»} 


0      Oll  •  •  •  Ol, 


0    • 

■ai  • 


«i    a. 
0 


PP 


-ip 


0 


—  Äi    a] 


pi 


^pp 


<p    -«11 


-^P 


%P    -%i 


.  0       Äi 


—  a. 


PP 


0 


=»  {2nifP 


0 


'ip 


PP 


.  xi     0 


«« 


und  sollin  |P|  von  Null  verschieden.  Durch  P  wird  also  eine  Form 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  definiert.  Bezeichnet  man 
ferner  mit  T  die  Form: 

(94)  T^^yc^^x^y^ 

a=l  p^l 

und  mit  St  die  Form: 


(96) 


j^^    ^^^    \       fAV'^^fl 


K^ftv^ftlft  +  -^/ly  ^p+i«yp+J; 


SO  besteht,  wie  sich  unmittelbar  durch  Ausrechnen  mittelst  der  Glei- 
chung (36)  ergibt,  die  Gleichung: 


Notwend.  Bedingung  für  die  komplexe  Multiplikation.  225 

(96)  PT^^^P 
oder: 

(97)  T=P-'^P. 

Die  Formen  T  und  $1  sind  daher  ähnlich  und  es  stimmen  deshalb 
ihre  charakteristischen  Funktionen: 

(98)  9?(i?)  =  |T-^J| 
und 

(99)  t{^)-\^-^J\-\Ä-0j\\A''-gJ\ 

in  den  Elementarteilem  überein.     Daraus  ergibt  sich  der 

IX.  Satz:  Wenn  eine  Transformation  T  für  irgend  eine  Theta- 
funküon  eine  prinzipale  ist,  so  zerfällt  ihre  charakteristische  Determi- 
nante \T—zJ\  in  laiäer  lineare  Elementarteiler  und  verschmndet 
nur  für  solcJie  Werte  von  z,  deren  Modul  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Transformationsgrade  n  ist. 

Hat  also  die  Gleichung  \T  —  zJ\  ==0  reelle  Wurzeln,  so  können 
diese  nur  ±  Yn  sein.  Komplexe  Wurzeln  können  femer,  da  die  Koef- 
fizienten der  Gleichung  reell  sind,  nur  paarweise  auftreten,  sodaS  die 
Wurzeln  eines  Paares  konjugierte  komplexe  Größen  sind;  zwei  solche 
Wurzeln  haben  dann,  da  jede  den  Modul  j/n  besitzt,  das  Produkt  n; 

ist  also  die  eine  von  ihnen  m,  so  ist  die  andere  m»  =  —    Das  Pro- 

dukt  aller  2p  Wurzeln  der  Gleichung  beträgt  |  T|  =  +  n^;  es  kann 
daher  —  Yn  nur  in  gerader  Anzahl  als  Wurzel  auftreten;  dann  aber 
ebenso  +  Ytty  und  wenn  die  Gleichung  nur  einfache  Wurzeln  hat, 
ist  sicher  keine  reell.  Im  Falle  n  =  1  haben  die  Wurzeln  alle  den 
Modul  1,  und  da  die  Gleichung  ganzzahlige  Koeffizienten  hat,  so  ist 
in  diesem  Falle  jede  Wurzel  nach  einem  Satze  von  Kronecker  ^) 
eine  Einheitswurzel. 

§4. 

Nachweis,  daB  die  im  IX.  fiteti  angegebene  notwendige 
Bedingung  auch  hinreichend  ist. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  die  im  IX.  Satz  angegebene 
notwendige  Bedingung  für  eine  prinzipale  Transformation  auch  hin- 
reichend ist,  d.  h.  daß  es  zu  einer  Transformation  T,  sobald  sie  die 


1)  Eronecker,    Zwei   Sätze   über  Gleichungen   mit  ganzzahligen   Koef- 
fizienten.   J.  für  Math.  Bd.  53.    1857,  pag.  173.    Der  Eroneckersche  Satz  lautet: 

„Wenn  die  Wurzeln  einer  ganzzahligen  Gleichung,  in  welcher  der  erste  Koef- 
fizient Eins  ist,  alle  imaginär  und  ihre  analytischen  Moduln  sämtlich  gleich 
Eins  sind,  so  müssen  dieselben  stets  Wurzeln  der  Einheit  sein." 

Kraser,  Tbetefunktlonezi.  15 
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im  IX.  Satz  angegebene  Bedingung  erfüllt,  immer  auch  Thetafunktionen 
gibt,  für  welche  sie  eine  prinzipale  ist,  und  zugleich  soll  gezeigt 
werden,  wie  die  Modulen  dieser  Thetafunktionen  berechnet  werden 
können. 

Zuvor  muß  aber  zur  Orientierung  folgendes  vorausgeschickt  werden. 
Die  2p  Wurzeln  js^,  ^er,,  •  •  •,  z^^  der  Gleichung: 

(100)  \T-0j\^O 

bestehen  nach  dem  Vorigen  aus  den  p  Wurzeln  der  Gleichung: 

(101)  \A--zJ\^0 

und  den  p  Wurzeln  der  dazu  konjugirten  komplexen  Gleichung: 

(102)  \A^-gJ\=^0. 

Die  ersteren  sollen  die  Wurzeln  erster  Art  von  (100),  die  letzteren 
die  Wurzeln  zweiter  Art  genannt  werden.  Sind  j^j,  j?,,  •»••,  z^  die 
p  Wurzeln  erster  Art,  so  sind  ^,  ^,  •  •  •,  ^^  die  p  Wurzeln  zweiter 
Art,  und  es  ist  stets  g^s^=^  n. 

Für  eine  prinzipale  Transformation  T  bestehen  nun  gemäS  den 
Gleichungen  (78)  für  jeden  Wert  des  Index  q  die  2p  Gleichungen: 


(103)  --^ 


2(......  *.„...„..>  -,-.., 

i<w......,.„...„..,-..„... 


r=3l 


und  man  schließt  daraus  zunächst,  daß  für  den  Wert  des  Multipli- 
kators Wp  nur  die  2p  Wurzeln  der  Gleichung  (100)  in  Betracht 
kommen;  es  ist  also  insbesondere  der  Modul  von  m  gleich  )/n  und 
m  m^  =  n.  Aus  den  Gleichungen  (103)  folgt  daher  durch  Auflösung 
auf  Grund  der  Gleichungen  (U)  pag.  131: 


p 

P 


(104)  —  (.=1.2,. ...p) 


/l=l 


und   hieraus   ergibt  sich,   wenn  man  unter  den  A,  B  die  in  (VII), 
(VIII)  pag.  141  definierten  Größen  versteht: 

p  p 

(105)    2(^-/'%»p+iu  -  S^,.^g^)  -  »*?Kp+.«»  -^e>^x».x)- 

^=1  x=l 

(i.«l,2,...,p) 


Warzeln  1.  u.  2.  Art  Ton  (100);  Lösimgeii  1.  u.  2.  Art  von  (103).       227 

Ist   aber   die  vorgelegte   Transformation  T  für   die  Thetafunktionen 
mit  den  Modulen  a^^  eine  prinzipale^  so  ist  wegen  (85)  auch: 


(106) 


p  \ 

(r  =  l,2,....p) 


A*=l  \  x  =  l  / 

und  es  folgt^  wenn  man 

p 

(107)  «'e.p+.*»  -  2  ®?«^-«  ^  ^?-  (.'=i,«,...p) 

x  =  l 

setzt,  durch  Yergleichung  von  (105)  und  (106): 

p 

(108)  i\-2'^-^v=='^?v-  (•'=i.a.-.p) 


/l=l 


Ist  nun  m  eine  s-fache  Wurzel  der  Gleichung  (100),  so  ver- 
schwinden für  das  Gleichungensystem  (103),  da  alle  Elementarteiler 
von  \T  ^  zJ\  lineare  sind,  alle  XJnterdeterminanten  2p  — V^^ 
2p-2'^,  "  ',2p-s  +  V^  Grades;  die  Gleichungen  (103)  sind 
also  ^-fach  unbestimmt  und  haben  s  linearunabhängige  Lösungen. 
Solche  s  linearunabhängige  Lösungen  seien  mit  ai^,  *  *  '?  (o^  2« 
((>  =  1,  2,  •••,  5)  bezeichnet;  ihnen  entsprechen  auf  Grund  von  (107) 
s  Wertesysteme  v  1,  •••,  v  ((>  =  1,  2,  •••,  s),  welche  alle  die  p  Glei- 
chungen (108)  befriedigen.  Nun  sei  m  eine  g- fache  Wurzel  von 
(101)  und  eine  r  =  5  —  g'-fache  Wurzel  von  (102);  m^  ist  dann  um- 
gekehrt eine  g-fache  Wurzel  von  (102)  und  eine  r-fache  Wurzel  von 
(101).  Die  Gleichungen  (108)  besitzen  also  nur  r  linearunabhängige 
Lösungen;  es  müssen  folglich  zwischen  den  s  Wertesystemen  v  1,  •  •  ',v^^ 
(()  =  1,  2,  •  •  •,  s)  s  —  r  =  q  Relationen  bestehen,  und  man  kann  die 
s  Lösungen  0^1,  •••,  ©^  ^^  {q  =»  1,  2,  •••,  s)  der  Gleichungen  (103)  so 
wählen,  daß  für  q  von  ihnen  die  zugehörigen  Größensysteme  ^Qi}"'i^Qp 
Null  werden,  also  für  sie  die  Gleichungen: 


(109) 


-..,..''»=^'».««..  C=.;S::::3 


«=i 


bestehen.  Einer  Wurzel  m  von  (100)  welche  g- fache  Wurzel  von 
(101)  ist,  kommen  also  q  linearunabhängige  Lösungen  der  Gleichungen 
(103)  zu,  welche  die  Gleichungen  (109)  befriedigen  und  welche  die 

16* 
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q  zu  m    gehörigen  Lösungen  erster  Art  der  Gleichungen  (103)  ge- 
nannt werden  mögen. 

Indem  man  an  Stelle  von  m  der  Reihe  nach  die  sämtlichen 
Wurzeln  erster  Art  von  (100)  treten  läßt,  erhält  man  p  Lösungen 
erster  Art  der  Gleichungen  (103),  die  mit  o  i,  •••,  ©  ^^  (^="1;  2,  •••,!>) 
bezeichnet  seien  und  von  denen  jede  die  p  Gleichungen  (109)  erf&Ut. 
Für  irgend  zwei  derselben,  oj  j,  •••,  cj  2^  die  eine  und  o^j,  •••,  cD^^tp 
die  andere  ist  daher: 


^i^i^^.^a.p^,  -  ®e,,  +  r  C^a.) 


»•=1 


(110)  -  2  ^  {^Qy^on<^vn-  ^iin^a,(^vn) 


P         P 


während  für  jede  lineare  Verbindung 


(a=l,2..    .,2p) 


(111)  ^a-2K^9 

derselben  aus  den  Gleichungen: 

(112)  '^-^  (.=i.v-,P) 


x  =  l 

sich: 


p  p      p 

*s=st  V=l    X=»l 

=  -^  ^<o,  ra^C«;,  +  a, 
••=1  «=i 


(113)  =-2j2j'°r<«.  +  ^.r) 

V  =  l    X=rl 


ergibt. 

Ebenso  wie  den  p  Wurzeln  erster  Art  m  der  Gleichung  (100) 
p  Lösungen  erster  Art  (d^j,  •••,  cj  g^  {q  =  1,  2,  •••,  p)  der  Glei- 
chungen (103)  entsprechen,  so  gehören  zu  den  2>  Wurzeln  m^  zweiter 
Art  von  (100)  p  Lösungen  o^i,  •  •  •,  cd^  g  (^  =  1,  2,  •  •  •,  p)  der  Glei- 
chungen (103),  welche  die  Lösungen  zweiter  Art  dieser  Gleichungen 
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genannt  werden  sollen;  und  da  die  p  Wurzeln  zweiter  Art  vIq  von 
(100)  den  p  Wurzeln  erster  Art  konjugiert  komplex  sind,  sodaß 
m'  =  m^  ist,  so  werden  auch  die  eben  definierten  Lösungen  zweiter 
Art  (d'i,  •••,  o^  2p  ^®^  Gleichungen  (103)  durch  die  konjugierten  kom- 
plexen Werte  der  p  Lösungen  erster  Art  coi,  •••,  ©  ^^  geliefert, 
sodaß  also: 

(114)  «.;.=«>?„  (n;:::::::U 

ist.  Daraus  ergibt  sich  aber  sofort,  daß  jede  von  ihnen  den  p  Glei- 
chungen 


-^^ip  +  y^^^^  «>^xöJ 


(115)  -■<p+.**  =  ^  <x<  (•'=i,«.-.p) 


x=l 


genügt,  und  hieraus  wiederum,  daß  zwischen  irgend  zwei  Lösungen 
zweiter  Art  der  Gleichungen  (103),  ©«i,  •••,  G>p,2p  ^®  ^^^^  ^°^ 
öji,  •••,  Oa,2p  ^^®  andere,  die  Relation: 

p 

(116)  2K'^^,p+-  ~  «?,P+^0  ="  0 

besteht,  gleichgültig  ob  sie  zu  gleichen  oder  Terschiedenen  Wurzeln 
zweiter  Art  der  Gleichung  (100)  gehören,  während  für  jede  lineare 
Verbindung 

(117)  ©;  -  2^Ä;cö;„  (a==l,2,...,2p) 

Ton  ihnen: 

(118)  i  ^  («:  <,  -  0,,^, 0,;«)  <  0 

ist. 

Die  allgemeinste  Lösung  Qj,  •••,  Q,^  der  Gleichungen  (103)  bei 
gegebenem  m  setzt  sich  aus  den  q  dazu  gehörigen  Lösungen  erster 
Art  (öl,  •  •  •,  fl>o  2p  (^  =  1,  2,  •  •  •,  g)  und  den  r  Lösungen  zweiter  Art 
'"'^i?  '"}  ^fl,2p  ((^  =  1?  2,  •••,  r)  zusammen  in  der  Form: 

(119)  Q^=  c^  +  c,;,  («=1,2.. ..,2p) 

wo  zur  Abkürzung: 

(120)  «a  =  2^^^^«'  "'^  -^y^^lia  («  =  !.«,    ••»«P) 

(►=1  p=I 

gesetzt  ist.    Es  ist  infolgedessen: 
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(121)         =2'(«'»«'^'  -  '^P^r<)+^(«r-«;^r<') 
P  P 


Nun  ist  aber,  weil  Cj,  •••,  o,^  eine  Lösung  erster  Art  der  Glei- 
chungen (103)  ist,  ojj,  •••,  (dJ^  eine  Lösung  zweiter  Art,  und  weil 
(o[,  •••,  cDgp  eine  Lösung  zweiter  Art  ist,  Oj®,  •••,  Og^  eine  Lösung 
erster  Art.  Daraus  folgt  aber,  daß  die  an  den  beiden  letzten  Stellen 
stehenden  Summen  infolge  der  Relationen  (110)  und  (116)  den  Wert 
Null  haben.     Setzt  man  dann  weiter  den  nach  (113)  stets  positiven 

Ausdruck: 

p 

(122)  »2'K<r-«p+,«;)  =  x, 

den  nach  (118)  stets  negativen  Ausdruck: 

(123)  i  2  K  «z^,  -  «;+,  o  =  -  y, 

so  wird: 

(124)  »•  ^  (Q,  Q^,  -  Q,+,  QS)  -  X  -  Y. 

Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Gleichungen  (120): 

(125)  X»^^^^.^     Y^- 2!  2 '^,"9,^0' 
WO  zur  Abkürzung  för  (>,  <y  =  1,  2,  •••,  g  bez.  r: 

(126)  -=i 

gesetzt  ist,  und  man  hat  so,  wenn  man  beachtet,  daß  X,  Y  positive 
Formen  vom  Range  q  bez.  r  sind,  der  s-fachen  Wurzel  m  von  (100), 
welche  eine  g^-fache  Wurzel  von  (101)  ist,  durch  die  Gleichung  (124) 
eine  Form  vom  Range  s  und  dem  Trägheitsindex  q  zugewiesen. 
Diese  Form  hängt  von  den  zur  Darstellung  der  allgemeinen  Losung 


Die  jeder  Wurzel  von  (100)  zugeordnete  bilineare  Form  Z.  231 

öi>  ••>  Qjp  gewählten  3  Lösungen  erster  Art  o^i,  •••,  ca^^g^  (()-=l,2,--,3) 
und  r  Lösungen  zweiter  Art  g>Ji>  •••;  «o^I,«,  ((>  =  1,  2,  •••,  r)  ab;  läßt 
man  an  deren  Stelle  irgend  s  andere  Unearunabhängige  Lösungen  von 
(103)  öj^i,  •••,  (D^  j^  (()  =  1,  2,  •••,  5j  treten,  so  tritt  an  Stelle  von 
X—  y  eine  andere  Form: 

(127)  Z^^^e^„z^<^„, 
wo: 

(128)  e^„  =  *2'K-<p+-  "  ^e,P+.^S.)         (?.a=i.2,...,,) 

ist,  die  aber,  da  die  ö  sich  linear  durch  die  o  und  cd'  und  umgekehrt 
ausdrücken,  mit  X—  F  äquivalent  ist  und  daher  nicht  nur  den 
gleichen  Rang  5,  sondern  auch  den  gleichen  Trägheitsindex  g  hat. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  nun  zeigen,  daß  im  Falle 
des  Erfülltseins  der  im  IX.  Satz  angegebenen  Bedingung  stets  Theta- 
funktionen  existieren,  für  welche  die  vorgelegte  Transformation  eine 
prinzipale  ist,  und  kann  zugleich  angeben,  wie  die  Modulen  dieser 
Thetafunktionen  berechnet  werden. 

Man  löse  die  Gleichung  (100)  auf;  ist  m  eine  s-fache  Wurzel, 
so  bestimme  man  s  zu  ihr  gehörige  linearunabhängige  Lösungen 
^pij  •••»  ^p,2p  (P  =  1;  2,  •••,  s)  der  Gleichungen  (103)  und  bilde  mit 
ihnen  auf  Grund  der  Gleichungen  (128)  die  bilineare  Form  (127). 
Bringt  man  dann  diese  durch  eine  lineare  Substitution  und  die  zu 
ihr  konjugierte  komplexe  in  die  Normalform: 

(129)  Z=^^,<-^^,^xA^i,  (»+'-='^ 

so  treten  an  Stelle  der  Lösungen  ©  i,  •••,  iö^^,^  s  Lösungen  ©  j,  •••,  o  a^, 
von  denen  irgend  zwei  durch  die  Gleichung: 

(130)  ^K.<p  +  ,  -  fi'p,p  +  .«'S.)  =  0      (e.a  =  l,2....,,;  p^a) 

miteinander  verknüpft  sind,  während  für  jede  einzelne: 
p 

(131)  »2'K"<ph--'»?.i'+'0=±^  (9=>.».--..) 

ist,  je  nachdem  (>  =  1,  2,  •  •  •,  g'  oder  ()  =  g  +  l,g'  +  2,  ••-,  5  ist; 
man  nenne  die  ersten  g  Lösungen  die  zu  m^  gehörigen  Lösungen 
erster  Art,  die  letzten  r  die  Lösungen  zweiter  Art.  Ist  m^  reell,  so 
ist  g  =  r  =  \s\  ist   dagegen   m    komplex,   so   ist  auch  m^   5-fache 
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Wurzel  der  Gleichung  (100)  und  die  zu  den  vorigen  s  Größensystemen 
(Ogiy",(o^2p  konjugierten  komplexen  o^i,  •••,  ojj,^  bilden  jetzt 
s  Hnearunabhängige  Lösungen  der  mit  dem  Werte  tn!^  an  Stelle  von 
m  gebildeten  Gleichungen  (103),  von  denen  die  q  ersten  von  der 
zweiten  Art,  die  r  letzten  von  der  ersten  Art  sind. 

Führt  man  dies  für  alle  Wurzeln  von  (100)  durch,  so  erhält 
man  im  ganzen,  neben  ebenso  vielen  Lösungen  zweiter  Art,  p  Lösungen 
erster  Art,  die  mit  o^i,  •••,  co-ap  ((>  =*  1>  2,  •  ••,  |>)  bezeichnet  seien. 
Beachtet  man  nun,  daß  aus  (78)  die  Gleichung: 

p 

(132)  -222(prß<^f^r,r-<iry<:p^r,ß)<»iß'»ar 

/?=1  y=l  r=l 

P 
=  ^  2  K/*  ®<^iP  +  /*  "  '^Q^P^^^  "^^f^^ 

folgt,  SO  erkennt  man,  daß: 
p 

(133)  ^iP^v^o^p^v-  0'^,p+v«'a.)=  0 

»-=1 

ist,  sobald  die  Lösungen  ca  i,  •••,  0^2^  und  0^1,  •••,  o^g^  nicht  zu 
zwei  Wurzeln  m  und  m^  gehören,  die  zueinander  konjugiert  komplex 
sind,  und  für  welche  infolgedessen  m  m^  =  n  ist.  Ist  aber  m^^  =»  wj, 
so  ist  jede  zu  m^  gehörige  Lösung  erster  Art  0^1,  ••  •,  Oa,2p  ©lEier  zu 
m  gehörigen  Lösung  zweiter  Art  konjugiert  komplex  und  die  Glei- 
chung (133)  ist  wegen  (130)  erfallt.  Es  gilt  also  (133)  für  irgend 
zwei  der  p  Lösungen  erster  Art. 

Da  weiter,  wenn  0^1,  •••,  0^,2,  eine  zu  m„  gehörige  Lösung  von 
(103)  ist,  stets  ©Si?  ••>  öjj^»«  ®i°®  zu  mj  gehörige  Lösung  dieser 
Gleichungen  bildet,  so  ist  nach  (132): 

p 

(134)  2'Kv<,h.,  -  <»f.p+,">^)  =  0, 

sobald  nicht  m„  =  m  ist;  ist  aber  w^  =  m  ,  so  ist  diese  Relation 
wegen  (130)  erfüllt.  Es  gilt  also  (134)  gleichfalls  für  irgend  zwei 
der  p  Lösungen  erster  Art  von  (103),  und  da  für  jede  einzelne: 

(135)  »2'K.<p+.  -  ^.p+v«'^)  =  1 
ist,  so  folgt  für  jede  lineare  Verbindung 
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p 

(136)  ^a-^^g^Qa  («  =  1,8,. ..,2p) 

derselben: 

(137)  »2'K°'J+» -%+»»")  =  5*e*?>0- 

Durch  die  Bedingungen  (133)  und  (137)  sind  aber  die  2p  Größen- 
systeme Oi„,  •••,  a}^„  (a  =  1,  2,  ••,  2p)  als  die  2p  Periodensysteme 
einer  2p -fach  periodischen  Funktion  charakterisiert,  und  es  werden 
die  Modulen  a^^  der  ihnen  zugeordneten  Thetafunktionen  durch  die 

Gleichungen: 

p 

(138)  %p^.^i  -  2  ^ffn(^.^  (?.-  =  i.8,--,^) 

x=l 

bestimmt.  Es  ist  nun  endlich  noch  zu  zeigen,  daß  in  bezug  auf 
Thetafunktionen  mit  diesen  Modulen  die  vorliegende  Transformation 
eine  prinzipale  ist.  Nun  nehmen  aber  die  Gleichungen  (103),  wenn 
man  ihre  linken  und  rechten  Seiten  mit  7t i  multipliziert  und  hierauf 
die  Gleichungen  (138)  anwendet,  die  Gestalt: 


''^Q^QfA^^} 


(139) 


2  (  ^/*-**  +2^M,P^^^^n  )^Q 

y=l    \  x  =  l  / 

j^  1^  +  ^,^**  +  ^  ^p  +  /*.p4.x«yx)%y  =  ^^^  ^Qü%ay 
y=sl    \  x=l  /  a=l 

(ßi^Q  =  l  8,...,p) 

oder: 

p 

(140)  *^^  (/*.?=!,«.•  -.p) 

^  -^^A*  %*  ^^Q^  ^Q<'  % 


an,  und  durch  deren  Verbindung  folgen  die  weiteren  Gleichungen: 

(141)  ^\B,^-^i^Ä^,a^Aio^,^0,       (A',c=i,2..-..P) 

welche    endlich    infolge    des    Nichtverschwindens    der    Determinante 
^4-  Oll o„  •  •  •  öpp  die  Gleichungen: 

(142)  ^v,.-^i^Aa%a  01,1^=1,».....,) 
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nach  sich  ziehen.  Vergleicht  man  aber  diese  mit  den  Gleichungen 
(XI)  pag.  141,  so  erkennt  man,  daß  für  die  vorgelegte  Transforma- 
tion in  der  Tat  die  transformierten  Thetamodulen  a^y  den  ursprüng- 
lichen a^y  gleich  sind. 

Man  wird  dazu  noch  bemerken,  daB  die  Wahl  der  p  der  Berech- 
nung der  Thetamodulen  a^^  zu  gründe  liegenden  Lösungen  erster 
Art  der  Gleichungen  (103)  auf  unendlich  viele  Weisen  möglich  ist, 
da  die  bilineare  Form  Z  durch  unendlich  viele  verschiedene  lineare 
Substitutionen  in  die  Normalform  (129)  transformiert  werden  kann; 
in  dem  Falle  aber,  wo  die  den  verschiedenen  Wurzeln  m  von  (100) 
entsprechenden  bilinearen  Formen  Z  sämtlich  definite  sind,  wo  also 
die  einer  Wurzel  m  zugehörigen  Lösungen  von  (103)  stets  entweder 
alle  von  der  ersten  Art  oder  alle  von  der  zweiten  Art  sind,  liefern 
die  Gleichungen  (138)  bei  einer  anderen  Auswahl  der  Lösungen 
CO  1,  •••,  o«  jp,  da  die  neuen  p  Lösungen  erster  Art  immer  lineare 
Verbindungen  der  früheren  sind,  für  die  Thetamodulen  a^^  wieder 
die  gleichen  Werte-,  in  diesem  Falle  existiert  also  nur  eine  einzige 
Thetafunktion,  für  welche  die  vorliegende  Transformation  eine  prinzi- 
pale ist;  sind  dagegen  die  Formen  Z  teilweise  oder  alle  indefinit,  so 
gibt  es  unbegrenzt  viele  solche  Funktionen. 

Aus  der  definierenden  Eigenschaft  der  prinzipalen  Transformation 
als  einer  solchen,  bei  welcher  die  transformierten  Thetamodulen  den 
ursprünglichen  gleich  sind,  folgen  sofort  die  folgenden  Sätze. 

Alle  Transformationen,  welche  für  ein  gegebenes  System  von 
Thetamodulen  prinzipale  sind,  bilden  eine  Gruppe. 

Ist  eine  Transformation  T  hinsichtlich  eines  Systems  von  Theta- 
modulen eine  prinzipale,  so  ist  es  auch^die  durch  die  Gleichungen 
(272)  pag.  194  definierte  dazu  supplementäre  Tj.  Durch  Zusammen- 
halten dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (104)  erkennt  man 
dabei,  daß  die  Multiplikatoren  bei  der  supplementären  Transformation  Tj 
die  konjugierten  komplexen  Werte  von  denen  der  Multiplikatoren  m 
der  Transformation  T  besitzen. 

Geht  durch  die  lineare  Transformation  L  das  System  der  Theta- 
modulen a^^y  för  welches  die  Transformation  T  eine  prinzipale  ist, 
in  das  System  der  Thetamodulen  b^^  über,  so  ist  die  Transformation: 

(143)  r  =  L-^TL 

eine  prinzipale  für  die  Thetafunktionen  mit  den  Modulen  6^^.  Aus 
der  Gleichung: 

(144)  r  -  eJ=-  L-\T  -  zJ)L 

folgt  dabei,  daß  die  charakteristischen  Funktionen  \T—0j\  und 
\T  —  zJ\  in  ihren  Elementarteilem  übereinstimmen,  daß  also  die 
Multiplikatoren  für  die  prinzipalen  Transformationen  T  und  T'  die 
nämlichen  sind. 
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Die  prinzipale  Transformation  der  Thetafunktionen  beliebig  vieler 
Variablen  ist  zuerst  von  Kronecker ^)  und  sodann  von  Herrn  Weber*) 
bearbeitet  worden;  beide  Autoren  beschränken  sich  aber  auf  den  Fall,  daß 
die  charakteristische  Gleichung  \T  —  eJ\  -=  0  lauter  verschiedene  Wurzeln 
hat,  und  auch  hier  ist  ihnen  die  im  IX.  Satze  angegebene  Bedingung  für 
die  prinzipale  Transformation  noch  unbekannt;  sie  bemerken  vielmehr  nur, 
daß,  wie  Beispiele  zeigen,  nicht  ümner  Thetafunktionen  existieren,  f&r 
welche  die  gegebene  Transformation  eine  prinzipale  ist.  Bezüglich  des 
Falles,  daß  die  charakteristische  Gleichung  mehrfache  Wurzeln  besitzt, 
beschränken  sie  sich  auf  die  Bemerkung,  daß  die  Thetamodulen  in  diesem 
Falle  teilweise  xmbestimmt  bleiben.  Die  im  Vorigen  mitgeteilte  Behand- 
lung der  prinzipalen  Transformation  rührt  von  Herrn  Frobenius')  her. 

Wiltheiß*)  hat  speziell  die  piinzipalen  Transformationen  erster  und 
zweiter  Ordnung  der  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  in  der  Rich- 
tung bearbeitet,  daß  er  die  Bedingungen  flir  die  sechs  Verzweigungs- 
punkte des  zu  gründe  liegenden  algebraischen  Gebildes  aufsuchte,  welche 
bestehen  müssen,  damit  für  die  zugehörigen  Thetafunktionen  eine  prinzipale 
Transformation  existiere;  doch  ist  nur  der  Fall  der  linearen  Transforma- 
tion vollständig  durchgeführt.  Dabei  hat  sich  insbesondere  ergeben,  daß 
eine  prinzipale  Transformation  der  Thetafunktion  in  allen  jenen  Fällen 
existiert,  in  denen  die  zugehörigen  hyperelliptischen  Integrale  auf  ellip- 
tische reduzierbar  sind,  oder,  was  dasselbe,  die  vorliegende  Thetafunktion 
zweier  Variablen  nach  einer  Transformation  in  das  Produkt  zweier  Theta- 
funktionen von  je  einer  Veränderlichen  zerfällt^). 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  und  zugleich  des  allgemeineren,  daß 
flir  jede  Thetafunktion  von  p  Veränderlichen,  welche  nach  einer  Trans- 
formation durch  das  Verschwinden  gewisser  seiner  Modulen  in  ein  Pro- 
dukt von  Thetafunktionen  von  weniger  Veränderlichen  zerfällt,  stets  eine 
prinzipale  Transformation  existiert^,  läßt  sich  leicht  folgendermaßen  einsehen. 

Für  jede  Thetafunktion  ist  die  Transformation  ^  ^w])^  =  ^  f  —  u\ 
eine  prinzipale.    Zerfallt  nun  eine  Thetafunktion  in  ein  Produkt  mehrerer, 


1)  Eronecker,  Über  bilineare  Formen.  Berl.  Ber.  1866,  pag.  697;  auch 
J.  far  Math.  Bd.  68.  1868,  pag.  278.  Etwas  früher  hatte  schon  Herr  Eönigs- 
berger  in  seinen  Untersuchungen  „Über  die  Transformation  der  Aberschen 
Functionen  erster  Ordnung^*  (J.  ffir  Math.  Bd.  65.  1866,  pag.  885)  auf  die  kom- 
plexe Multiplikation  dieser  Funktionen  hingewiesen. 

2)  Weber,  Über  die  Transformationsth.  etc.  Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.  1879, 
pag.  126. 

8)  Frobenius,  Über  die  principale  Transformation  etc.  J.  für  Math. 
Bd.  95.    1888,  pag.  264. 

4)  Wiltheiß,  Bestimmung  AbeFscher  Functionen  mit  zwei  Argumenten, 
bei  denen  complexe  Multiplicationen  stattfinden.  Hab.  -  Schrift.  Halle  1881; 
vergl.  damit  die  Resultate  bei  Bolza,  Über  Binärformen  sechster  Ordnung  mit 
linearen  Substitutionen  in  sich.  Math.  Ann.  Bd.  30.  1887,  pag.  546  und:  On 
binary  sextics  with  linear  transformations  into  themselves.  Am.  J.  Bd.  10. 
1888,  pag.  47. 

5)  Vergl.  dazu  das  letzte  Kapitel  dieses  Buches. 

6)  Wiltheiß,  Über  Thetafunctionen ,  die  nach  einer  Transformation  in 
ein  Product  von  Thetafunctionen  zerfallen.    Math.  Ann.  Bd.  26.    1886,  pag.  127. 
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so  kann  man  diese  Transformation  auch  nur  auf  einen  Teil  der  Faktoren 
anwenden.  Jede  so  definierte  Transformation  H  ist  dann  eine  prinzipale 
auch  fOr  die  gegebene  Thetafunktion.  Zerfallende  Thetafunktionen  be- 
sitzen also  stets  prinzipale  Transformationen,  die  von  den  Transformationen 
^  ((wja  =  '^  C^  ^))a  verschieden  sind.  Zerfällt  &  ^wj^  erst  nach  einer  Trans- 
formation T,  so  ist  die  Transformation  THT~^  für  sie  eine  prinzipale. 
Die  üntersuchimgen  des  §  3  haben  davon  ihren  Ausgangspunkt  ge- 
nonmien,  daß  jeder  komplexen  Multiplikation  einer  2jp-fach  periodischen 
Funktion  eine  Transformation  ihrer  Perioden  zu  gründe  liegt,  und  haben 
aus  diesem  Umstände  geschlossen,  daß  die  Koeffizienten  c„o  der  Glei- 
chimgen  (78)  den  fOr  Transformationszahlen  geltenden  Relationen  (II), 
(m)  des  fünften  Kapitels  genügen  müssen.  Nun  wurde  aber  im  Anfange 
des  fünften  Kapitels  bemerkt,  daß  die  genannten  Relationen  nur  dann 
notwendige  Bedingungen  der  Transformation  sind,  wenn  die  yorliegenden 
2i?-fach  periodischen  Funktionen  allgemeine  sind,  ihre  Perioden  o^^  also 
keinen  speziellen  Bedingungen  unterworfen  werden,  daß  dagegen  im 
letzteren  Falle  recht  wohl  Transformationen  existieren  können,  deren  Trans- 
formationszahlen die  Relationen  (II),  (El)  nicht  erfüllen.  Nennt  man 
solche  Transformationen  singulare  und  im  Gegensatze  dazu  die  anderen 
ordinäre,  so  wird  man  den  Gegenstand  der  in  den  §  3  und  4  durch- 
geführten Untersuchung  genauer  so  bezeichnen  müssen,  daß  jene  komplexen 
Multiplikationen  der  2^ -fach  periodischen  Funktionen  aufgesucht  worden 
seien,  welche  ordinäre  Transformationen  ihrer  Perioden  sind,  und  es  ergibt 
sich  zugleich  als  weitere  noch  ungelöste  Aufgabe  die,  zu  untersuchen,  ob 
und  unter  welchen  Bedingungen  sich  komplexe  Multiplikationen  auch 
unter  den  singulären  Transformationen  der  Perioden  vorfinden  können. 
Herr  Humbert  ^)  hat  zuerst  auf  diesen  Punkt  hingewiesen  und  zugleich 
im  Falle  jp  =  2  die  zuletzt  gestellte  Aufgabe  gelöst.  Herr  Humbert 
nennt  singulare  Abelsche  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen  solche,  für 
welche  die  zugeordneten  Thetamodulen  durch  eine  Relation  von  der  Form: 

(145)       q^ni^  +  q^a^^ni  +  g^s^is^^  +  34«22«*  +  feKi«^«  —  «!«)  =  ^ 

miteinander  verknüpft  sind,  bei  der  die  q  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Er 
zeigt  einmal,  daß  alle  Abelschen  Funktionen  zweier  Veränderlichen,  welche 
überhaupt  eine  komplexe  Multiplikation  zulassen,  in  diesem  Sinne  sin- 
gulare sind,  sodann  weiter,  daß  alle  singulären  Abelschen  Funktionen  nun 
ihrerseits  singulare  Transformationen  besitzen  und  daß  unter  diesen  sin- 
gulären Transformationen  auch  komplexe  Multiplikationen  vorkonmien. 


1)  Humbert,  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions  ab^liennes.  C.  R. 
Bd.  127.  1898,  pag.  867  und:  Sur  les  fonctions  ab^liennes  singuliäres  (Deuzi^me 
memoire).  J.  de  Math.  (5)  Bd.  6.  1900,  pag.  279;  auch  Painläv^,  Sur  les  sur- 
faces  qui  admettent  un  groupe  infini  discontinu  de  transformations  birationelles. 
C.  R.  Bd.  126,  1898,  pag.  612. 


Zweiter  Teil. 

Die  allgemeinen  Thetafnnktionen 
mit  rationalen  Charakteristiken. 


Siebentes  Kapitel. 

Die  Thetafnnktionen,  deren  Charakteristiken 
ans  halben  Zahlen  gebildet  sind. 

§1. 

Die  Funktionen  ^[^JsM. 

Unter  den  im  ersten  Kapitel  definierten  Funktionen  ^iflC^D 
spielen  diejenigen  die  wichtigste  Rolle,  bei  denen  die  Charakteristiken- 
elemente g^y  "-y  g^y  hiy  '"y  k^  Hitionale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  2  sind,  also: 

(1)  9f.-T>    K-^  (^»i.«.--.^) 

ist.    In  diesem  Falle  sei  die  Charakteristik  mit 

oder,  wenn  ausschlieBlich  solche  Charakteristiken  in  der  Untersuchung 
auftreten,  auch  unter  Fortlassung  des  Nenners  2  mit 

die  zugehörige  Thetafiinktion  mit  -©•[«JgftiJ  oder  ^[f]W  bezeichnet. 
Für  diese  Funktionen  liefern  dann  die  Formeln  (XXTX)— (XTiTT) 
pag.  30  u.  f.  die  folgenden  Gleichungen: 

Die  Thetafunktion  ^[f],Ct«|  ist  definiert  durch  die  Gleichung: 

(I)   ^[aiM  =  2    ""''""' 

sie  ist  mit  der  Funktion  d'{u}  verknüpft  durch  die  Gleichung: 
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(9  ,  p  ,      \ 


(11) 


i'i'w^'+iv(".+'f'") 


^^=i^'=i       ^=1 


d.  h,  sie  geht  abgesehen  von  einem  Exponentialfakior  aus  der  Funktion 
d'lu}  hervor,  wenn  man  deren  Argumentensystem  (u)  um  das  System: 
p  p 

zusammengehöriger  Halber  der  Periodijntätsmodulen  mit  der  Perioden- 
Charakteristik  {b\  vermehrt.  So  entspricht  der  Thetachardkteristik  \b\ 
also  die  Periodencharakteristik  {b\,  wenn  man  ^[fJgM  relativ  gegen 
die  Funktion  ^([wj  betrachtet. 

Die  durcJi  die  Gleichung  (I)  definierte  Thetafunktion  ^\ß\^ul  ge- 
nügt der  Gleichung: 

(IV)  p     p  p  p 

in  welcher  {2x}j  jenes  System  zusammengehöriger  Ganzer  der  Perio- 
dizitätsmodulen  bezeichnet,  welches  aus  (UI)  für  «^  =  2x^,  £^  =  2x^ 
(|Lt  =  1,  2,  '•',  p)  hervorgeht  Aus  dieser  Gleichung  folgen,  indem  man 
das  eine  Mal  x/=  1,  die  übrigen  p  —  1  Zdlüen  x  und  die  p  Zahlen 
X  gleich  NuM  setzt,  das  andere  Mal  x^  =  1 ,  die  übrigen  p—  1  Zahlen 
X  und  die  p  Zahlen  X  gleich  Null  setzt,  die  speziellen  Gleichungen: 

(V)     ^[4(^il  •-  h.  +  ^i|  •••  1^,)  =  (-i>^^LW, 

(VI)     t\_B\  K  +  ai  J  .  •  •  I  ti,  +  a,,)  »  (-  \yi^[B\  W  e-..-^«. 

(v=l,2,    ..,1») 

hervor,  aus  denen  man  die  Gleichung  (IV)  wieder  erzeugen  kann. 
Endlich  genügt  die  Funktion  ^\ß\i[u)j  den  Gleichungen: 

ne]«C«+{ij},J 
p 

(vm)      *[*  +  2x],w-(-i)''='    »[sU»l 


(K)         *[«].([-«| -*[-*],«  =  (-1)"='     HM»} 


p 

/"  =  ! 


^.....' 
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Die  Formel  (Vm)  sagt  aus,  daß  zwei  Funktionen  -©"[«iW  und 
•^hl  W;  f*^  welche  die  Charakteristikenelemente  b^,  •••,  «^,  SjJ,  •••,  f^' 
^^^  Vif  '"}  Vp}  Vi}  "*}  Vp   ^ö^  2jp  Kongruenzen: 
(4)  Sfi  =  rifi,     e'fi^vi*  (mod.  2)  o«=i,i,..,p) 

genügen,  nur  um  einen  Faktor  ±  1  voneinander  verschieden  sind,  und 
man  schließt  daraus,  daß  es  im  ganzen  überhaupt  nur  2'^  wesentlich 
verschiedene  Funktionen  '^[flgM  gibt,  als  welche  man  diejenigen 
wählen  wird,  bei  denen  die  Zahlen  f,  s'  nur  die  Werte  0,  1  besitzen. 

Die  Formel  (Vii)  zeigt  weiter,  daß  man  von  jeder  dieser  2*' 
Funktionen  zu  jeder  anderen  von  ihnen  abgesehen  von  einem  Ex- 
ponentialfaktor  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  (u) 
um  ein  passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  Halber  der 
Periodizitätsmodulen  vermehrt.  Dadurch  erscheinen  die  2***  Funk- 
tionen '^LfJaM  untereinander  als  gleichberechtigt  und  insbesondere 
die  Ausnahmestellung,  welche  von  vornherein  ^[0]([tij -=»  d-fw])  hatte, 
aufgehoben. 

Die  Formel  (IX)  zeigt,  daß  die  Funktion  '^[fJsCt«])  eine  gerade 
oder  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  ist,  je  nachdem  der  Ausdruck: 

p 

(5)  2*^*^^ 

/*  =  ! 

=  0  oder  =  1  (mod.  2)  ist;  man  nennt  daher  auch  eine .  Theta- 
charakteristik  [s\  gerade  oder  ungenade,  je  nachdem  der  Ausdruck  (5) 
=  0  oder  =  1  (mod.  2)  ist.  Beachtet  man  dann  noch,  daß  eine  Theta- 
funktion  '9'[£]sM  mit  einer  ungeraden  Thetacharakteristik  [f],  als 
eine  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  für  die  Nullwerte  derselben 
verschwindet,  so  erkennt  man  mit  Hilfe  von  (Vll),  daß  eine  Funktion 
'^[^IsM  verschwindet,  sobald  für  das  Argumentensystem  (u)  ein 
System  zusammengehöriger  Halber  der  Periodizitätsmodulen  mit  einer 
solchen  Periodencharakteristik  (i;)^  gesetzt  wird,  für  welche  die  Theta- 
charakteristik [s  +  rj\  ungerade  wird. 

Die  Einführung  der  2*'  Funktionen  -©"[«Jj^wJ  reicht  bis  in  die  An- 
fänge der  Theorie  der  Thetafunktionen  überhaupt  zurück.  Schon  Jacobi^) 
hat  in  seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen  die  vier  Funktionen 
des  Falles  p  —  1  angegeben,  ebenso  finden  sich  die  sechzehn  Funktionen 
des  Falles  jp  =  2  schon  bei  Göpel*)  und  Rosenhain')  und  die  2*^ 
Fxmktionen  für  beliebiges  p  bei  Weierstraß*). 

1)  Jacobi,  Theorie  der  elliptiBchen  Funktionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  497. 

2)  Göpel,  Theoriae  transc.  etc.    J.  für  Math.  Bd.  86.    1847,  pag.  277. 

8)  Kosenhain,  Memoire  aar  les  fonctions  etc.  M^m.  pr^.  Bd.  11.  1861, 
pag.  886. 

4)  Weierstraß,  Beitrag  zur  Theorie  etc.  Math.  Werke  Bd.  1.  Berlin  1894, 
pag.  181.  

Kraier,  Thetaftinktionen.  16 
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Erster  Abschnitt. 

Die  Charakterisükeiitheorie. 

§2. 

Feriodenoharakteristiken. 

Man  gehe  jetzt  auf  den  Anfang  des  fünften  S^pitels  zurück  und 
bezeichne  wie  dort  mit  «Oj^,  •••,  cd  (a  =»  1,  2,  •••,  2p)  die  2p  einer 
Thetafunktion  zu  gründe  liegenden  Periodensysteme.  Sind  dann 
^17  '"i  hp  g&iize  Zahlen,  so  nennt  man  ein  GröBensystem  von  der 
Form: 


(6)  _  _ 

ein  System  zusammengehöriger  Halber  der  Perioden  m,  den  Komplex 
der  2p  Zahlen  fi,--,«^^  *^®r  ^^^^  PeriodenclMrakt&ristik  (Per.  Char.) 
{i)  des  Systems  (6). 

Hangen  Perioden  ©^a  iind  m^a  C*Z  i'  2       '  2  )  ^sammen  durch 
eine  ganzzahlige  lineare  Transformation: 

wobei  also  die  c^^  ganze  Zahlen  sind,  welche  den  p  {2p  —  1)  Be- 
dingungen: 

W  ^^ypaa(^p^^,(i      ^p+^a^^^;      0,  wenn   /S^jp  +  a, 

oder  den  damit  äquivalenten: 

W  ^^^«a^,f,p+a        ^o.p  +  aV^'        0,     weUU     /S^jp  +  a, 

(a,/f  =  l,2,    .    ,2p;  a</9) 

genügen,  so  ist: 

(10)  ^^z^^/'/J^^^«^/'*«  (A'  =  i.2..-,p) 

wenn: 

2p 

(11)  «/*=^^a/?^a  (/»=!,«.      -.«P) 
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gesetzt  wird.  Man  sagt  dann,  daB  die  Per,  Char,  (s)  durch  die  Trans- 
formation (7)  in  die  Per.  Char.  (7)  iibergehe.  Bezeichnen  weiter  («) 
und  (i^)  irgend  zwei  Per.  Char.,  (f)  und  (ji)  die  daraus  durch  die 
nämliche  ganzzahlige  lineare  Transformation  (7)  hervorgehenden, 
so  ist: 

und  daher  auf  Grund  der  Gleichungen  (9): 
p  p 

(13)  2^^oVp^a  -  ^p^oVa)  =  2(^/'^P  +  ^  ~  ^P  +  /.^/i)5 

es  bleibt  sohin  der  Wert  des  Ausdrucks: 

p 

(14)  2(^A*^P  +  ;*-^l»  +  A*^/*) 

hei  jeder  ganzzcMigen  linearen  Transformation  ungeändert. 

Zwei  Systeme  (6),  bei  denen  die  Charakteristikenelemente  «i,---,  fj,, 
^^<i  ^i>  •••;  Vip  ^ö^  2jj  Kongruenzen: 

(15)  ^n  —  Va    (niod.2)  (a  =  l,8,...,2i>) 

genügen,  sind  einander  nach  den  Perioden  o  kongruent;  zwei  solche 
Per.  Char.  (e)  und  (rj)  werden  in  diesem  ganzen  Abschnitte  als  nicht 
verschieden  angesehen.  Es  gibt  dann  im  ganzen  nur  2*^  verschiedene 
Per.  Char.  (f),  als  welche  man  diejenigen  wählt,  die  entstehen,  wenn 
man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente  s^,  •••,  f^  alle  2*p  Varia- 
tionen mit  Wiederholung  zur  2p^  Klasse  der  Zahlen  0,  1  setzt. 
Eine  solche  Per.  Char.  sei  in  der  Folge,  indem  man  f^,  £„  •  •  •,  s^  statt 
^p+iy  *p+«;  '"f  *2p  ^^^  ^i';  h)  "'}  V  ®     '  *!'  *«'  *"'  *p  schreibt,  mit: 

bezeichnet.  Die  Elemente  «><,  «^  (/it  =  1,  2,  •••,!))  der  Per.  Char. 
(i),  in  welche  die  Per.  Char.  («)  durch  die  Transformation  (7)  über- 
geht, sind  dann,  wie  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (11)  mit 
Hilfe  von  (9)  ergibt,  bestimmt  durch  die  Kongruenzen: 

,    ,  ^^  =  5'(S-*-      +«,.,p+>0      (mod.2), 

p 
^M  =2(^p+/i..^  +  ^p+/i.p+.0  (mod.  2). 

Unter   den  2*^  Per.  Char.   nimmt  die  Per.  Char.  (0),   bei   der 
£^  =  . . .  =  £^  =  £j'  r=  . . .  =  f^'  =  0  ist,  den  2*'  —  1  andern  gegenüber 

16* 
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eine  Ausnahmestellung  ein,  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Transformsr 
tion  (7)  in  sich  übergeht.  Man  teilt  daher  die  2*^  Per.  Char.  in 
zwei  Klassen;  die  eine  Klasse  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (0), 
welche  die  uneigenÜiche  Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  aus  den 
2^p  —  1  übrigen  Per.  Char.,  welche  die  eigentliclien  Per.  Char.  ge- 
nannt werden. 

Unter  der  Summe: 
(18)  W  =  (ei?g-) 

mehrerer  Per.  Char.  (f),  (ly),  (g),  •  •  •  wird  jene  Per.  Char.  verstanden, 
deren  Elemente  durch  die  2p  Kongruenzen: 

^u^^u  +  Vu  +  L  +  •"  (mod.  2), 
^'^^  ^;^,;  +  ^;  +  g^  +  ...(niod.2) 

bestimmt  sind.  Man  nennt  gegebene  Per.  Char.  («),  (i?),  •  •  •  uwa6- 
Ifiängigy  wenn  nicht  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  derselben  der  nn- 
eigentlichen  Per.  Char.  (0)  gleich  ist;  man  nennt  femer  eine  Summe 
von   V   unter   gegebenen   Per.  Char.   (fi^),  (fj),  •  •  •   eine   Konibmaiion 

1/*®'  Ordnung  dieser  Per.  Char.  und  bezeichnet  sie  mit  xSs). 

Für  das  Symbol: 

p 

(20)  |.,i?|  =  (-iy-^ 

bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 

\b,e\^  +  1,      |a,0|  =  +  l,       |0,£|  =  +1, 

(21)  •|«2;^l|-|«2»%l---I*j;^J 


Zwei  Per.  Char.  (s)  und  (17)  heißen  syzygetisch  oder  azygetisch, 
je  nachdem  |  £,  1^  |  =  +  1  oder  =  —  1  ist. 

L  Satz :  Die  uneigenÜiche  Per,  Char,  (0)  ist  ssu  jeder  der  2*' 
Per.  Char,  syzygetisch;  jede  eigentliche  Per,  Cliar,  {e)  dagegen  ist  zu 
2»p-i  der  Per,  Char,  syzygetisdi,  zu  den  2*^~^  anderen  azygetisch. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  lasse  man  in  dem  Ausdrucke  \6,  17 1, 
während  man  die  Per.  Char.  (i)  festhält,  (rj)  die  Reihe  der  2^^  Per. 
Char.  durchlaufen.    Die  entstehende  Summe: 

(22)   2\e,v\='fll(y!{-iy>''''')(^{-iyi'''>)\ 
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liat,  wie  der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  zeigt^  dann 
und  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
Wert  2*^,  wenn  gleichzeitig  «^  =  •••==  ^^  =  -f^'  =•••  =  £^'  =  0  ist. 
Daraus  schließt  man  aber^  da  der  Ausdruck  \€,  rj]  nur  entweder  -f  1 
oder  —1  sein  kann,  daB  derselbe,  wenn  die  Per.  Char.  («)  die  un- 
eigentliche (0)  ist,  2'^-mal  den  Wert  + 1,  in  jedem  anderen  Falle 
dagegen  2*^"^-mal  den  Wert  +1  und  2*''"^-mal  den  Wert  —1  an- 
genommen hat,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Das  Resultat  des  I.  Satzes  kann  man  auch  so  aussprechen: 

n.  Satz:  Die  Gleichung  | «,  a;|  =  +  1  hat,  wenn  die  Per.  Guxr, 
(e)  die  uneigenüiche  (0)  ist,  2*^;  in  jedem  anderen  FdUe  2^^"^ 
Lösungen  und  bestimmt  die  zu  (e)  syjsygetischen  Per.  Char.  Die  Glei- 
chung I «,  a?  I  =  —  1  hat,  wenn  die  Per.  Char.  («)  die  uneigenüiche  (0) 
ist,  keine;  in  jedem  anderen  FaUe  2*^-*  Lösungen  und  bestimmt  die 
ssu  {b)  aeygetischeii  Per.  Char. 

Die  durch  den  ü.  Satz  beantwortete  Frage  ist  ein  spezieller 
Fall  der  allgemeineren  nach  der  Anzahl  s  jener  Per.  Char.  (:i;),  welche 
den  r  Gleichungen: 

(23)    U„x|  =  (-l/S    |e„a!l  =  (-l/«,  ...,   |5,,xH(-l/' 

genügen,  wo  die  S  willkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  («i),  («,),  •  •  •,  {s^ 
aber  r  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen. 
Setzt  man  für  p  =  1,  2,  •••,  r: 

(24)  (*e) =(».■■:;'')' 

SO  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Anzahl  s  der  aus  Zahlen 
0,  1  gebildeten  Lösungen  x^y  •••,  x^,  ä?/,  •••,  x^  der  r  Kongruenzen: 
p 

(25)  2(^/'?<-*^^^/')  =  *?  (mod.2).  (?  =  i,2,..-.r) 

Zunächst  kann  man  nun  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
Ausdruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  Xy  x'  der  Kon- 
gruenz: 

(26)  i^^,,%  -  *;,*,)  =  *,  ("»od.  2), 
so  besitzt  der  Ausdruck: 


Vi  +  C-i)""^  ) 


(27)  U(x)- 

den  Wert  1;  genügen  dagegen  die  Zahlen  x^  x  der  Kongruenz  (26) 
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nicht,   so   besitzt  f  (x)  den  Wert  0.     Daraus  folgt  sofort,   daß  der 

Ausdruck: 

p 

(28) 

für  jedes  Zahlensystem  x^  x^  das  eine  Lösung  des  Eongruenzensystems 
(25)  ist,  den  Wert  1,  für  jedes  andere  den  Wert  0  hat,  und  daß 
daher  die  über  alle  V^  Per.  Char.  {x)  erstreckte  Summe: 

(29)  ^F{x) 

(*) 

den  Wert  s  angibt.  Man  hat  also  für  die  Anzahl  s  der  Losungen 
des  Eongruenzensystems  (25)  den  Ausdruck: 

p 
(30) 


Führt  man  nun  auf  der  rechten  Seite  die  Multiplikation  aus,  so  wird 
das  erste  Glied  der  Summe: 

(31)  ^1  =  2^ 

irgend  ein  anderes  Glied  aber: 


(32)  w 


wo  ^  über  einen  Teil  oder  alle  Werte  1,  2,  •••,  r  zu  erstrecken  ist. 

ff 
Sind  aber  die  Per.  Char.  (t^),  (s^),  •••,  (e^),  wie  vorausgesetzt,  unab- 
hängig,  so   ist   keine  Summe   von  irgend  welchen  unter  ihnen   der 
Char.  (0)  gleich,  und  es  sind  daher  die  2p  Zahlen  ^hoj  '"\2 ^ppf 

,  ...  ^  ^ 

^^[qj  "'}  ^^'pQ  niemals  gleichzeitig  =0  (mod.  2).     Daraus   folgt 

aber,  daß  mindestens  einer  der  Faktoren  des  auf  der  rechten  Seite 
Yon  (32)  stehenden  Produkts  und  daher  das  Produkt  selbst  den  Wert 
Null  hat.  Man  erhält  daher  aus  (30),  da  sich  die  rechts  stehende 
Summe  auf  das  erste  Glied  (31)  reduziert: 


Thetacharakteristiken.    Lineare  Transformation  derselben.  247 

(33)  5 -12''^  =  2*'"' 

und  hat  den 

HL  Sats:  Unter  den  2*'  Per.  Chor,  sind  stets  2*'-*'  in  vor- 
geschriebener Weise  syzygetiscJi  und  aeygetisch  eu  r  gegebenen  unab- 
hängigen Per,  Char. 

§3. 

Thetaoharaktoristiken. 

Führt  man  an  Stelle  der  der  Thetafonktion  <&'[£]  ^ti)  zn  gninde 
liegenden  Perioden  o,  aus  denen  sich  die  Alimente  u  und  die  Mo- 
dulen a  in  der  pag.  129  angegebenen  Weise  berechnen,  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  (7)  neue  Perioden  (o  ein,  und 
heiBt  die  Argumente  und  Modulen  der  neuen  zu  den  m  gehörigen 
Thetafunktionen  u  und  a\  so  sind  die  GroBen  u  und  a'  mit  den 
GröBen  u  und  a  in  der  pag.  141  angegebenen  Art  miteinander  ver- 
knüpft, die  zugehörigen  Thetafunktionen  aber  selbst  nach  dem  XU.  Satz 
pag.  180  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(34)  *WWa-c«-'^*[^]C"'L, 

wobei  bezüglich  der  Bedeutung  von  C  und  U  auf  das  dort  An- 
gegebene verwiesen  werden  mag,  die  Elemente  £^,  £^  der  Th.  Char. 
[f]  aber  sich  aus  den  Elementen  «^,  «^  der  Th.  Char.  [b\  berechnen 
mit  Hilfe  der  Gleichungen: 


P 


A 

(35)  "-^  C«-i,»....,,) 


Man  sagt  dann,  daB  die  Th.  Char.  [s]  durch  die  Transformation  (7) 
in  die  Th.  Char.  [«]  übergehe. 

Die  Gleichung  (34)  zeigt,  daB  die  transformierte  Th.  Char.  [«] 
immer  gleichzeitig  mit  der  ursprünglichen  [e]  gerade  und  ungerade 
ist,  daB  also  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  stets  eine 
gerade  Th.  Char.  wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade  Th.  Char. 
wieder  in  eine  ungerade  übergeht. 

Von  der  Richtigkeit  der  Kongruenz: 

(36)  ^''b^^^b^bI  (moA.2) 

/i=l  /*  =  ! 
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kann  man  sich  auch  wie  folgt  direkt  überzeugen.     Es  ist  zunächst: 

^  «^£^  =  ^  ^   ^  [~^A<y^p+A<,»'*»V  "•  ^Ai.p  +  v^p+Ai.p  +  y'^yV 
(37)  +  (C^yC^+|,,y'Cp+^,y  +  r'""^p+|*,y^|*r'^A',P  +  »^)*» 

wo  die  Summen  ^,  ^,  2  "^i®  st^ts  i°i  folgenden  von  1  bis  p  zu 

fl  v  v' 

erstrecken   sind.     Beachtet   man   nun,   daß   für   ganze   Zahlen  ^^^^^ 
welche  den  Bedingungen: 

(38)  9,',- 9,^- 
genügen^  die  Kongruenz: 

(39)  ^'29,,-^29,,(j^'>^^) 

besteht,  und  daß  fEir  jede  ganze  Zahl  g: 

(40)  g^  =  g  (mod.2) 

ist,    so    erkennt    man    sofort   auf  Grund   der   Gleichungen    (9)    die 
Richtigkeit  der  Kongruenzen  mod.  2: 


und: 


^  ^  V       ^A'iP  +  ''^l»  +  /'.'^^:P+A'ii>  +  '^  "^  ^:P+A'fP  +  »^M»''^A«.y+»^) 


h        ^ 


Aus  diesen  Kongruenzen  folgen  aber  auf  Grund  der  Gleichungen  (8) 
die  weiteren: 
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und: 

Da  nun  ferner  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  und  der  Kongruenzen 
(39)  und  (40)  die  Kongruenzen: 

t  9"  fl  V  fA 

und: 

(4")  j^    ^     ^    ^/W,P  +  I'S  +  /4,P  +  I''*I'V   —  ^^    ^    ^i«,P  +  »'^l»+/',P  +  »*'' 

bestehen /  so  erkennt  man,  daß  der  von  den  drei  ersten  Zeilen  her- 
rührende Beitrag  zur  rechten  Seite  der  Gleichung  (37)  der  Zahl  0 
kongruent  ist  nach  dem  Modul  2.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (8) 
ist  femer: 

(4*)       ^  ^  ^  ypfiv^p-k-fi^p-^y  +  ^p^ft.w^fi.p^v'j^t^t'  ^ ^  *»*»'• 

V  V'  fA  V 

Endlich  ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (9)  und  der  Kongruenzen  (39): 

^  ^  ^  ^^»'^^.P  +  «'^JP  +  /',»'^P  +  A'.l'  +  »^ 

und  daher  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  weiter: 
(49)    ^     •'    ^  '     ^ 
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Nun  ist  aber  infolge  der  Kongruenzen  (39)  und  (40)  für  beliebige 
ganze  Zahlen  %,,,: 

daher  ist: 


^i>  +  ^,»^A*,p  +  r'j(^^  ^P  +  M',»'V.P  +  «'j 


und  es  folgt  aus  (49)  endlich: 

(      )  ^  ^  ^  ^i«r^/u,l»  +  »'^l»  +  /i,»'^p  +  A<.p  +  i^  —  0^ 

womit  der  gewünschte  Nachweis  erbracht  ist. 

Da,  wie  im  §  1  bemerkt  ist,  zwei  Funktionen  ^[f]  W  ^^'^  ^M  W> 
deren  Charakteristikenelemente  f^,  •••,  f^,  f/,  •••,  f  '  und  ly^,  •••,  iy^, 
^i';  *  •  •;  %  ^®^  2p  Kongruenzen  (4)  genügen,  auf  Örund  der  Formel 
(Vni)  sich  nur  um  einen  Faktor  ±  1  unterscheiden,  so  sollen  für 
die  Untersuchungen  dieses  Abschnitts  zwei  solche  Th.  Char  [fj  und 
\y\\  als  nicht  verschieden  angesehen  werden.  Es  gibt  dann  im  ganzen 
nur  2*^  verschiedene  Th.  Char.  [f],  als  welche  man  diejenigen  wählt, 
die  entstehen,  wenn  man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente 
f,  «'  alle  V^  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p*^  Klasse  der 
Zahlen  0,  1  setzt.  Man  teilt  die  2'^  Th.  Char.  in  zwei  Klassen;  die 
eine  Klasse  besteht  aus  den  g^  geraden,  die  andere  aus  den  u^  un- 
geraden Th.  Char.  Es  handelt  sich  darum,  diese  Anzahlen  g^  und  u^ 
zu  bestimmen. 

Erste  Methode:  Bezeichnet  man  mit     ^, ^,       JI""^    abgekürzt 

mit  r^J  irgend  eine  p  —  1- reihige  Th.  Char.  und  verschafft  derselben 

durch  Anhängen  von     ,    ,    ,       jedesmal   eine  p**  Vertikalreihe,    so 
entstehen  zunächst  die  vier  verschiedenen  p- reihigen  Th.  Char.: 

w        ß-:].  ß-a-  ß-j].  ß-a- 


Setzt  man  dann  in  diesen  Gleichungen  für  F. J   der  Reihe  nach  alle 

2«p-«  p—1- reihigen  Th.  Char.,  so  erhält  man  die  sämtlichen 
p- reihigen  Th.  Char.,  die  dadurch  zugleich  in  vier,  den  vier  an- 
geschriebenen Typen  entsprechende  Gruppen  eingeteilt  erscheinen, 
von  denen  jede  2^'~*  Th.  Char.  mit  gemeinsamer  p**'  Vertikalreihe 
enthält.     Berücksichtigt  man  dann,  daß  jede  Th.  Char.  vom  Typus 
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1,  2,  3   gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  die  Th.  Char.  NJ; 

ans  der  sie   entstanden,  gerade  oder  ungerade  ist;  daß  dagegen  jede 

Th.  Char.  vom  Typus  4  bei  ungerader  Th.  Char.  \  ^A   gerade,   bei 

gerader  Th.  Char.  KJ  ungerade  ist,  so  erkennt  man  sofort,  daß  von 

den  vier  Gruppen,  in  welche  die  2*^  zur  Zahl  p  gehörigen  Th.  Char. 
eingeteilt  wurden,  die  drei  ersten  aus  je  g^^^^  geraden  und  w^_i 
ungeraden  Th.  Char.  bestehen,  während  die  vierte  Gruppe  u  ^  ge- 
rade und  g^__i  ungerade  Th.  Char.  enthält.  Man  hat  daner  die 
Beziehungen: 

(54)  ^'  ^  ^^^'"^  "^  ^'"''      9p  +  %-  H9p^i  +  %-i)> 

^p-^^p^i  +  9p^i,      9p-%-'^{9p^i-%.i)> 

aus  denen  durch  Übergang  von  p  zu  p  —  l,  p  —  2)  •  •  •,  3,  2  und 
unter  Berücksichtigung  von  fl^i  =*  3,  t^  =  1  die  Gleichungen: 

,    .  ^,  +  «,  =  4^,      g,^2'-'{2P+l), 

9p -»p  =  2^      u,^2P-\2P-  1) 
folgen. 

Zweite  Methode:  Da  jede  Th.  Char.  [f]  entweder  gerade  oder 
ungerade  ist,  so  ist: 

(56)  9p  +  %'=  2»". 

Da  weiter  der  Ausdruck: 


>> 
,"=1 


(57)  1*1 -(-1) 

den  man  den  Giardkier  der  Th.  Char.  [b\  nennt,  fQr  jede  gerade 
Th.  Char.  den  Wert  +1,  für  jede  ungerade  den  Wert  —  1  hat, 
so  ist: 

(58)  ^,-«,-2'lH, 

WO  die  Summe  über  alle  2*^  Th.  Char.  [b\  zu  erstrecken  ist.  Aus 
dieser  Gleichung  folgt  aber,  wenn  man  für  |£|  seinen  Ausdruck  aus 
(57)  einsetzt,  sofort  weiter: 

(59)  ?,-«>  =  J7(^(-l)''''0' 

und  da  jede  der  p  hier  als  Faktoren  auftretenden  Summen,  wie  die 
direkte  Ausrechnung  ergibt,  den  Wert  2  besitzt,  so  ist: 

(60)  ^,-«,-2P, 

womit  wiederum  die  Gleichungen  (55)  gewonnen  sind. 
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Man  hat  also  den 

IV.  Sata:  Von  den  2*p  Th.  Giar.  sind  g^  =  2^'^  {2p  +  1)  gerade, 
u^  =  2P-1  (2^  -  1)  ungerade. 

Ordnet  man  die  2*^  Th.  Char.  [b\  in  ein  quadratisches  Schema 
derart,  daß  für  die  2^  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  Th.  Char. 
die  Zahlen  b^,  b^,  •••,  £^,  fQr  die  2P  in  einer  Vertikalreihe  stehenden 
Th.  Char.  die  Zahlen  b^,  f,',  •••,  b^  die  nämlichen  Werte  haben,  so 
stehen  in  jener  Horizontalreihe,  für  welche  «^  ==£,  =  •••  =  a^  =  0  ist, 
2p  gerade,  in  jeder  der  2**— 1  übrigen  Horizontalreihen  aber  2^""* 
gerade  und  2p '^  ungerade  Th.  Char.  Die  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung ergibt  sich  daraus,  daß  für  eine  jede  Horizontalreihe,  wenn 
man  mit  g  die  Anzahl  ihrer  geraden,  mit  u  die  Anzahl  ihrer  un- 
geraden Th.  Char.  bezeichnet: 

(61)      i?-«=2'i*i=n(2'(-i)''''0 

ist.  Ist  nun  £j  =  f,  =  • . .  =  f^  =  0,  so  hat  jede  der  p  hier  als 
Faktoren  auftretenden  Summen  den  Wert  2,  das  Produkt  selbst  also 
den  Wert  2^;  in  jedem  anderen  Falle  ist  dagegen  mindestens  eine 
der  p  Summen  und  daher  auch  ihr  Produkt  Null;  es  ist  daher  für 
jene  Horizontalreihe,  für  welche  ^^  =  ^^  ==...==  £^  =  0  ist: 

(62)  g^u^2P, 
für  jede  andere 

(63)  (7  -  w  =  0, 
und  da  stets 

(64)  g  +  u^2P 
ist,  so  ergibt  sich  im  ersten  Falle: 

M  =  0, 

u^2P'^, 

wie  zu  beweisen  war*). 
Unter  der  Summe: 

(67)  M  =  [«i?f-] 

mehrerer  Th.  Char.  [«],  [iy],  [g],  •  •  wird  in  diesem  Abschnitte  jene 
Th.  Char.  verstanden,  deren  Elemente  durch  die  2p  Kongruenzen: 


(65) 

<7-2P, 

im  zweiten  Falle: 

(66) 

9-^-\ 

1)  Auf  diesem  Wege  hat  Borel,  Sur  les  caract^ristiques  des  fonctions  B, 
Bull.  S.  M.  F.  Bd.  26.   1S98,  pag.  89,  die  Anzahlen  g^  und  u^  berechnet. 
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rß«^  %^^^  +  V,  +  t,  +  ---  (niod.2), 

'^^^^  «;  =  £;  +  ,;  + g; +  ...  (mod.  2) 

bestimmt  sind.  Man  nennt  gegebene  Th.  Char.  [«],  [i^],  •••  wesentlich 
unabhängig,  wenn  nicht  die  Summe  einer  geraden  Anzahl  derselben 
der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist*,  man  nennt  femer  eine  Summe  von  v 
unter  gegebenen  Th.  Char.  [f^],  [«,],  •  •  •  eine  Kombination  i/**'  Ord- 

nung  und  bezeichnet  sie  mit  [^f];  die  Kombinationen  ungerader 
Orcbung  nennt  man  die  wesentlichen  Kombinationen  der  gegebenen 
Th.  Char. 

Drei  Th.  Char.  [«],  [iy],  [g]  heißen  syzygeüsch  oder  aeygetisch,  je 
nachdem  der  Ausdruck: 

(69)  \hri>i\  =  U\-\n\-\%\-\^ni\ 

=  +  1  oder  =  —  1  ist,  je  nachdem  also  von  den  vier  Th.  Char.  [b\ 
\yi\}  \S\j  [ß^^  ®^^®  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  gerade  (oder 
ungerade)  ist  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  Theta- 
quotient: 

eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  seiner  Argumente  ist. 


§4. 

Beiiehnngen  swlBohen  den  Perlodenoharakteriatiken 
nnd  den  Thetaoharakterlstiken. 

Das  verschiedene  Verhalten  der  Per.  Char.  und  der  Th.  Char. 
bei  ganzzahliger  linearer  Transformation  zeigt  sich  vor  allem  darin, 
daß  die  Per.  Char.  (o)  stets  in  sich  übergeht,  daß  also  symbolisch 
geschrieben  (ö)  =*  (o)  ist,  während  die  Th.  Char.  [o]  bei  der  Trans- 
formation (7)  in  die  Th.  Char.  [o]  übergeht,  deren  Elemente  o^,  o^ 
durch  die  Kongruenzen: 

(71)  %  =  ^  ^iuv^/u.p  +  y;  ^i"=^  ^P  +  |«,«'^JP  +  /u,P  +  »' 

bestimmt  sind.  Für  eine  beliebige  Per.  Char.  {b)  und  die  aus  den- 
selben Zahlen  gebildete  Th.  Char.  [b]  erhält  man  die  Elemente  £^,  £^ 
der  transformierten  Th.  Char.  \s\  aus  den  Elementen  i^,  1^  der 
transformierten  Per.  Char.  (i),  indem  man  zu  diesen  die  Größen  o^,  o^ 
addiert;  es  ist  also  symbolisch  geschrieben  [«]  » [io].  Gehen  weiter 
die  Per.  Char.  (f),  (iy),  •  •  •  durch  eine  Transformation  in  die  Per.  Char. 
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(i),  (rj)f  '"  über,  so  geht  durch  diese  Transformation  die  Summe 
(erj'")  in  die  Summe  (i^")  über;  gehen  dagegen  die  Th.  Char. 
[f],  [rj],  •  •  •  durch  eine  Transformation  in  die  Th.  Char.  [f],  [i^J,  •  •  • 
über,  so  geht  die  Summe  [fi?***]  einer  ungeraden  Anzahl  von  ihnen 
in  [eri"  •]  über,  die  Summe  [fij  •  •  •]  einer  geraden  Anzahl  dagegen  in 
[0£i7***].  Man  kann  auch  sagen,  daß  die  Summe  einer  geraden  An- 
zahl Ton  Th.  Char.  sich  wie  eine  Per.  Char.,  die  Summe  einer  un- 
geraden Anzahl  von  Th.  Char.  aber  wie  eine  Th.  Char.  transformiert 
Beachtet  man  dann  endlich  noch,  daß  im  Falle  einer  geraden  Anzahl 
von  Per.  Char.  (^V.'")  ^  {^V '")  ^^t,  so  wird  man  mit  Vorteil 
Th.  Char.  als  Summen  einer  ungeraden,  Per.  Char.  als  Summen  einer 
geraden  Anzahl  gewisser  Fundamentalcharakteristiken  darstellen,  die 
dann  bei  einer  Transformation  als  Th.  Char.  behandelt  werden. 

Zwischen  den  für  Per.  Char.  definierten  Symbolen  \Sy  rj\  und  den 
für  Th.  Char.  definierten  Symbolen  |  s  \  bestehen,  wenn  die  auftreten- 
den Per.  Char.  (s),  (iy),  (g),  •••  und  Th.  Char.  [e],  [ly],  [g],  .••  die 
nämlichen  Elemente  haben,  die  Gleichungen: 

^     ^  \s\'\v\'\t\'\evt\-^\^,v\'Ht\'\i,sl 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  dann,  wenn  man  das  Symbol  \s,  ri\ 
auch  für  Th.  Char.  gelten  läßt,  insbesondere  für  das  im  vorigen 
Paragraphen  eingeführte  Symbol  |f,  iy,  51  der  neue  Ausdruck: 

(73)  \^,V,t\-\^,v\-\v,i\-\t,^\- 
Hieraus  ergeben  sich  aber  leicht  die  beiden  Gleichungen: 

(74)  \x,x€,xri\  =  \s,  rj\,       {erj,  fg|  =  |£,  iy,  g|, 

von  denen  die  erste  zeigt,  daß  mit  den  Per.  Char.  («),  (rj)  immer 
gleichzeitig  die  Th.  Char.  [x],  [x£],  [xi;]  und  zwar  für  jede  Th.  Char. 
[x]  syzygetisch  und  azygetisch  sind;  die  zweite  aber,  daß  mit  den 
Th.  Char.  [«],  [rf\,  [J]  immer  gleichzeitig  die  Per.  Char.  (fiy),  (fg) 
syzygetisch  und  azygetisch  sind. 

Man  bemerkt  endlich,  daß  infolge  der  Unveränderlichkeit  des 
Ausdrucks  \b,  rj]  durch  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transfor- 
mation zwei  syzygetische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  syzygetische, 
zwei  azygetische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  azygetische  über- 
gehen. Ebenso  gehen  infolge  der  Unveranderlichkeit  des  Charakters 
|£{  durch  eine  beliebige  ganzzahlige  lineare  Transformation  drei 
syzygetische  Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  syzygetische,  drei  azy- 
getische Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  azygetische  über.  Es  gehen 
aber  weiter  drei  syzygetische  oder  azygetische  Th.  Char.  auch,  wie 
aus   den   Gleichungen   (74)   folgt,    durch   Addition   einer    beliebigen 
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Th.  Char.  wieder  in  drei  syzygetisclie  oder  azygetische  über,  d.  h. 
es  ist: 

(75)  |x£,  xiy,  xg|  =  |£,  17,  g|. 

Für   die   Summe   [s^  «2  * "  * J   ^^'^   ^   gegebenen  Th.  Char.  [fj, 
W,    ••;[««]  ist: 

(76)  ki^.--^j-J7i^^i-J7iv^i. 

wo  in  dem  ersten  Produkt  v  die  Werte  1,  2,  •••,  n  durchläuft,  in 
dem  zweiten  für  fi,  v  alle  ■J-(n— l)n  Kombinationen  ohne  Wieder- 
holung zur  zweiten  Klasse  dieser  Zahlen  zu  treten  haben.  Für  eine 
wesentliche  Kombination  von  Th.  Char.  kann  diese  Formel  in  eine 
andere  Form  gebracht  werden.     Aus: 

(77)  Uo^.  •••^,«1  =171^1 -HlV^J 

folgt  hier  zunächst: 

V  (),a 

wo  in  dem  ersten  Produkte  v  von  0  bis  2m  geht,  in  dem  zweiten 
an  Stelle  von  q,  6  die  w(2m  —  1)  Kombinationen  ohne  Wiederholung 
zur  zweiten  Klasse  der  Zahlen  1,  2,  *  •*,  2m  zu  setzen  sind,  sodaß  an 
Stelle  von  q  und  6  zusammen  jede  der  Zahlen  1,2,  •••,2m  im 
ganzen  (2m —  1)- mal  tritt.  Auf  Grund  der  Gleichung  (73)  erhält 
man  jetzt: 

(79)  l*ofi"-«,ml=i7l*'l-I7l«o,V*<'l- 

Sind  daher  die  2m  +  1  Th.  Char.  [«q],  [«J,  •  •  •,  [f,^]  zu  je  dreien 
syzygetisch,  so  ist: 


(80)  ko^i  •••*.«!=  J7 


2m 


v\'i 

»=0 


sind  dagegen  die  2m  +  1  Th.  Char.  [fj,  [fj],  •  •  •,  [f^m]  zu  je  dreien 
azygetisch,  so  ist: 

8  m 

(81)  Uo«i-*»J-(-l)"'-/7l*'l- 

Wenn  zwischen  drei  Th.  Char.  [«],  [x],  [A]  die  Gleichung 
[b\  =  [xA]  besteht,  so  sagt  man  auch  die  Per.  Char,  {e)  sei  in  die 
beider^  Th.  Char,  [x]  und  [A]  zerlegbar  und  schreibt: 

(82)  (*)  =  W  +  W. 
Bezüglich  dieser  Zerlegungen  gelten  folgende  Sätze: 
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V.  Sats:  Jede  eigmüiche  Per.  Char,  läßt  sich  auf  2^^-^^  Weisen 
in  zwei  immer  verschiedene  Th.  Char.  zerlegen. 

Man  kann  nämlich  in  der  Gleichung  (82)  bei  gegebener  Per.  Char. 
{s)  immer  noch  [x]  ganz  nach  Belieben  annehmen;  dann  erst  ist  der 
zweite  Summand  [A]  =  [£x]  und  damit  die  Zerlegung  selbst  bestimmt. 
Setzt  man  nun  für  [x'J  der  Reihe  nach  die  samtlichen  2*^  Th.  Char., 
so  erhält  man  2^^  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (e)^  unter  denen  aber^ 
da  neben  einer  Zerlegung  {b)  =  [x]  +  [Jl]  immer  auch  die  datnit  iden- 
tische («)  =»  [A]  +  [x]  sich  findet,  jede  mögliche  Zerlegung  zweimal  vor- 
kommt, sodaß  im  ganzen  nur  2*^"^  yerschiedene  Zerlegungen  von  («) 
existieren. 

Was  die  bei  dieser  Betrachtung  angeschlossene  uneigentliche 
Per.  Char.  (0)  betrifft,  so  läßt  sich  dieselbe  entsprechend  der  für  jede 
beliebige  Th.  Char.  [x]  geltenden  Gleichung: 

(83)  (0)  =  M  +  [x] 

auf  2*'  Weisen  in  zwei  immer  gleiche  Th.  Char.  zerlegen. 

Die  sämtlichen  2*'"  ^  Zerlegungen  (82)  einer  eigentlichen  Per.  Char. 
{s)  kann  man  in  drei  Arten  einteilen.  Zur  ersten  Art  rechne  man 
alle  diejenigen  Zerlegungen,  bei  denen  [x]  und  [A]  beide  gerade  sind, 
ihre  Anzahl  sei  jc^;  zur  zweiten  Art  alle  diejenigen,  bei  denen  [x] 
und  [A]  beide  ungerade  sind,  ihre  Anzahl  sei  9^;  zur  dritten  Art 
endlich  diejenigen,  bei  denen  von  den  beiden  Th.  Char.  [x],  [A]  die 
eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist;  ihre  Anzahl  sei  J^.  Die  Zahlen 
Jp;  9p,  Jp  sollen  jetzt  bestimmt  werden;  es  wird  sich  dabei  zeigen, 
daß  dieselben  von  der  besonderen  Per.  Char.  ((),  auf  die  sie  sich  be- 
ziehen, unabhängig  sind,  also  für  alle  2'^  —  1  eigentlichen  Per.  Char. 
{i)  die  nämlichen  Werte  besitzen. 

Erste  Methode:  Setzt  man  in  der  Gleichung  (82)  bei  gegebener 
Per.  Char.  («)  für  [x]  der  Reihe  nach  die  g^  geraden  Th.  Char.  und 
bestimmt  jedesmal  [A]  aus  der  Gleichung  [A]  ==  [«x],  so  erhält  man 
von  den  Zerlegungen  der  Per.  Char.  («)  jede  Zerlegung  der  ersten 
Art  zweimal,  jede  Zerlegung  der  dritten  Art  einmal;  setzt  man  da- 
gegen für  [x]  der  Reihe  nach  die  u^  ungeraden  Th.  Char.,  so  erhält 
man  auf  dieselbe  Weise  jede  Zerlegung  der  zweiten  Art  zweimal, 
jede  Zerlegung  der  dritten  Art  einmal  Hieraus  ergeben  sich  die 
Beziehungen: 

(84)  9,~n,  +  }i,,      «,  =  29,  +  j,. 

Man  bilde  nun  aus  den  Elementen  der  beiden  Th.  Char.  [x]  und  [A], 
die  einer  beliebigen  Zerlegung  (82)  der  gegebenen  Per.  Char.  {b) 
entsprechen,  den  Ausdruck  { x  {  •  |  A  |  und  bezeichne  denselben,  insofern 
als  bei  gegebener  Per.  Char.  {b)  die  Th.  Char.  [A]  mit  [x]  zugleich 
bestimmt  ist,  mit  /"[x].    Es  besitzt  dann  /*[x]  den  Wert  -f  1,  wenn 
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die  betrachtete  Zerlegung  von  der  ersten  oder  zweiten  Art,  dagegen 
den  Wert  —  1,  wenn  dieselbe  von  der  dritten  Art  ist.  Läßt  man 
daher  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2^^  Th.  Char. 
treten  und  bildet  die  Summe  $  der  entsprechenden  Werte  von  f\it\ 
so  ist: 

(85)  «  =  2(E,  +  9,-Jp), 

da  jede  Zerlegung  der  Per.  Char.  (s)  zweimal  auftritt,  wenn  [x]  in 
der  Gleichung  (82)  der  Reihe  nach  alle  2*^  Th.  Char.  durchläuft. 
Berücksichtigt  man  aber,  daß  der  mit  f[x]  bezeichnete  Ausdruck, 
weil  [A]  =  [sx]  ist,  auf  Grund  der  ersten  Gleichung  (72)  auch  in 
die  Form: 

(86)  /•M  =  lx|.lex|  =  |6|.|a,x| 

gebracht  werden  kann,  und  daß,  wie  beim  Beweise  des  L  Satzes 
gezeigt  wurde,  die  über  alle  2*^  Th.  Char.  [x]  erstreckte  Summe 

(87)  ^l*,x|-0 

[X] 

ist,  wenn  wie  hier  («)  eine  der  2*'  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  be- 
zeichnet, so  erhält  man  für  s  die  weitere  Gleichung: 

(88)  s=^^f[x-]^\s\^^\B,x\^0. 

[X]  [X] 

Setzt  man  die  beiden  für  s  gefundenen  Werte  einander  gleich,  so  ent- 
steht die  Relation: 

(89)  E,+  9,-ä,-0. 

Durch  Kombination  der  Gleichungen  (84)  und  (89)  ergibt  sich  aber: 

und  hieraus  wegen  (54)  und  (55)  endlich*): 

f,  =  ^,-x  =  2P-(2'-+l),  _ 

Zweite  Methode:  Der  Ausdruck: 

(92)  9'M-i(i  +  y|*l)(i  +  «J|**l), 

wo  y*  =  d*  =  1  ist,  hat  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert 
und  zwar  den  Wert  1,  wenn 


1)   Einen    direkten    Beweis    der    Gleichungen    Sp  =  ^p_ii    ^p  =  Wp_i , 
i    =3  p'      j  -j-  u  _j  hat  Moore,  On  a  theorem  conceming  p-rowed  characte- 
ristics  with  denominator  2.    Ball.  Am.  M.  S.  (2)  Bd.  1.    1896,  pag.  262  gegeben. 
Krftser,  TheUfanktionen.  17 
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(93)  |x|-y,    \bx\  =  8 

ist,  d.  h.  wenn  die  Th.  Char.  [x]  und  [X]  =  [sx]  eine  Zerlegung  (82) 
der  Per.  Char.  (e)  in  zwei  Th.  Char.  von  den  vorgeschriebenen 
Charakteren  y,  d  bestimmen.  Läßt  man  daher  an  Stelle  von  [x]  der 
Reihe  nach  die  samtlichen  2^^  Th.  Char.  treten  und  bildet  die  Summe 
6  der  entsprechenden  Werte  von  q)  [x],  so  gibt  diese  Sunmie  die  An- 
zahl der  derartigen  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (e),  wobei  aber  zu 
bemerken  ist,  daß  in  den  Fällen,  wo  die  beiden  Th.  Char.  [x]  und 
[A]  von  gleichem  Charakter  sind,  jede  Zerlegung  zweimal  auftritt, 
daß  also,  wenn  y  «=  tf  =  +  1  ist,  6  «=  2?^,  wenn  y  «=  d  —  —  1  ist, 
6  =  2^^,  während,  wenn  y=  +  l,  d  =  —  1  ist,  (J  =  Jp  wird.  Nun 
ist  aber: 

M  [X] 

^^^^  '-\{2'^  +  y2\x\  +  d^\ex\  +  yS^\x\\sx\), 

[X]  [X]  [X] 

und  da 


(95) 

2'i«i 

[x] 

[X] 

[X] 

ist,  so 

erhalt 

man: 

(96) 

ö  - 

=  2*'-* 

+  (y  +  d)2'-*, 

woraus  sich  sofort  die  obigen  Werte  (91)  für  J^,  5^,  j^  ergeben. 
Man  hat  also  den 

VI.  Sata:  Jede  eigentliche  Per.  Char,  läßt  sich  auf  g^_^ 
r=  2P-J(2p-i  +  1)  Weisen  in  mei  gerade,  auf  ii^_i  =  2p-«(2p-i-  1) 
Weisen  in  zwei  ungerade,  endlich  auf  g^_^  +  u^^^  =  2*'~*  Weisen  in 
eine  gerade  und  eine  ungerade  Th.  Char,  zerlegen. 

Dieselben  Resultate  lassen  sich  auch  wiedergeben  durch  den 

Vn.  Sata:  Addiert  man  zu  den  sämtlichen  2*^  27i.  Giar.  eine  6e- 
liebige  der  2*'  —  1  eigentlichen  Per.  Char.,  so  gehen  dadurch  von  den 
g^  geraden  Th.  Char.  25rp_i  =  2^~*(2P""^  +  1)  wieder  in  gerade,  die 
übrigen  2*'"*  in  ungerade  Ober,  während  andererseits  von  den  m^  un- 
geraden  Th.  Char.  2m^_i  =  2'*"*(2P"*  —  1)  wieder  in  ungerade,  die 
übrigen  2*'~*  in  gerade  übergeJien. 

Von  jetzt  ab  werden  von  den  Zerlegungen  (82)  einer  gegebenen 
eigentlichen  Per.  Char.  (e)  nur  die  in  zwei  gleichartige  Th.  Char., 
also  die  ^^.^  Zerlegungen  iu  zwei  gerade  und  die  u^^^  Zerlegungen 
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in  zwei  ungerade  Th.  Char.  berücksichtigt.  Von  den  darin  auftreten- 
den 2gj,_i  geraden  und  2u^_^  ungeraden  Th.  Char.  sagt  man,  daß 
sie  in  der  Gruppe  {e)  enthalten^  und  zwar  von  zwei  Th.  Char.  wie  [x] 
und  [A],  daß  sie  in  der  Gruppe  (c)  gepaart  enthalten  seien.  Es  gibt 
dann  im  ganzen  2^'  —  1  verschiedene  Gruppen,  von  denen  jede  durch 
eine  der  eigentlichen  Per.  Char.  bezeichnet  wird.  Im  folgenden 
handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  in  zwei  und  mehreren 
Gruppen  gemeinsam  enthaltenen  Th.  Char. 
Es  sei: 

(97)  W  =  [x]  +  [A] 

eine  Zerlegung  der  eigentlichen  Per.  Char.  (s)  in  zwei  gleichartige 
Th.  Char.,  sodaß  also 

(98)  |x|.|A|  =  +  l 

ist.    Ist  dann  {rf)  eine  andere  eigentliche  Per.  Char.,  so  ist  wegen  (72): 

(99)  hx|.hAHh,x|.|i,,  A|  =  h,xA|-h,£|. 
Sind  also  die  beiden  Per.  Char.  (e)  und  (rf)  azygetisch,  so  ist: 

(100)  hxl-hAl 1; 

es  ist  also  von  den  beiden  Th.  Char.  [rix]  und  [i?A]  die  eine  gerade, 
die  andere  ungerade;  sind  dagegen  die  beiden  Th.  Char.  {s)  und  (i^) 
syzygetisch,  so  ist: 

(101)  hx|.hA|  =  +  l; 

es  sind  also  die  beiden  Th.  Char.  [i^x]  und  [rjX]  entweder  beide  ge- 
rade oder  beide  ungerade. 

Für  den  ersten  Fall,  wo  die  beiden  Per.  Char.  («)  und  (rj)  azy- 
getisch sind,  seien: 

(102)  (0  =  W  +  W  0-=i.V  -.p,-!) 

die  jTp.i  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (s)  in  zwei  gerade  Th.  Char.; 
ist  dann  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß  die  g^^^  Th.  Char.  [lyx^] 
sämtlich  gerade,  die  g^__^  Th.  Char.  [lyA^]  sämÜich  ungerade  sind, 
so  sind: 

(103)  (ri)  =  [x^]  +  [V^,]  (/^=M,  •  •  •.  .p-i) 
die  sämtlichen  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (17)  und 

(104)  (erj)  ==  [AJ  +  [ri%]  0"-i,«.    -.Pp-i) 

die  sämtlichen  g^_^  Zerlegungen  der  Per.  Char.  (bi/j)  in  zwei  gerade 
Th.  Char.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  erübrigt  es  nur  noch  zu 
zeigen,  daß  keine  zwei  der  Zerlegungen  (103)  und  ebenso  keine  zwei 
der  Zerlegungen  (104)  miteinander  übereinstimmen  können,  d.  h.  daß 

17* 
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weder  hx^]  =  [xj  noch  [i?x^]  =  [AJ  sein  kann  für  irgend  ein  Zahlen- 
paar [i,  V.     Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  aber  würde: 

(105)  hA,]  =  [x^A^xJ  =  [*xj  =  [AJ, 
und  ebenso  aus  der  zweiten: 

(106)  hA^]  =  [x^A^Aj  =  [«AJ  =  [x,l 

folgen;  zwei  Gleichungen^  die  beide  unmöglich  sind,  da  der  Voraus- 
setzung nach  die  Th.  Char.  [>?A^]  ungerade,  [xj  und  [AJ  aber  ge- 
rade sind. 

Aus  den  Gleichungen  (102),  (103),  (104)  ergibt  sich  aber,  wenn 
man  noch  beachtet,  daß  dieselbe  Untersuchung  an  die  u^_i  Zer- 
legungen der  Per.  Char.  (f)  in  zwei  ungerade  Th.  Char.  geknüpft 
werden  kann,  der 

vm.  Satz:  Sind  die  beiden  Per.  Char.  (e)  und  (tj)  cusygetisch,  so 
enthalten  je  zwei  der  drei  Gruppen  («),  (iy),  {sri)  g^_i  gerade  un4  u^^t 
ungerade  Tli.  Char.  gemeinsam^  von  denen  aber  keine  zwei  gepanrt  auf- 
treten; alle  drei  Gruppeti  haben  keine  Th.  Cliar.  gemeinsam  und  ent- 
halten zusammen  3^^_i  verschiedene  gerade  und  3Mp_i  verschiedene  un- 
gerade Th.  Char. 

In  dem  zweiten  Falle,  wo  die  beiden  Per.  Char.  (f)  und  (i^) 
syzygetisch  sind,  ist  für  eine  beliebige  Th.  Char.  [x]  nach  (74): 

(107)  |x|.|£x|.hx|.|£i?x|  =  +  l 

und  man  schließt  daraus,  daß  mit  der  Th.  Char.  [x]  jedenfalls  noch 
eine  der  drei  Th.  Char.  [fx],  [i^x],  [«>?x]  möglicherweise  alle  drei 
gleichzeitig  gerade  und  ungerade  sind.  Beschränkt  man  sich  daher 
zunächst  auf  den  Fall,  daß  [x]  gerade  ist,  so  folgt  aus  dem  soeben 
Gesagten,  daß  überhaupt  jede  gerade  Th.  Char.  jedenfalls  in  einer 
der  drei  Gruppen  («),  (ij),  (fi^),  möglicherweise  in  allen  dreien  ent- 
halten ist.  Da  nun  alle  drei  Gruppen  6^^_i  gerade  Th.  Char.  ent- 
halten, die  Anzahl  aller  verschiedenen  geraden  Th.  Char.  aber  g^  be- 
trägt, so  ergibt  sich,  daß  in  den  drei  Gruppen: 

(108)  3^,_,  -  ^«7,  =  4<7,_, 
gerade  Th.  Char.  dreimal,  die  übrigen 

(109)  ^,-4^,-,  =  3.2»i'-'' 

geraden  Th.-  Char.  nur  einmal  auftreten,  und  daß  also  je  zwei  der 
drei  Gruppen  ^g^^^  gerade  Th.  Char.  gemeinsam  enthalten,  die  dann 
alle  überdies  auch  in  der  dritten  Gruppe  enthalten  sind.  Um  die 
Verteilung  dieser  den  drei  Gruppen  gemeinsamen  geraden  Th.  Char. 
zu  untersuchen,  nehme  man  an,  daß  [x]  eine  derselben  sei;  dann  er- 
geben sich  sofort  für  jede  der  drei  Per.  Char.  (f),  (i^),  (fiy)  zwei  Zer- 
legungen in  zwei  gerade  Th.  Char.  von  der  Form: 
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(110)  (ri)    =M  +  hx]    =Nx]  +  [.x], 

(£1?)  =  [x]  +  [fiyx]  =  [£X]      +[1?X], 

von  denen^  wie  man  sieht,  jedes  Paar  aus  den  nämlichen  vier  Th. 
Char.  nur  in  anderer  Zusammenstellung  besteht.  Die  "^gp^^  den  drei 
Gruppen  (f),  (ij),  (erj)  gemeinsamen  geraden  Th.  Char.  ordnen  sich 
also  in  flTp^j  Systeme  von  je  4,  derart  daß  die  4  Th.  Char.  eines  solchen 
Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  zwei  Paare  bilden.  Das  oben  ge- 
fundene Resultat;  daß  die  beiden  Th.  Char.  [rjx]  und  [i^A]  =  [f^x] 
stets  von  gleichem  Charakter  sind,  wird  man  jetzt  genauer  dahin 
aussprechen,  daß  sie  gerade  sind,  wenn  [x]  (und  [A])  zu  den  in  den 
drei  Gruppen  dreifach  auftretenden  geraden  Th.  Char.  gehört,  dagegen 
ungerade,  wenn  [x]  (und  [l])  in  den  drei  Gruppen  nur  einfach  ent- 
halten ist. 

Da  wiederum  för  die  Zerlegungen  in  zwei  ungerade  Th.  Char. 
die  nämliche  Untersuchung  angestellt  werden  kann,  so  hat  man  den 

IX.  Sats:  Sind  die  beiden  eigenÜicJien  und  verschiedenen  Per.  Char. 
(«)  mid  (»y)  syzygetischy  so  treten  in  den  drei  Gruppen  (f),  (iy),  (fiy) 
alle  geraden  und  alle  ungeraden  Th.  Char.  auf,  und  zwar  kommen  van 
ihnen  3-2*^"'  gerade  und  3-2^^"'  ungerade  Th.  Char.  nur  in  einer 
der  drei  Gruppen  vor,  wahrend  di^  übrigen  ^gp^2  g^'O'den  und  4ti^_jj 
ungeraden  Th.  Char.  edlen  drei  Chruppen  gemeinsam  ange/iören.  Diese 
^gp-t  geraden  bez.  4w^_2  ungeraden  Th.  Char.  ordnen  sich  in  g^^^ 
bez.  Up_2  Systeme  von  je  vier  derart,  daß  die  vier  Th.  Char.  eines 
solchen  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  zwei  Paare  bilden. 

Die  in  den  Sätzen  VIII  und  IX  auftretenden  Anzahlen  der  zwei 
Gruppen  (s)  und  (rj)  geraeinsamen  Th.  Char.  können  auch  folgender- 
maßen bestimmt  werden.    Der  Ausdruck: 

(111)  9M  =  i(i±hl)(i±l*''l)(i±h«l) 

hat  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert,  und  zwar  den 
Wert  1,  wenn  im  Falle  der  oberen  Zeichen  die  drei  Th.  Char.  [x], 
[ex],  [lyx]  alle  drei  gerade,  im  Falle  der  unteren  Zeichen  die  drei 
Th.  Char.  [x],  [ex],  [rjx]  alle  drei  ungerade  sind,  d.  h.  wenn  die  ge- 
rade bez.  ungerade  Th.  Char.  [x]  den  beiden  Gruppen  (s),  (rj)  ge- 
meinsam angehört.  Man  erhält  daher  die  Anzahl  aller  diesen  beiden 
Gruppen  gemeinsamen  geraden  bez.  ungeraden  Th.  Char.,  wenn  man 
an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  sämtlichen  2'^  Th.  Char.  treten 
läßt  und  die  Summe  der  entsprechenden  Werte  von  fplx]  bildet. 
Nennt  man  daher  diese  Anzahl  9,  so  ist: 

(112)  9.  =  42'(i  ±  l*l)(i  ±  l««l)(i  ±  h''!)- 

w 
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Nun  ist  aber: 

(l±lx|)(l±|.x|)(l±|i,x|) 

=  1±IX1±|£X|±|1JX;  +  |X||£X| 

(113)  +|xl|i?xH-|«x|li,x|±|xl|£x|hx| 
=  l±|xl±|£x|±hxl  +  |e||«,x| 

+  hlh,x|  +  |f|hl  |fi?,x|±|<,i?i|f'?x|, 

also  da: 

21  =  2", 

M 

(114)  ^\x\==^\Bx\=^\fix\  =  ^\Br3x\^2P, 

M  [X]  [X]  [X] 

W  [xj  [X] 

ist: 

(115)  9'  =  2P-'[2'±(3  +  k,i?|)]. 

Daraus  folgt  aber,  wenn  wie  bei  dem  VII.  Satz  |  f,  iy  |  =  —  1  ist: 

(116)  g>  =  2P'\2P''  ±  1)  =  ^'-^' 
wenn  dagegen  wie  bei  dem  VÜI.  Satz  |  £,  i?  |  =  +  1  ist: 

(117)  9-2P-n2'-«±l)  =  4^'-|; 

In  derselben  Weise  lassen  sich  nun  auch  die  Anzahlen  der  irgend 
drei  Gruppen  (s),  (rj),  (g)  gemeinsamen  Th.  Char.  bestimmen,  indem 
man  den  Ausdruck: 

(118)  VM  =  /,(l±|xj)(l±|6xi)(l±l,x|)(l±|gxi) 

bildet  und  berücksichtigt,  daß  dieser  nur  dann  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  und  zwar  den  Wert  1  hat,  wenn  bei  den  oberen 
Zeichen  die  vier  Th.  Char.  [x],  [£x],  [i?x],  [gx]  alle  vier  gerade,  bei 
den  unteren  Zeichen  die  vier  Th.  Char.  [x],  [£x],  [lyx],  [gx]  alle  vier 
ungerade  sind,  und  daß  man  also  die  Anzahl  der  den  drei  Gruppen 
(f),  (iy),  (g)  gemeinsamen  geraden  bez.  ungeraden  Th.  Char.  erhält, 
wenn  man  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  samtlichen  2*^  Th. 
Char.  treten  läßt  und  die  Summe  der  entsprechenden  Werte  von  ^[x] 
bildet.     Heißt  man  daher  diese  Anzahl  ^,  so  ist: 

(119)  *  =  2'^M=^<i2'(i±l''l)(i±l*''l)(i±l'?*l)(i±lS''l), 

[X]  [X] 

woraus  man  in  der  gleichen  Weise  wie  oben  bei  tp: 
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*=i^[2'' ±  (4 +  |«,i?|  +  ie,ei  +  h,ei  +  |6, 1,51)2' 

M 
erhält. 

Ist  nun  zunächst: 

(121)  (0  =  («i?), 

SO  besitzt  die  am  Ende  der  letzten  Formel  stehende  Summe  den 
Wert  2^^  und  da  dann  femer: 

,19ox      ■  \^\-\v\-\t\  =  \^\-\v\-\^v\  =  \B,v\, 

ist,  so  erhält  man: 

(123)  i^-{l  +  \B,rj\)2P'\2P-'±l), 

also,  wenn  |  f,  ly  |  =  —  1  ist,  in  Übereinstimmung  mit  dem  VII.  Satz: 

(124)  ^  =  0, 

weun  dagegen  |  £,  i^  |  »  -f-  1  ist,  in  Überstimmung  mit  dem  VIII  Satz: 

(125)  i,  =  2P-\2P'^  ±  1)  =  1^'"*' 

Ist  (g)  nicht'  (£71)  gleich,  so  besitzt  die  am  Ende  der  Formel 
(120)  stehende  Summe  den  Wert  0  und  man  erhält: 

(126)  ^  =  2«'-*[2P±(4+U,,H-|a,e|  +  h,S|  +  |a,,,C|)]. 

Sind  nun  zunächst  die  drei  Per.  Char.  («),  (iy),  (g)  zu  je  zweien 
azygetisch,  d.  h.  ist: 

(127)  |*,i?l  =  l«,gl  =  l%5| 1 

und  daher  auch 

(128)  |£,i?,g|  =  -l, 
SO  ergibt  sich: 

(129)  if  =  2«^-*; 

es  haben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  («),  (iy),  (g)  2*^"*  ge- 
rade und  2^P~'*  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  die,  wie  aus  dem 
VIIL  Satz  folgt,  in  allen  drei  Gruppen  ungepaart  enthalten  sind. 
Man  hat  daher  den 

X.  Satz:  Sind  die  drei  Per.  Char.  (a),  (rj),  (g)  0u  je  eweien  azy- 
getisch  und  ist  nicht  (g)  =  («ly),  so  haben  die  drei  Gruppen  (s),  (rf),  (f) 
2*''"*  gerade  und  2*p~*  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  in  jeder 
der  drei  Gruppen  ungepaart  auftreten. 
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Sind  weiter  die  beiden  Per.  Char.  (s)  und  (rf)  azygetisch,  die 
Per.  Char.  (g)  aber  zu  beiden  syzygetisch,  d.  h.  ist: 

(130)  l«,li  =  -l,      |£,g|  =  l'?,S|  =  +  l 
und  daher 

(131)  \B,v,t\  =  -l, 
SO  ergibt  sich: 

(132)  t  =  2P-\2P'^  ±  1)  =  2^'-«; 

es  haben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  («),  (rj),  (g)  2g^_^ 
gerade  und  2Wp_2  imgerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  in  (s)  und 
(rf)  ungepaart,  in  (g)  dagegen  gepaart  enthalten  sind.  Man  hat 
daher  den 

XI.  Satz:  Sind  die  beiden  Per,  Giar,  {b)  wid  (rj)  dzygetisch,  (g) 
aber  zu  heideti  syzygeti^chy  so  hohen  die  drei  Gruppen  («),  (iy),  (g) 
'^Op-t  9^^(id^  und  2w^_2  «w^^«^fe  Th.  Char,  gemeinsam^  weldie  in  den 
Gruppen  (b)  und  (rj)  ungepaart  enthalten  sind,  in  der  Gruppe  (J)  da- 
gegen gfp.j  hez,  w^_2  •P«^**^  bilden. 

Sind  weiter  die  beiden  Per.  Char.  (f)  und  (iy)  syzygetisch,  die 
Per.  Char.  (g)  aber  zu  beiden  azygetisch,  d.  h.  ist: 

(153)  U,i?i  =  +  1,      h,g|  =  ii?,gi  =  -»l 

und  daher 

(134)  \B,'n,%\  =  +  \, 

SO  ergibt  sich: 

(135)  ^  =  2''-^(2/'-»  ±  1)  =  2m'''- 

es  haben  also  auch  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  (a),  (tj),  (f) 
^9p-9  gerade  und  2«fp_j  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  aber 
jetzt  in  allen  drei  Gruppen  ungepaart  enthalten  sind.     Sind  nämlich: 

die  2grp_2  bez.  2u^_2  ^^^  beiden  Gruppen  («),  (rj)  gemeinsamen  Paare 
gerader  bez.  ungerader  Th.  Char.,  so  enthält  die  Gruppe  (S)  außer 
anderen  den  Gruppen  (s)  und  (rj)  fremden  die  folgenden  2gp_^  bez. 
2u    2  Paare  gerader  bez.  ungerader  Th.  Char.: 

(137)  (t)  =  [»,]  +  [t%]  =  [BV*,]  +  [.eritx^-\     ("-'•'•     'Xzt} 

und  es  sind  also  [x^],  [fiyx^]  (f*  =  1,  2,  •••)  die  den  drei  Gruppen 
(c),  (rj),  (g)  gemeinsamen  Th.  Char.    Man  hat  daher  den 


Best,  der  in  mehreren  Gruppen  gemeinsam  enth.  Th.  Char.  265 

xn.  Satz:  Sind  die  beiden  Per.  Char.  (t)  und  (iy)  sy^ygetischy 
(§)  aber  zu  beiden  ajsygetisch,  so  haben  die  drei  Gruppen  (s),  (iy),  (g) 
^9p-2  gerade  und  2u^_^  ungerade  Th.  Cha/r.  gemeinsam,  wdche  in 
allen  drei  Gruppen  ungepaart  enthalten  sind,  zu  zweien  aber  in  der 
Weise  zusammertgehören,  daß  immer  zwei  zusammengehörige  Th.  Char. 
in  der  Gruppe  (etj)  gepaart  enthalten  sind. 

Sind  endlich  die  drei  Per.  Char.  (s),  (rf),  (J)  zu  je  zweien  syzy- 
getisch^  d.  h.  ist: 

(138)  |,,^|  =  Ia,ei  =  |,,g|  =  +  l 

und  daher  auch 

(139)  |£,,,g|  =  +  l, 
SO  ergibt  sich: 

(140)  ^  =  2P-i(2P-»  ±  1)  =  ?^'-»' 

es  haben  also  in  diesem  Falle  die  drei  Gruppen  (c),  (ri),  (g)  8^^_j 
gerade  und  8w^_8  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam,  welche  sich  in  g^^^ 
bez.  ttp_3  Systeme  von  je  8  derart  ordnen,  daß  die  8  Th.  Char. 
eines  solchen  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  vier  Paare  bilden 
von  der  Form: 

(141)  (ri)  =  [x^]  +  [rjx^]  =  [fx,]  +  hfxj 

Xm.  Satz:  Sind  die  drei  Per.  Char.  (s),  (rj)  und  (g)  zu  je 
zweien  syzygetisch,  und  ist  nicht  (g)  =  (ciy),  so  haben  die  drei  Gruppen 
(^)f  {v)y  (Ö  ^9p-9  g^ode  und  8t«p_3  ungerade  Th.  Char.  gemeinsam, 
welche  in  Systeme  von  je  8  in  der  Weise  sich  ordnen,  daß  die  8  Th. 
Char.  eines  solcJwn  Systems  in  jeder  der  drei  Gruppen  vier  Paare  bilden. 

Periodencharakteristiken  sind  zuerst  von  Herrn  Prym^)  und  zwar 
zur  Darstellung  jener  Systeme  korrespondierender  Halber  der  Perioden 
eingef&hrt  worden,  in  welche  das  System  der  p  Biemannschen  Normal- 
integrale  übergeht,  wenn  man  für  die  Integralgrenzen  Verzweigungspunkte 
wählt.  Sie  werden  von  Herrn  Prym  „Gruppen Charakteristiken"  genannt, 
insofern  als  jede  von  ihnen  die  ganze  Gruppe  kongruenter  Charakteristiken 
vertritt.     Ebenda  finden  sich  auch  die  Thetacharakteristiken. 


1)  Prym,   Zur  Theorie   der  Functionen  in   einer   zweiblättrigen  Fläche. 
Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  22.   1867,  pag.  11. 
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Per.  Char.  sind  auch  die  von  Herrn  Nöther*)  im  Anschlüsse  an 
Riemann*)  und  Herrn  Weber*)  eingeführten  Qruppencharakteristiken^ 
wobei  dieses  Wort  in  dem  Sinne  gebraucht  ist,  daß  diejenigen  Paare  ge- 
rader und  ungerader  Th.  Char.  (von  Herrn  Nöther  „eigentliche'*  Char. 
genannt),  welche  dieselbe  Sunmie  haben,  zu  einer  „Gruppe^'  gerechnet  und 
diese  Summe  selbst  als  die  „Gruppencharakteristik*'  bezeichnet  wird. 

Die  Unterscheidung  der  Per.  Char.  von  den  Th.  Char.  ist  später 
verwischt  worden.  Schon  bei  Weber')  ist  die  Verschiedenheit  der  Be- 
zeichnung aufgehoben  worden  und  vollends  bei  Schottky*),  Frobenius^), 
Stahl*)  und  Prym^  hat  jede  Unterscheidung  zwischen  Per.  Char.  und 
Th.  Char.  aufgehört.  Später  hat  Herr  Nöther®)  wieder  auf  die  Not- 
wendigkeit der  Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Arten  von  Charakte- 
ristiken hingewiesen,  die,  wie  er  auseinandersetzt,  zweierlei  Arten  der 
Zuordnung  von  halben  Perioden  zu  Systemen  reiner  Berührungskurven 
oder  Wurzelformen  entsprechen,  nämlich  der  2'^  Th.  Char.  zu  den  Wurzel- 
formen ungerader  Dimension  und  der  2^^  Per.  Char.  zu  den  Wurzel- 
formen gerader  Dimension*).  Hier  hat  Herr  Nöther  auch  zum  ersten 
Male  gezeigt,  wie  das  verschiedenartige  Verhalten  der  beiden  Arten  von 
Charakteristiken  gegenüber  einer  ganzzahligen  linearen  Transformation 
der  Perioden  die  Unterscheidung  derselben  klar  bedinge. 


1)  Nöther,  Über  die  Thetafunctionen  von  vier  Argumenten.  Erlanger  Ber. 
Heft  10.  1878,  pag.  87;  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  vier  Argumenten. 
Math.  Ann.  Bd.  14.  1879,  pag.  248;  Über  die  Theta-Charakteristiken.  Erl.  Ber. 
Heft  11.  1879,  pag.  198;  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  vielen 
Argumenten.    Math.  Ann.  Bd.  16.    1880,  pag.  270. 

2)  Hie  mann,  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen  für  den  Fall  p  =  8. 
(Nachlass).   Ges.  math.  Werke.   Leipzig  1876,  pag.  466. 

3)  Weber,  Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  8.  Berlin  1876. 

4)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Aberschen  Funct.  etc. 

5)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen  mehrerer 
Variabein.  J.  für  Math.  Bd.  89.  1880,  pag.  185;  und:  Über  Gruppen  von  Theta- 
Charakteristiken.    J.  für  Math.  Bd.  96.    1884,  pag.  81. 

6)  Stahl,  Das  Additionstheorem  der  «O-- Functionen  mit  p  Ai^gumenten. 
J.  für  Math.  Bd.  88.  1880,  pag.  117;  und:  Beweis  eines  Satzes  von  Biemann 
über  «a-- Charakteristiken.    J.  für  Math.  Bd.  88.    1880,  pag.  273. 

7)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann*sche  Thetaf.  etc. 

8)  Nöther,  Zum  Umkehrproblem  in  der  Theorie  der  Aberschen  Func- 
tionen. Math.  Ann.  Bd.  28.  1887,  pag.  364;  auch  Schottky,  Zur  Theorie  der 
AbeFschen  Functionen  von  vier  Variabein.  J.  für  Math.  Bd.  102.  1888,  pag.  304 ; 
und  Frobenius,  Über  die  Jacobi'schen  Functionen  dreier  Variabein.  J.  für 
Math.  Bd.  106.  1889,  pag.  86  haben  sich  später  dieser  Unterscheidung  von 
Per.  Char.  und  Th.  Char.  angeschlossen. 

9)  Ebenso  bei  Klein,  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen.  Math.  Ann. 
Bd.  86.  1890,  pag.  1  (auch  schon  vorher  bei  Burckhardt,  Grundzüge  einer 
allgemeinen  Systematik  der  hyperelliptischen  Functionen  I.  Ordnung.  Nach 
Vorlesungen  von  F.  Klein.  Math.  Ann.  Bd.  86.  1890,  pag.  198),  der  sie  als 
Primcharakteristiken  (Th.  Char.)  und  Elementarcharakteristiken  (Per.  Char.) 
unterscheidet. 
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§5. 
Fundameiitalsysteme  von  Perlodenoharakteristikeii. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Feriodenchardkteristiken  (F.  S,  von 
Fer.  Char,)  werden  2jp  +  1  Fer,  Cliar,  (a^),  (a^),  •  •,  (a^p^i)  genannt, 
die  zu  je  zweien  azygetisch  sUid,  für  welche  also  die  p  {2p  +  1)  Glei- 
chungen  I  a^,  a,  I  =  —  1  (|w,  V  =  1,  2,    •  •,  2^  +  1 ;   (i  <v)   bestehen. 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  folgendermaßen  das  allgemeine 
Bildungsgesetz  sowie  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  F.  S.  von 
Per.  Char.  Um  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  zu  bilden,  nehme  man  für 
(oj)  eine  beliebige  der  2^p  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  (die  uneigent- 
liche Per.  Char.  (0)  ist  auszuschließen,  da  sie  zu  jeder  anderen  Per. 
Char.  syzygetisch  ist).  Für  (a^)  nehme  man  sodann  irgend  eine  der 
2^p-^  Lösungen  der  Gleichung: 

(142)  \a„x\  =  -l. 

Die  folgende  Per.  Char.  (og)  hat  den  beiden  Gleichungen: 

(143)  \a„x\  =  -l,      |a„xl  =  -l 

ZU  genügen.  Diese  Gleichungen  haben  2^^~^  Lösungen,  unter  denen 
sich  auch  die  Per.  Char.  (a^a^)  befindet.  Würde  man  aber  diese  für 
(flg)  wählen,  so  könnte  keine  vierte  Per.  Char.  (a^)  gefunden  werden, 
welche  zu  den  drei  Per.  Char.  (a^),  (oj),  (oj)  =  (fli^i)  azygetisch  ist, 
da  aus  |  a^,  a;  |  =  |  ag,  a;  |  =  —  1  notwendig  |  a^a^,  a;  |  =  +  1  folgt. 
An  Stelle  von  (a^)  kann  also  nur  eine  der  2^^"'—  1  von  {a^a^y  ver- 
schiedenen Lösungen  der  Gleichungen  (143)  gesetzt  werden.  So  hat 
man  fortzufahren.  Sind  2A—  1  Per.  Char:  (04),  (og),  •••,  (^2^-1)  ^^' 
mittelt,  die  zu  je  zweien  azygetisch  sind,  und  von  denen  (a^x-i)  i^cht 
der  Summe  der  übrigen  gleich  ist,  so  wähle  man  für  (a^^)  irgend 
eine  der  2*^~*^+*  Lösungen  der  2A  —  1  Gleichungen: 

(144)  !a^„a;|  =  — 1.  (Ai=i,2,....2i-i) 

Eine  solche  Per.  Char.  ist  dann  stets  von  den  2A  —  1  Per.  Char.  (04), 
(oj),  •••,  (ajji.i)  unabhängig,  denn  die  Summe  einer  ungeraden  An- 
zahl dieser  Per.  Char.  ist  zu  jeder  in  dieser  Summe  vorkommenden, 
die  Summe  einer  geraden  Anzahl  unter  ihnen  zu  jeder  in  dieser 
Summe  nicht  vorkommenden  der  Per.  Char.  (aj),  (»j),  •••,  (oja-i) 
syzygetisch.  Ist  so  (a,^)  ermittelt,  so  hat  an  Stelle  von  (a^x^i)  eine 
Lösung  der  2A  Gleichungen: 

(145)  |a^,  j;|=  — 1  (/i=i,2,..-,2i) 

zu  treten.  Unter  den  2*^"*^  Lösungen  dieser  Gleichungen  befindet 
sich  stets  die  Summe  ((^t^'"  ^x)]  ^i®^  ^^^  *^^^  nicht  als  (ojji+i) 
gewählt  werden,  weil  sonst  die  hieraaf  zu  lösenden  2 A  -f  1  Gleichungen: 
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(146)  |a^^,  a;|==  — 1  01  =  1,2.. ..,2a-fi) 

keine  Lösung  hätten^  da  aus  den  2A  ersten  unter  ihnen  notwendig 
|ö^iöj  •••  Ö2;i,  a?!  ==  +  1  folgt.  An  Stelle  von  («32+1)  kann  also  nur 
eine  der  2*^"^^  — 1  von  (öiöj-'-flgi)  verschiedenen  Lösungen  der 
Gleichungen  (145)  gesetzt  werden;  diese  sind  aber  wiederum  alle  von 
den  Per.  Char.  (a^),  (a^),  •••,  (a^x)  unabhängig.  Hat  man  so  endlich 
2p  — 2  Per.  Char.  (aj,  (o^),  •••,  (Oj^j.j)  ermittelt,  die  zu  je  zweien 
azygetisch  sind,  so  hat  für  (a^p^i)  irgend  eine  der  2*  —  1  von 
(a^aj  •••  a2p_si)  verschiedenen  Lösungen  der  2jp  —  2  Gleichungen: 

(147)  |a^,  a;j=  — 1  (/i=i,2,  ...2j»-2) 

zu  treten,  hierauf  für  (a^p)  eine  beliebige  der  2  Lösungen  der  Glei- 
chungen: 

(148)  ja^,a;|  =  — 1  (a<  =  i,2.-,2/»-i) 
und   endlich  für  (a^p^i)  als  die  einzige  Lösung  der  2p  Gleichungen: 

(149)  |a^,  :r!  =  — 1  (/'=i,2,  ••.2/») 

die  Per.  Char.  (^2p  +  i)  =  (^1^2  •**  ^2/»)-  -^^^  diesem  Bildungsgesetze 
für  die  2p  +  1  Per.  Char.  eines  F.  S.  ergibt  sich  einmal  als  Anzahl 
der  verschiedenen  F.  S.  (wenn  man  die  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  Per.  Char.  unterschiedenen  F.  S.  als  identisch  betrachtet): 

(150)  (2^  +  ^)^ 

^(2'^-l)(2»^-^-l)...(2^-l)g^ 
(2i>+l)!  ^' 

und  weiter  als  Eigenschaft  der  Per.  Char.  eines  F.  S.,  daß  stets  die 
Summe  aller  2jp  +  1,  niemals  aber  die  Summe  von  weniger  unter 
ihnen  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0)  gleich  ist. 

XIV.  Satz:  Die  AnzaM  der  verschiedenen  F.  S.  von  Per,  CJiar. 
beträgt: 

W  ^-  (2^+1)-!  ^     • 

XV.  Satz:  Die  Summe  aller  2p  +  1  Per,  Char,  eines  F.  S.  aber 
nicht  die  Summe  von  weniger  unter  ihnen  ist  der  uneigenÜicJhen  Per, 
Cliur.  (0)  gleidi. 

Bildet  man  nun  aus  den  2p  +  1  Per.  Char.  eines  F.  S.  alle 
Kombinationen  zur  0****,  l^"",  2*«**,  •  •,  2p  +  1*^  Ordnung,  so  sind  von 
den  entstehenden 

(i6i)i+f^+»)  +  f^+>...+g+;)=(i+i)>^-=2'p- 

Per.  Char.  je  zwei  solche  und  nur  zwei  solche  einander  gleich,  welche 
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zusammen  alle  2p  +  l  Per.  Char.  des  F.  S.  enthalten.  Man  erhält 
also  auf  die  angegebene  Weise  alle  2^^  überhaupt  existierenden  Per. 
Char.  und  zwar  jede  zweimal  und  kann  insbesondere  für  die  eigent- 
lichen Per.  Char.  den  Satz  aussprechen: 

XVI.  Satz:  Jede  der  2^p  —  1  eigenÜicJien  Per.  Char,  läßt  sich 
immer  und  zwar  auf  zwei  Weisen  durch  die  2p  +  l  Per.  Char  eines 
F.  S.  darstellen.  Die  beiden  Darstellungen  enthalten  zusammen  alle 
2jp  +  1  Per.  Char.  des  F.  S.  und  zwar  jede  nur  einmal;  die  eine  ent- 
hält also  stets  eine  gerade,  die  andere  eine  ungerade  Anzahl  von 
Per.  Char. 


Übergang  von  einem  F.  S.  von  Per.  Char.  2U  einem  anderen. 

XVn.  Satz:  Aus  einem  F.  S.  von  Per.  Char.  (a^),  (o,),  •  •  •,  (a^p+i) 
geht  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  hervor,  wenn  man  irgend 
eine  gerade  Anzahl  seiner  Per.  Char.  (aj,  (a^),  •••,  (a^^)  durch  die 
Per.  Giar.  (sa^),  (sa^),  •  •  •,  (sa^^D  ersetzt,  ^c?o  s  =  (04  a,  •  •  •  0,;^)  ist.  Man 
kann  a/uf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen  anderen  ge- 
langen. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  leuchtet  unmittel- 
bar ein,  da  die  Per.  Char.  (sa^),  {sa^),  •••,  (sa^;^)  sowohl  zu  je  zweien 
untereinander  als  auch  zu  jeder  der  Per.  Char.  {0^1+1)^  •••,  (Pip+i) 
azygetisch  sind.  Um  weiter  zu  zeigen,  daß  man  auf  die  angegebene 
Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen  anderen  übergehen  kann, 
sei  (6j),  (6j),  •••,  (&2p+i)  irgend  ein  zweites  F.  S.  von  Per.  Char. 
Dasselbe  möge  mit  dem  ursprünglichen  die  Per.  Char.  (b^)  =  (a^),  •  •  •, 
(6J  =  (aj  gemeinsam  haben.  Ist  dann  x  ==  2p,  so  ist  infolge  der 
Gleichung  (a,a^'" a^^^^)  ==(b,b^'" 62^+1) « (0)  auch  (b^^^^)  =  (o^^i) 
und  es  sind  die  beiden  F.  S.  identisch.  Ist  dagegen  x  <  2p,  so  nehme 
man  eine  beliebige  der  weiteren  Per.  Char.  des  zweiten  F.  S.  (6x+i) 
und  drücke  sie  als  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  Per.  Char. 
(a)  des  ersten  F.  S.  aus.  Diese  Per.  Char.  sind  dann,  da  (b^^^)  zu 
(61)  =  K), . . .,  (6J  =  (aj  azygetisch  ist,  sämtlich  von  (a,),  (a^),  •  •  •,  (aj 
verschieden,  ohne  aber,  in  dem  Falle  wo  x  gerade  ist,  die  Summe 
aller  von  (a^),  (03),  •  •  •,  (aj  verschiedenen  Per.  Char.  des  ersten  F.  S. 
zu  sein,  da  sonst  (6^^.i)  ==  (a^  a^  •  •  •  aj  =  (61 62  *  *  *  ^x)  "'^äre,  was  un- 
möglich ist.  Ist  also  (6^^.i)  =  (»x+i  ^x+2  *  •  •  ^x+2i-i)>  so  ist  X  -j-  2A  —  1 
<,2p  +  l  und  es  gibt  mindestens  noch  eine  weitere  unter  den  Per. 
Char.  des  ersten  F.  S.  (ax+2a)*  Ersetzt  man  aber  dann  die  gerade 
Anzahl  unter  den  Per.  Char.  des  ersten  F.  S.  (ö^x+i)^  (^x+2);  *••; 
K+2a)  durch  die  Per.  Char.  (sa^^^),  (sa^^^),  •  • -,  (5a^+8;i),  wo 
(5)  «=  (a^^itt^^g  •••  a^^2i)  is*>  s^  erhält  man  ein  neues  F.  S.,  welches 
außer  den  Per.  Char.  (a^)  =  (6^),  •  •  •,  (aj  =  (6^)  noch  die  Per.  Char. 
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(ß^x+ix)  ^  (^x+i)  °^^*  ^®^  zweiten  F.  S.  gemeinsam  hat,  mit  ihm  ako 
mindestens  x  +  1  gemeinsame  Per.  Char.  besitzt.  So  fortfahrend  kann 
man  schließlich  zu  einem  F.  S.  gelangen,  welches  mit  dem  F.  S.  {b^\ 
0^%)}  '"f  (Pip+i)  ^P  Per- Char.  gemeinsam  hat,  also  mit  ihm  iden- 
tisch ist 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken,  daß  man  das  im  letzten 
Satze  angegebene  Verfahren,  irgend  eine  gerade  Anzahl  2A  von  Per. 
Char.  eines  gegebenen  F.  S.  (oj),  (a,),  •••,  (a^;)  durch  die  Per,  Char. 
(sa^),  (sag),  •••,  (saj;i)  zu  ersetzen,  wo  (s)  =  (a^a,  •••  a^j^)  ist,  durch- 
führen kann,  indem  man  es  wiederholt  auf  nur  vier  dieser  Per.  Char. 
anwendet.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  einzusehen,  teile 
man  die  2A  Per.  Char.  (a^),  (a^),  •••,  (ötj^)  ^^  irgend  welcher  Reihen- 
folge in  A  Paare  und  kombiniere  diese  X  Paare  auf  die  \{X  —  l)k 
möglichen  Weisen  zu  zweien.  Wendet  man  dann  das  genannte  Ver- 
fahren der  Reihe  nach  auf  die  sämtlichen  \(l  —  l)k  so  gebildeten 
Systeme  von  je  vier  Per.  Char.  an,  so  gehen  in  der  Tat  die  2;i  Per. 
Char.  (a^),  (ag),  •••,  («gj?  je  nachdem  A  gerade  oder  ungerade  ist,  in 
die  Per.  Char.  (sa^)  {sa^},  •  •  •,  (söji)  oder  in  die  Per.  Char.  {sa^),  (sa^), 
(sa^),  ...,  (5a, j,  (saj^./)  über,  wo  (s)  =  (a^a^'-a^:^  ist. 

XVlii.  Satz :  Durch  eine  gatusrnhlige  lineare  TransfonncUion  geht 
am  einem  F.  S.  von  Per.  Char,  immer  wieder  ein  F,  S,  von  Per.  Char. 
hervor.  Man  kann  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  beliebigen 
anderen  gelangen. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teiles  dieses  Satzes  leuchtet  unmittel- 
bar ein,  da  durch  jede  ganzzaUige  lineare  Transformation  zwei  azy- 
getische  Per.  Char.  stets  wieder  in  zwei  azygetische  übergehen.  Um 
weiter  zu  zeigen,  daß  man  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  von 
Per.  Char.  zu  jedem  beliebigen  anderen  gelangen  kann,  genügt  es  zu 
beweisen,  daß  man  ein  willkürlich  gegebenes  F.  S.  von  Per.  Char. 
(»i),  («2),  •••,  (orip+i)  durch  ganzzahlige  lineare  Transformation  in  ein 
spezielles  z.  B.  das  F.  S. 


,,  V       /o  0  0  . . .  o\         ,,  s       /i  0  0 
(^i)^iioo...oj'      (^«)  =  (ooo 


(152) 


::3. 


1  o/> 


(v-.)-(:;:::;3,  w-C:;:: 

überführen    kann.     Um   sich   aber   von    der   Richtigkeit   dieser  Be- 
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hauptung  zu  überzeugen,  fasse  man  die  im  V.  Satz  pag.  153  de- 
finierten speziellen  ganzzabligen  linearen  Transformationen  Ä^  B^, 
C^f,,  D^f,  ((>,  <J  =»  1,  2,  •••,  jp)  ins  Auge  und  beachte,  daß  durch  die 
Transformation  A^  eine  Per.  Char.  (e)  in  jene  Per.  Char.  (i^)  über- 
geht, für  welche: 

(153)  '»f^^  +  V 

ist,  daß  ferner  durch  die  Transformation  B  eine  Per.  Char.  (b)  in 
jene  Per.  Char.  (rj)  übergeht,  für  welche: 

(154)  ^e  =  V      V=^ 

ist,  daß  weiter  durch  die  Transformation  C  ^,  eine  Per.  Char.  (a)  in 
jene  Per.  Char.  (iy)  übergeht,  für  welche: 

(155)  v^^^,+^o,   ^;^^;+v 

ist,  daß  endlich  durch  die  Transformation  D  eine  Per.  Char.  (s)  in 
jene  Per.  Char.  (rj)  übergeht,  für  welche: 

(156)  VQ  =  ^oy      Va  =  ^Qf      Vfi=^Jf      ^a'=V 

ist,  während  jedesmal  alle  nicht  genannten  Größen  17,  yj'  den  ent- 
sprechenden Größen  £,  s'  gleich  sind.  Man  erkennt  nun  leicht,  daß 
man  durch  passende  Anwendung  solcher  spezieller  Transformationen 
zunächst  die  erste  Per.  Char.  (aj  des  gegebenen  F.  S.  in  die  spezielle 
Per.  Char.  (b^)  überführen  kann,  indem  man  zuerst  durch  Transfor- 
mationen -4^,  B^  ((>  =  1,  2,  •••,  2>)  die  sämtlichen  Elemente  der 
oberen  Horizontalreihe,  und  hierauf  durch  Transformationen  C^„, 
D^a  ((>;  ^  =  1;  2,  •••,2))  alle  Elemente  der  unteren  Horizontalreihe 
mit  Ausnahme  des  ersten  auf  Null  reduziert.  Während  dieser  Trans- 
formationen ist  die  zweite  Per.  Char.  (er,)  des  gegebenen  F.  S.  in  eine 
Per.  Char.  (a,')  übergegangen,  bei  welcher,  da  sie  zur  Per.  Char  (l^) 
azygetisch  ist,  das  erste  Element  der  oberen  Horizontalreihe  den 
Wert  1  hat,  und  welche,  ohne  daß  durch  die  dabei  anzuwendenden 
Transformationen  die  Per.  Char.  (6^)  geändert  wird,  in  die  Per.  Char. 
(62)  übergeführt  werden  kann,  indem  man  zuerst  unter  Beiseitelassung 
der  ersten  Vertikalreihe  durch  Transformationen  A  ,  B  {q  =  2,  3,  '",p) 
die  Elemente  e^y  ^s?  '"y  *j»  ^^^  durch  Transformationen  (L^,  JD ^ 
((>,  <J  =  2,  3,  •  •  •,  i?)  die  Elemente  e^\  •  •>,  s^',  hierauf  durch  die  Trans- 
formation ^1  A['  B^  das  Element  e^  und  endlich  durch  die  Transfor- 
mation Bj  CJs-Bi  <las  Element  a^'  auf  Null  reduziert  Jede  andere  Per. 
Char.  (a^)  (ft  =  3,  4,  •  •  •,  2jp  -j- 1)  des  gegebenen  F.  S.  ist  nach  diesen 
Transformationen  in  eine  Per.  Char.  (a^,')  übergegangen,  bei  welcher,  da 
sie  zu  (pi)  azygetisch  ist,  das  erste  Element  der  oberen,  und  da  sie  zu 
(62)  azygetisch  ist,  auch  das  erste  Element  der  unteren  Yertikalreihe 
den  Wert  1   hat.     Indem  man  nun  die  erste  Vertikalreihe  ganz  aus 
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dem  Spiele  läßt,  kann  man  mit  den  p  —  1  letzten  Vertikalreihen  wie 
vorher  verfahren  und  die  Per.  Char.  (öTj')  und  (a/),  in  welche  die 
Per.  Char.  (a^)  und  (aj  des  gegebenen  F.  S.  durch  die  bisherigen 
Transformationen  übergegangen  sind,  in  die  speziellen  Per.  Char.  (63) 
und  (&J  überführen.  So  fortfahrend  gelingt  es  schließlich,  die  2p 
Per.  Char.  (oj),  (o^),  •••,  (a^^)  des  gegebenen  F.  S.  in  die  Per.  Char. 
(61),  {i%),  '",  (62 J  zu  transformieren,  wodurch  dann  wegen  des 
XV.  Satzes  auch  (»20+1)  =*  (hp+i)  wird. 


Übergang  zu  den  Thetaoharakteristiken. 

V 

Bezeichnet  man  mit  (^a)  die  Summe  von  irgend  v  verschiedenen 
unter  den  2p  +  1  Per.  Char.  (aj),  (og),  •••,  (ct^p-^i)  ®^^®^  ^-  ^-f  ^^ 
sind,  wie  im  Vorigen  gezeigt  worden  ist,  in  den  Formen: 

(157)  (0),    ci«),    (Ja),   ...,   (Ja) 

alle  2^^  Per.  Char.  und  zwar  jede  nur  einmal  enthalten;  das  Gleiche 
gilt  daher  auch  von  den  Formen: 

(158)  (x),    {x  +  :ka),    {x+:ka),   ■■;   (x+Ja), 

wo  (x)   irgend  eine  Per.  Char.  und  (x  +  ^a)   die  Summe  der  Per. 

V 

Char.  (x)  und  (J^a)  bezeichnet.  Man  fasse  nun  die  Charakteristiken 
des  F.  S.  als  Th.  Char.  [aj,  [o,],  •••,  [a^^^i]  auf,  suche  unter  ihnen 
die  ungeraden  heraus  und  bilde  deren  Summe  [n].  Indem  man  dann 
diese  Charakteristik  an  Stelle  von  (x)  in  (158)  treten  läßt,  erhalt 
man  die  sämtlichen  2^^  Th.  Char.  dargestellt  in  den  Formen: 

(159)  [n],    [n  +  2al    [«+i'a],   •  •  •,    [n+^a]- 

Es  soll  jetzt  der  Charakter  einer  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  Sa] 
bestimmt  werden,  wo  v  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0, 1,  •  •  •,  2^  +  1 
bezeichnet;  dabei  wird  sich  zeigen,  daß  dieser  Charakter  von  der  be- 

sonderen  Auswahl  der  v  Th.  Char.  [a],  aus  denen  die  Summe  [^a] 
besteht,  unabhängig  ist,  also  für  alle  r^'^  \  Th.  Char.  von  der  Form 

[n  +  ^a]  derselbe  ist.  Man  bezeichne  die  Anzahl  aller  ungeraden 
Th.  Char.  [a]  mit  s  und  weiter  mit  h  die  Anzahl  jener  ungeraden 
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Th.  Char.   [a],   welche   in   12 a]   Torkommen;   es   besteht   dann   die 

Tk  Char.  [n  +  ^a]  aus  s  —  h  ungeraden  und  v  —  h  geraden  Th.  Char. 
[a],  und  es  ist  daher  auf  Grund  der  Formel  (76)  ihr  Charakter  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

,..^,  |n+^aH(-l) 

Daraus  erkennt  man  einmal^   daß   dieser  Charakter  in   der  Tat  nur 

von  der  Anzahl  v  aller  Th.  Char.  in  [^a],  nicht  aber  von  der  An- 
zahl h  der  unter  ihnen  vorkommenden  ungeraden  abhängt,  daß  also 

stets  die  zu  gleichem  v  gehörigen  Th.  Char.  [n  -j-  ^a]  auch  gleichen 
Charakter  haben;  weiter  aber  erkennt  man,  daß  dieser  Charakter  in 
den  entgegengesetzten  übergeht,  wenn  die  Zahl  v  sich  um  2  ändert, 

daß  also  Th.  Char.  von  der  Form  [n  -f-  ^a]  und  Th.  Char.  von  der 

Form  [n  -j-  ^a]  stets  ungleichen  Charakters,  Th.  Char.  von  der  Form 

[n  +  J^a]  und  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  dagegen  stets 
gleichen    Charakters  sind.     Beachtet  man   dann  noch,   daß  jede  Th. 

Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  infolge  des  XV.  Satzes  auch  in   die 

p 
Form  [n  -j-  ^a]  gebracht  werden  kann,  die  Th.  Char.  von  den  Formen 

p_^  P+i 

[n  +  ^a]  und  [n  +  J^a]  also  jedenfalls  gleichen  Charakters  sind,  so 
erhält  man  schließlich  die  sämtlichen  2^^  Th.  Char.  angeordnet  in 
zwei  Reihen: 

P  —  *Q  p—iQ  —  i 

(161)  ,-^-,  ,«^.x  (e=o.i,v) 


[n+^a],    [n  +  ^a], 


und  weiß  bestimmt,  daß  die  eine  Horizontalreihe  die  g^  geraden  Th. 
Char.  und  jede  nur  einmal,  die  andere  die  u^  ungeraden  Th.  Char. 
und  jede  nur  einmal  enthält.  Um  zu  entscheiden,  welche  Beihe  die 
geraden  und  welche  die  ungeraden  Th.  Char.  enthält,  wird  man  die 
Anzahl  der  in  jeder  Reihe  stehenden  Th.  Char.  bestimmen;  die  eine 
Reihe  muß  ^^,  die  andere  u^  Th.  Char.  enthalten,  und  die  erstere  stellt 
dann  die  geraden,  die  letztere  die  ungeraden  Th.  Char.  dar. 

p— 4^  p— 40--S 

Um  nun  die  Anzahl  der  in  den  Formen  [n  +  ^a]  und  [n  -f-  ^a] 
(q  =  0,  1,  2,  •  •  •)  enthaltenen  Th.  Char.  zu  bestimmen,  gehe  man  von 
der  Gleichung: 

Kraser,  TheUftmktionen.  18 
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2p-fl 

(162)  (1  +  xyp^^  =  2!  C^t  ^)  ^' 

aas.  Setzt  man  darin  an  Stelle  yon  x  der  Reihe  nach  die  Werte 
+  1,  —  1,  +  i,  —  i,  multipliziert  die  vier  so  entstandenen  Gleichungen 
bez.  mit  (+  1)^,  (—  ly,  (—  {y,  (+  {y  und  addiert  sie  zueinander,  so 
erhalt  man^  da 

(163)  (1±»?''  =  (±2»)' 
ist: 

(164)  2»'+»  +  2P+»  =^  [1  +  (- 1)«'+'][1  +  (-  !)'»''+'•](*'*  +  ^)  . 
Nun  besitzt  aber  der  Ausdruck 

(165)  [1  +  (-  ly^p]  [1  +  (-  lyi^^p] 

für  1/  =  p  (mod.  4)  den  Wert  4,  fär  v  =  p  —  1,  ^  —  2  oder  ^  —  3 
(mod.  4)  dagegen  den  Wert  Null;  es  fidlen  also  auf  der  rechten  Seite 
der  letzten  Gleichung  alle  jene  Glieder  heraus,  bei  denen  nicht  v  ^p 
(mod.  4)  ist,  und  man  erMlt  daher  aus  ihr,  wenn  man  noch  linke 
und  rechte  Seite  durch  4  dividiert,  die  Gleichung: 

^-(2- + 1) = ("■;■) + {»/+,') + f;+;) + . . . 

(166)  .(«,+  .)  +  («.+^.) +  («.+  .)  +  .., 

Diese  Gleichung  zeigt  aber,  daß  die  Anzahl  der  in  der  ersten  Hori- 
zontalreihe yon  (161)  stehenden  Th.  Char.  g^  ist,  daß  also  die  Th. 
Char.  von  den  Formen: 

p—lg  p—lQ-S 

(167)  [n+^a],     [n+^a]  (e=o.i,8,...) 

die  g^  geraden,  uud  folglich  die  in  der  zweiten  Horizontalreihe 
stehenden  Th.  Char.  von  den  Formen: 

p—lQ  —  i  P—40  —  1 

(168)  [n+^a],  [n  +^a]  (e=o,i,j,..-) 
die  u^  ungeraden  Th.  Char.  sind.     Man  hat  also  den 

XIX.  Satz:   Sind  (aj,  (a,),  •••,  (oja+i)  die  2jp  +  1   Per.  Char. 
eines  F.  S.   und  bezeichnet  man  mit  [n\   die  Summe  der  unter  den 
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2p +1  Th,  Char.  [aj,  [a,],    ••,  [«2^,^.1]  vorkommenden  ungeraden  Th, 
Char.,  so  werden  von  den  Formen: 

p^lg  p  — 40—3 

(XI)  [n  +  ^a],     [n+^a]  (^=0,1,2....) 

die  sämäiehen  g^  geraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal;  von  den 
Formen: 

p — 4^  —  2  p — 4^  —  1 

(XII)  [w+^a],     [n+J^a]  (^=0,1,2,.   ) 

die  sämäiehen  u^  ungeraden  Th,  Char,  und  jede  nur  einmal  geliefert; 
oder  unter  Anwendung  des  XV.  Satzes  in  etwas  anderer  Fassung: 

XX.  Satz:  Sind  (aj,  (a^),  •••,  (ötgp+i)  die  2p +1  Per.  Char,  eines 
F.  S.  und  bezeichnet  man  mit  [n]  die  Summe  der  unter  den  2p  +  l 
Th.  Char.  [o^],  [a^],  •••,  [a^p+i]  vorkommenden  ungeraden  Th.  Char.,  so 
werden  von  den  Formen: 

p±lQ 

(Xm)  [n  +  ^a]  (9=0,1,2....) 

und  ebenso  von  den  Formen: 

(XIV)  [w+^a]  (9=0,1,2....) 

die  sämüiclien  g^  geraden   Th.  Char.  und  jede  nur  einmal;  von  den 
Formen: 

(XV)  [n  +  ^a]  (9=o,i,2..-.) 
und  ebenso  von  den  Formen: 

(XVI)  [n+^a]  (^=0,1,2,...) 

die  sämtlichen  u^  ungeraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal  geliefert. 

1 
Die  2p  +  1  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  J^a]  sind  nach  den 
letzten  Sätzen  alle  von  demselben  Charakter  und  zwar  gerade^  wenn 
p  =  0  oder  1  (mod.  4),  ungerade^  wenn  p  =  2  oder  3  (mod.  4)  ist. 
Man  sagt  von  ihnen ^  daß  sie  eine  Hauptreihe  von  Th.  Char.  bilden; 
ihre  Kombinationen  3*®',  5*®',  7%  •  •  •  Ordnung  sind  jedesmal  eben- 
falls unter  sich  yon  gleichem  Charakter  und  zwar  die  Kombinationen 
5*^,  9**',  •  •  •  Ordnung  von  demselben,  die  Kombinationen  3*®',  7*®',  •  •  • 
Ordnung  von  entgegengesetztem  Charakter  wie  die  Th.  Char.  der 
Hauptreihe  selbst.     Auf  diese  Weise  erhalt  man  den 

18» 
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XXL  Sats:  Sind  (a^),  (a^),  •••,  (oj^+i)  die  2p +1  Per.  Char. 
eines  F,  S,  und  'bezeichnet  man  mit  [n]  die  Summe  der  unter  den 
2p +1  Th.  Giar,  [a^  [a^  •••,  [«s^+i]  varTwmmenden  ungeraden  Th. 
Char,,  so  sagt  ma/n  von  den  2p +  1  Th.  Char. 

(XVn)    [Ai]  =  [na,l,    [Ä,]  -  [no,],    •  • -,    [ä,,+i]  =  [wo,,^  J, 

daß  sie  eine  Hauptreihe  von  Th.  Char.   bUden,  und  man  erhaU,  je 
nachdem  p  =  0,l  (mod.  4)  oder  p  =  2,  3  (mod.  4)  ist,  von  den  Formen: 

40  +  1 

(xvm)  [^h]  (e=o.  !,«.••) 

die  sämtlichen  geraden  oder  ungeraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal, 
von  den  Formen: 

40  +  S 

(XIX)  l2h]  (e=o.i,»,-..) 

die  sämtlichen  ungeraden  oder  geraden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal 
geliefert,  während  die  Kombinationen  gerader  Ordnung: 

(XX)  (Sä)  («=i.«,  ••.^) 

der  Charakteristiken  der  Hauptreihe  die  sämtlichen  2^^  —  1  eigentlichen 
Per.  Char.  und  zwar  jede  nur  einmal  liefern. 


§6. 

Die  Gmppe  der  mocL  2  inkongmenten  ganwahllgen  linearen 

Transformationen. 

Da  zwei  ganzzahlige  lineare  Transformationen  T,  T\  deren  Trans- 
formationszahlen  c«^  bez.  Caß  (a, /3  =  1,  2,  •••,  2j))  den  4p*  Kon- 
gruenzen: 

(169)  Cafi  =  Caß  (mod.  2) 

genügen,  eine  gegebene  Per.  Char.  (t)  stets  in  die  nämliche  Per.  Char. 
(f)  überführen,  so  sollen  dieselben  hier  als  nicht  yerschieden  angesehen 
werden.  Die  unendliche  Gruppe  der  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formationen reduziert  sich  dann  auf  eine  endliche,  welche  die  Gruppe 
G  der  mod.  2  inkongruenten  ga/nzzahligen  linearen  Transformationen 
genannt  wird.  Es  soll  zunächst  der  Grad  Q  dieser  Gruppe  bestimmt 
werden. 

Da  nach  dem  XVIII.  Satz  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Trans- 
formation ein  F.  S.  von  Per.  Char.  immer  wieder  in  ein  F.  S.  von 
Per.  Char.  übergeht,  und  da  man  auf  diese  Weise  ein  gegebenes  F.  S. 
in  jedes  beliebige  andere,  entweder  von  anderen  Per.  Char.  gebildete. 
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oder  auch  von  denselben  Per.  Char.  nur  in  anderer  Reihenfolge^  über- 
führen kann^  so  ergibt  sich^  das  der  Grad  Q  der  Gruppe  Gy  d.  h.  die 
Anzahl  der  mod.  2  inkongruenten  ganzzahligen  linearen  Transforma- 
tionen mit  der  Anzahl  der  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char.  über- 
einstimmt (wobei  aber  zwei  F.  S.,  die  sich  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  Per.  Char.  unterscheiden,  als  verschieden  zu  zählen  sind),  sobald 
nachgewiesen  ist,  daß  nur  durch  die  identische  Transformation  aber 
durch  keine  andere  ein  F.  S.  in  sich,  auch  der  Reihenfolge  der  Per. 
Char.  nach;  übergehen  kann.  Von  der  Richtigkeit  dieser  letzten  Be- 
hauptung überzeugt  man  sich  aber  folgendermaßen.  Sobald  durch 
eine  Transformation  T  ein  F.  S.  in  sich  übergeht,  auch  der  Reihen- 
folge seiner  Per.  Char.  nach,  wird  durch  diese  Transformation  T  ge- 
mäß dem  XVI.  Satz  überhaupt  jede  der  2^^  Per.  Char.  in  sich  über- 
geführt, also  speziell  auch  jene  2  p,  bei  denen  immer  nur  ein  Element 
den  Wert  1  besitzt,  während  alle  2jp  —  1  anderen  den  Wert  0  haben; 
aus  den  Formeln  (17)  ergibt  sich  aber  dann  sofort,  daß: 

(170)  ^«^="1  ^o  (a,.'r=l,2,...,2p) 

^       ^  "'^       1 ,   wenn   cc^  ß, 

ist,  d.  h.  daß  die  Transformation  T  die  identische  ist.  Man  hat 
also  den 

XXn.  Satz:  Der  Grad  Q  der  Gruppe  G  der  mod,  2  inkongruetüen 
linearen  Transformationen  beträgt: 

(XXI)    Q  =  {2p+l)\N^{2^p-  1)(2«/»-«-  1)  ...  (2^-  1)  •  2^. 

Aus  den  4j)^  Transformationszahlen  c^^  einer  ganzzahligen  linearen 
Transformation  entstehen,  indem  man  sie  durch  ihre  kleinsten  posi- 
tiven Reste  nach  dem  Modul  2  ersetzt,  4p'  Zahlen 


(171) 


welche    sämtlich    den    Wert   0    oder    1    besitzen    und    welche    den 
p(2p—  1)  Kongruenzen  mod.  2: 

(112^         ^h     ,  ,  ,    ^-^'   ^^''''    ß-P  +  ^7 

U^^J        ^4/(<^?«^P+e,/^-^P+^.«V>»  =  0,   wenn   ß^p  +  a, 

genügen,     um  nachzuweisen,  daß  auch  umgekehrt  zu  jedem  solchen 


hu 

'  ''    ^^tP' 

h,p^u 

•  'y  h,%py 

^ÄP+1' 
^p+hp+1}  ' 

'  'y  ^P,»P' 

•  'y   ^P  +  l,2j 

hp,l9 

•   •?     hp^pJ 

hp,p+lf    ' 

•  'y  hp,%py 
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Systeme  von  4p*  Zahlen  b^^  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation 
T  existiert,  deren  Transformationszahlen  c^^  mit  ihnen  durch"  die 
4p*  Kongruenzen: 

(173)  ,  c^ß  =  B^ß  (moi  2)  (a,  ^ = i.  2,  • . ,  %p) 

verknüpft  sind,  hat  man  noch  zu  zeigen,  daS  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen den  Kongruenzen  (172)  genügenden  Zahlensysteme  e^^ 
gleich  ist  der  Anzahl  Q  der  mod.  2  inkongruenten  ganzzahligen 
linearen  Transformationen.  Um  diesen  Nachweis  zu  erbringen,  fasse 
man  die  2p  Zahlen  fj«,  •••,  b  ,  b^^^^^,  --,  f,^„  einer  Vertikalreihe 
des  quadratischen  Schemas  (1*1)  als  Elemente  einer  Per.  Char.  («J 
auf.  Die  p  (2p  —  1)  Kongruenzen  (172)  sagen  dann  aus,  daß  die 
2p  so  definierten  Per.  Char.  («J,  («,),  •••,  (b^^)  die  p{2p  —  1)  Glei- 
chungen: 

(174)  |^^,e^l-^^^   ^^^^   ß-^p  +  a, 

(a,<^  =  l,2,  ■•    ,2p;  a  <  (i) 

befriedigen,  und  es  kann  jetzt  die  Anzahl  der  möglichen  Zahlen- 
systeme B^ß  dadurch  bestimmt  werden,  daS  man  mit  Hilfe  des 
III.  Satzes  die  Anzahl  der  verschiedenen  Systeme  von  2p  Per.  Char. 
(^1)?  (^2)7  •••;  (^2p)  ermittelt,  welche  den  Bedingungen  (174)  genügen. 
Um  aber  in  allgemeinster  Weise  ein  System  von  2p  Per.  Char. 
(O?  (^2);  '"9  (hp)  ^^  bilden,  welches  die  Bedingungen  (174)  erfüllt, 
nehme  man  für  (b^)  eine  beliebige  der  2^^  —  1  eigentlichen  Per. 
Char.  und  hierauf  für  (b^^i)  irgend  eine  der  2*'"^  Lösungen  der 
Gleichung: 

(175)  l*i,«,+il  =  -l- 

Die  Per.  Char.  (b^)  hat  femer  die  beiden  Gleichungen: 

(176)  |*„e,|  =  +  l,     \b,^„s,\  =  +1 

ZU  befriedigen;  diesen  Gleichungen  genügen  2*^"*— 1  eigentliche 
Per.  Char.,  von  denen  eine  beliebige  an  Stelle  von  (b^)  gesetzt  werden 
kann,  worauf  dann  an  Stelle  von  (fp+j)  eine  beliebige  der  2*''"' 
Lösungen  der  Gleichungen: 

(177)  |«i,«p+2l  =  +  1?     1^27  ^p+i\ 1>     l«j,+n«p+2l  =  +  1 

zu  treten  hat.  So  kann  man  fortfahren  und  erkennt,  daß  die  Anzahl 
der  verschiedenen  den  Bedingungen  (174)  genügenden  Systeme  von 
Per.  Char.  (f^),  (f^),  •••,  (b^^  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  der 
verschiedenen  aus  Zahlen  0,  1  gebildeten,  die  Kongruenzen  (172)  er- 
fttUenden  Systeme  von  4p*  Zahlen  b^^  in  der  Tat 

(178)  {2^p-l)2^P-'(2*P'^-l)2^P'^ '"{2^-^1)2  ^Q 

ist.     Damit   ist   aber  auch   der   Nachweis   erbracht,    daS    zu  jedem 
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solchen  Zahlensysteme  e^a  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  T 
in  dem  obigen  Sinne  gehört^  und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

XXIII.  Sata:  Die  Gesamtheit  der  mod.  2  inkongruenten  ganz- 
zaJdigen  linearen  Tremsformationen  kann  auch  definiert  werden  als  die 
Cresamtheit  aller  jener  Gleichungensysteme: 

(xxn)  «;„-2'v*-./«>  (:il:«:.--:U 

deren  Koeffizienten  e^^  ausschließlich  die   Werte  0,  1  besitzen  und  den 
j)  (2p  —  1)  Kongruenzen: 

(AÄUi;    ^(.«^a«p+e./*~^i'+e.«W  =  0,   wenn    ß^p  +  a, 

genügen. 

Aus  dem  Systeme  der  2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Ghar.  geht  durch 
^ine  ganzzahlige  lineare  Transformation  T  wieder  das  System  der 
2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  nur  in  anderer  Reihenfolge  hervor, 
aber  so,  daß,  wenn  («J  und  (e^)  syzygetisch  oder  azygetisch  sind, 
dann  auch  die  an  ihre  Stelle  tretenden  Per.  Char.  (ij,  (ä^)  syzyge- 
tisch oder  azygetisch  sind.  Es  entspricht  also  jeder  ganzzahligen 
linearen  Transformation  T  eine  Substitution  S  der  Per.  Char.,  bei 
welcher  zwei  syzygetische  Per.  Char.  wieder  in  zwei  syzygetische, 
zwei  azygetische  Per.  Char.  wieder  in  zwei  azygetische  übergehen. 
Dieser  Satz  gilt  auch  umgekehrt.  Ist  nämlich  S  eine  Charakteristiken- 
substitution der  bezeichneten  Art,  so  gibt  es  immer  auch  eine  ganz- 
zahlige lineare  Transformation  T,  welche  die  nämliche  Permutation 
der  2*^—1  eigentlichen  Per.  Char.  verursacht.  Von  der  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  überzeugt  man  sich  folgendermaßen.  Man  nehme 
aus  den  2*^-—  1  eigentlichen  Per.  Char.  (s)  2p  +  1  (e^),  (tj),  •  •  •,  («2p+i) 
heraus,  welche  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden;  die  ihnen  vermöge 
der  Substitution  S  entsprechenden  2p  +  l  Per.  Char.  (i^j),  (i^,),  •  •  •,  (i^jp+i) 
bilden  dann,  da  auch  sie  zu  je  zweien  azygetisch  sind,  gleichfalls  ein 
F.  S.  und  es  gibt  daher  nach  dem  XVILl.  Satz  auch  eine  ganzzahlige 
lineare  Transformation  T,  welche  die  Per.  Char.  («j),  •••,  («gp+i)  in 
die  Per.  Char.  (i^j),  •••,  {%p^i)  überführt.  Ist  nun  («  )  eine  beliebige 
weitere  der  Per.  Char.  («),  so  ist  dieselbe  imter  allen  nicht  zum  F.  S. 
gehörigen  Per.  Char.  (s)  eindeutig  bestimmt  durch  ihr  syzygetisches 
und  azygetisches  Verhalten  zu  den  2p  +  l  Per.  Char.  des  F.  S.,  da 
nach  dem  XV.  Satz  die  2p  +  l  Gleichungen: 

(179)|*i,6^|  =  (-l)'S    |e„«,|-(-lA  •••,  i^^H.nepl-C-l)'»''^' 
2p  unabhängige  repräsentieren^  durch  2p  unabhängige  derartige  Glei- 
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chungen  aber  nach  dem  III.  Satz  eine  Per.  Char.  eindeutig  bestimmt 
ist.  Bezeichnet  man  nun  mit  (iy  )  jene  Per.  Char.,  in  welche  (s  ) 
vermöge  der  Substitution  S  übergeht,  so  genügt  dieselbe  der  Vor- 
aussetzung über  die  Substitutionen  S  zufolge  der  2p +1  Gleichungen: 

(180)  ii?„i?,|=(-lA    |%,i?J-(-lA  -,  |i?„+i,i7,|  =  (-l/"+» 

und  ist  wiederum  durch  diese  eindeutig  bestimmt;  daraus  folgt  aber, 
daß  auch  die  Transformation  T  die  Per.  Char.  (e  )  nur  in  die  Per. 
Char.  (17 )  und  keine  andere  überführen  kann,  da  auch  hier  die  Glei- 
chungen (180)  bestehen  müssen.  Man  hat  so  den  folgenden  Satz 
bewiesen: 

XXrv.  Satz:  Die  Gruppe  G  der  mod,  2  inkongruenten  gamzcMigen 
linearen  Transformationen  T  ist  holoedrisch  isomorph  zu  der  Gruppe  H 
jener  Substitutionen  S  der  Per,  Char.,  durch  welche  je  zwei  syzygetische 
Fer,  Char.  wieder  in  zwei  syzygetische^  je  zwei  azygetische  Fer.  Char. 
wieder  in  zwei  azygetische  übergehen. 

Man  definiere  jetzt  weiter  eine  Gruppe  H'  von  Substitutionen 
S'  der  Per.  Char.,  indem  man  2*^  erzeugende  Substitutionen  S(t)  durch 
die  Forderung  definiert,  daß  S(t)  eine  Per.  Char.  (17)  ungeändert  lasse, 
wenn  (1^)  zu  {e)  syzygetisch  ist,  dagegen  (iy)  in  (aiy)  überführe,  wenn 
(1^)  zu  {b)  azygetisch  ist.  Jede  Substitution  £•(«),  mit  Ausnahme  der 
identischen  /S(o),  läßt  dann  2*^"^  der  Per.  Char.  ungeändert,  während 
sie  die  2^^"^  übrigen  paarweise  miteinander  vertauscht.  Es  soll  nach- 
gewiesen werden,  daß  diese  Gruppe  H\  wie  sie  durch  die  2*'  Sub- 
stitutionen 5(4)  als  erzeugenden  Substitutionen  definiert  ist,  mit  der 
Gruppe  H  identisch  ist.  Zunächst  ist  ohne  Mühe  zu  sehen,  daß 
durch  eine  Substitution  S(t)  zwei  syzygetische  Per.  Char.  (iy),  (g) 
wieder  in  zwei  syzygetische,  zwei  azygetische  Per.  Char.  wieder  in 
zwei  azygetische  übergehen,  und  daß  daher  auch  jedes  F.  S.  von  Per. 
Char.  wieder  in  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  übergeht.  Daraus  folgt  aber 
bereits,  daß  die  Gruppe  H'  nur  entweder  ein  Teiler  von  H  oder  die 
Gruppe  H  selbst  ist.  Um  das  letztere  zu  beweisen,  hat  man  nur 
noch  zu  zeigen,  daß  es  in  der  Gruppe  H'  stets  eine  Substitution  S^ 
gibt,  welche  ein  beliebig  gegebenes  F.  S.  (%),  (a^),  •••,  («2^+1)  ^^  ^^ 
willkürlich  gegebenes  zweites  (61),  (feg),  •••,  (&2p+i)  überführt.  Zu 
dem  Ende  ist  zunächst  zu  zeigen,  daß  die  Gruppe  H'  hinsichtlich 
der  2*^  —  1  eigentlichen  Per.  Char.  transitiv  ist,  d.  h.  daß  es  möglich 
ist,  eine  beliebige  eigentliche  Per.  Char.  (f)  vermittelst  einer  Sub- 
stitution 8'  in  eine  beliebige  andere  (1^^  überzuführen.  Sind  aber 
(f)  und  (yi)  azygetisch,  so  wird  diese  Überführung  durch  die  Sub- 
stitution S(^n)  geleistet,  weil  dann  auch  {sri)  zu  (s)  azygetisch  ist, 
also  {s)  in  (fiyf)=Xi?)  überführt.  Sind  («)  und  {yi)  syzygetisch,  so 
bestimme   man  eine   dritte  Per.  Char.  (g),   welche  sowohl  zu  («)  als 
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zu  (i^)  azygetisch  ist;  durch  die  nacheinander  auszuführenden  Sub- 
stitutionen 8(t^j  /S(',,^^  wird  dann  die  Überflihrung  von  («)  in  (iy)  be- 
wirkt, da  durch  die  erste  («)  in  (g),  durch  die  zweite  (g)  in  (iy) 
übergeht.  Man  nehme  jetzt  die  erste  Per.  Char.  {a^  des  gegebenen 
F.  S.  und  bestimme,  was  nach  dem  soeben  Bewiesenen  stets  möglich 
ist,  eine  Substitution  S^  der  Gruppe  H'  derart,  daS  durch  sie  (a^)  in 
(&^)  übergeht.  Die  zweite  Charakteristik  (o^)  des  gegebenen  F.  S.  gehe 
durch  8^  in  die  Per.  Char.  (oj')  über;  ist  dann  (a,')  zu  (6,)  azyge- 
tisch, so  bedarf  es  nur  der  weiteren  Anwendung  der  Substitution 
S(a^b^j  um  die  Per.  Char.  (oj')  in  (6g)  überzuführen,  während  durch 
diese  Substitution  die  Per.  Char.  (b^)  ungeändert  bleibt.  Ist  dagegen 
(og^  zu  (bg)  syzygetisch,  so  bestimme  man  eine  Per.  Char.  (c),  welche 
zu  den  drei  Per.  Char.  (6^),  (a,'),  {b^  azygetisch  ist;  durch  die  nach- 
einander auszuführenden  Substitutionen  iS>(«a,')y  S(,\^  geht  dann  (o^') 
in  (&g)  über,  während  beide  Male  Q>^  xmgeändert  bleibt.  In  dieser 
Weise  hat  man  fortzufahren;  ist  nämlich  eine  Substitution  fiyi  be- 
stimmt, welche  die  Per.  Char.  (o^),  (oj),  •••,  (a  )  in  die  Per.  Char. 
(6J,  (62),  •••;  (O  überführt,  imd  geht  durch  diese  Substitution  die 
folgende  Per.  Uhar.  (a^+i)  des  gegebenen  F.  S.  in  die  Per.  Char. 
(a^+i)  über,  so  führt,  wenn  (a^+i)  zu  (&^+i)  azygetisch  ist,  die 
weitere  Substitution  S(i'^j6     j)  die  Per.  Char.  (a^^'  +  i)  üi  (6^+1)  über, 

während  sie,  da  (a^'+i&A*+i)  ^^  (^1)7  (^«)> '*•?  (^/«)  syzygetisch  ist, 
diese  Per.  Char.  sämtlich  ung^ndert  läßt.  Ist  dagegen  (a^'+i)  zu 
(^li+i)  syzygetisch,  so  bestimme  man  eine  Per.  Char.  (5),  welche  zu 
(61),  (62);  '"}  (^/<)>  W+i)  ^^d  (6^4.1)  azygetisch  ist,  und  wende  nach- 
einander die  beiden  Substitutionen  S(io'^i),  ^(»V+i^  *"^'  ^^^  endlich 
auf  diese  Weise  eine  Substitution  Sip-\  bestimmt,  welche  die  Per. 
Char.  (Oi),  (oj),  ...,  (og^.i)  in  die  Per.  Char.  {h^),  (6,),  ...,  Q)^^_^) 
überführt,  so  kann  durch  diese  Substitution  die  Per.  Char.  (Oj  ),  da 
die  neue  Per.  Char.  zu  jeder  der  2p  — l  Per.  Char.  (6^),  (ft,),  •  •  •,  (fegp^i) 
azygetisch  ist,  nur  in  (b^^)  oder  in  (&2p+i)  übergehen.  Im  ersten 
Falle  führt  die  Substitution  Sip-i  auch  (ojp+i)  in  (62^+1)  über  und 
daher  das  gegebene  F.  S.  in  das  neue;  im  zweiten  Falle  wird  diese 
Überführung  durch  die  Substitution  /S2p  ==  iS2p_i/S(L  62«+i)  bewerk- 
stelligt. Damit  ist  aber  bewiesen,  daß  es  in  der  Gfruppe  ff  stets 
eine  Substitution  8'  gibt,  welche  ein  beliebig  gegebenes  F.  S.  von 
Per.  Char.  in  ein  willkürlich  gegebenes  zweites  überführt,  und  daraus 
folgt,  wie  oben  erwähnt,  daß  die  Gruppe  H'  mit  der  im  letzten 
Satze  genannten  Gruppe  H  identisch  ist. 

Die  Gruppe  H'  kann  auch  als  eine  Gruppe  von  Substitutionen 
von  Th.  Char.  aufgefaßt  werden,  indem  man  die  Substitution  8(t) 
als  jene  Substitution  von  Th.  Char.  definiert,  welche  eine  gerade 
Th.  Char.  [x]  mit  [ex]  vertauscht,  wenn  auch  [ex]  gerade  ist,  dagegen 
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die  gerade  Th.  Char.  [x]  ungeandert  läßt,  wenn  [sx]  ungerade  ist; 
und  ebenso  eine  ungerade  Tk  Char.  [x]  mit  [bx]  vertauscht,  wenn 
auch  [ex]  ungerade,  dagegen  ungeandert  laSt,  wenn  [ex]  gerade,  sodaB 
also  durch  die  Substitution  S{t)  alle  in  der  Gruppe  (e)  vorkommenden 
Paare  gerader  und  ungerader  Th.  Char.  miteinander  vertauscht  werden, 
während  alle  in  der  Gruppe  (e)  nicht  vorkommenden  Th.  Char.  un- 
geandert bleiben.  Auf  Grund  der  Sätze  Vlll  und  IX  erkennt  man 
dann^  daS  durch  die  Substitution  S{t)  eine  Gruppe  (17)  in  die  Gruppe 
(fiy)  übergeführt  wird,  wenn  die  Per.  Char.  (e)  und  (rf)  azygetisch 
sind,  während  die  Gruppe  (rf)  ungeandert  bleibt,  wenn  die  Per.  Char. 
{e)  und  (rf)  syzygetisch  sind,  daß  also  die  Substitution  S{t)  in  der  Tat 
mit  der  vorher  so  bezeichneten  identisch  ist. 

Die  Ghnppe  J?'  ist  als  Substitutionsgruppe  aller  2^^  Th.  Char. 
natürlich  intransitiv,  da  die  geraden  Th.  Char.  unter  sich  und  die 
ungeraden  unter  sich  permutiert  werden;  faßt  man  aber  die  geraden 
Th.  Char.  oder  die  ungeraden  Th.  Char.  allein  ins  Auge,  so  ist  die 
Gruppe  H'  für  beide  Fälle  transitiv,  da  eine  beliebige  gerade  oder 
ungerade  Th.  Char.  [x]  mit  der  beliebigen  geraden  oder  ungeraden 
Th.  Char.  [X]  durch  die  Substitution  8(xX)  vertauscht  wird.  Hinsicht- 
lich der  ungeraden  Th.  Char.  ist  die  Gruppe  H'  zweimal  transitiv, 
d.  h.  jene  Untergruppe  J'  von  H\  welche  eine  beliebige  ungerade 
Th.  Char.  [x]  ungeandert  läßt,  ist  hinsichtlich  der  u^—  l  anderen 
wieder  transitiv.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  man 
sich  folgendermaßen  überzeugen.  Wäre  die  Gruppe  J'  intransitiv, 
so  würde  es  unter  den  von  [x]  verschiedenen  ungeraden  Th.  Char.  eine 
Anzahl  von  weniger  als  4^x1^  =  2*^"^  —  2^-^  geben,  welche  bei  allen 
Substitutionen  der  Gruppe  J'  unter  sich  permutiert  werden.  Es  sei 
eine  dieser  Th.  Char.  mit  [k]  bezeichnet;  wird  dann  eine  ungerade 
Th.  Char.  [/i]  so  bestimmt,  daß  die  Th.  Char.  [xA/t]  gerade  ist,  so 
gehört  die  Substitution  S^x^)  zur  Gruppe  J',  da  sie  die  Th.  Char.  [x] 
ungeandert  läßt,  während  sie  [A]  in  [fi]  überführt.  Nun  gibt  es  aber 
nach  dem  VII.  Satz  2^^*"*  solcher  ungerader  Th.  Char.  [fi],  für  welche 
bei  gegebenen  Th.  Char.  [x],  [A]  die  Th.  Char.  [xAjii]  gerade  ist,  und 
da  2*^"*>  4^t*^  ist,  so  ist  die  gemachte  Annahme,  wonach  es  weniger 
bIb  ^Up  ungerade  Th.  Char.  gebe,  welche  bei  den  Substitutionen  der 
Gruppe  J'  unter  sich  permutiert  werden,  unstatthaft.  Damit  ist  aber 
bewiesen,  daß  die  Gruppe  H'  hinsichtlich  der  ungeraden  Th.  Char. 
zweimal  transitiv  ist. 

Besondere  Erwähnung  verdient  der  Fall  p  =  2,  In  diesem  Falle 
läßt  sich  nach  dem  VI.  Satz  jede  der  15  eigentlichen  Per.  Char.  nur 
auf  eine  Weise  als  Summe  zweier  ungerader  Th.  Char.  darstellen, 
und  da  für  jp  =  2  die  Anzahl  der  ungeraden  Th.  Char.  6  beträgt, 
so  sind  diese  Summen  von  je  zweien  die  15  überhaupt  existie- 
renden Kombinationen  ohne  Wiederholung  zur  zweiten  Klasse  der  6 
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ungeraden  Th.  Char.,  die  15  Substitutionen  S(i)  also  die  15  Trans- 
positionen der  6  ungeraden  Th.  Char.  Damit  ist  aber  die  Gruppe  IT 
als  holoedrisch  isomorph  mit  der  Gruppe  der  720  Vertauschungen 
von  6  Elementen  nachgewiesen;  in  Übereinstimmung  damit  gibt  in 
diesem  FaUe  der  XXH.  Satz  fttr  Q  den  Wert  15  •  3  •  16  =  720.  Man 
weiß,  daS  diese  Gruppe  die  Gruppe  der  360  geraden  Permutationen 
von  6  Elementen  als  Normalteiler  enthält;  daß  für  den  Fall  p>2 
die  Gruppe  G  eine  einfache  ist^  hat  C.  Jordan*^  bewiesen. 


§7. 
FimdameiitalBysteme  von  Thetaoharakteristiken. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Theta/iha/rakteristiken  (F.  S,  von  Th.  Cliar,) 
werden  2p  +  2  Th,  Char,  [a^'],  [a^'],  •  •  •,  [«2^+1]  genannt,  die  zu  je 
dreien  azygetisch  sind,  für  welcJie  also  die  Gleichungen  \  a{,  a^\  a^'  |  =  —  1 
bestehen,  sobald  A,  fi,  v  irgend  drei  verschiedene  der  Zahlen  0,  1,  •  •  •, 
2p  +  \  bezeichnen. 

Addiert  man  eine  der  2p  +  2  Charakteristiken  eines  F.  S.  von 
Th.  Char.,  etwa  die  Charakteristik  [a^  zu  den  2p  +  1  übrigen  und 
faßt  die  entstehenden  2/>  +  1  Charakteristiken  als  Per.  Char. 

(181)  {a;)  =  {a^a^),    {a^)^{a^a^),   •  • .,    («2^+1)  -  KXp  +  i) 
auf,  so  besteht  zwischen  je  zwei  derselben  die  Beziehung: 

(182)  I  a^,  a,  I  =  I  a^a^,  a^a^  I  =  -  1 , 

es  bilden  also  die  2p  +  1  Per.  Char.  (aj,  (o^),  •••,  (ogp+i)  ein  F.  S. 
von  Per.  Char.  Umgekehrt  gehen  aus  jedem  F.  S.  von  Per.  Char. 
(aj,  (Oj),  •••,  («2«+!);  indem  man  zu  ihnen  eine  willkürliche  Charak- 
teristik [«o']  addiert,  die  entstehenden  2p  +  \  Charakteristiken  als 
Th.  Char.  auffaßt  und  die  Th.  Char.  [<]  als  2p  +  2^  hinzunimmt, 
die  2|>  +  2  Charakteristiken 

(183)  M,  [af^^la^a,^,  M  =  Ka2],  ..,  K,^,]  =  Kog^^J 
eines  F.  S.  von  Th.  Char.  hervor. 

XXV.  Sata:  Addiert  man  eine  der  2p  +  2  Charakteristiken  eines 
F.  S.  von  Th,  Char.  zu  den  2p  +  l  übrigen  und  faßt  die  2p  +  l  ent- 
stehenden Charakteristiken  als  Per,  Char,  auf,  so  bilden  dieselben  ein 
F.  S.  von  Per,  Char,  —  Addiert  man  umgekdirt  zu  den  2jp  +  1  Charak- 
teristiken eines  F.  S,  von  Per,  Char.  und  der  uneigentlicJwn  Per.  Char. 


1)  Jordan,  Trait^  des  substitutionB  etc.  Paris  1870,  pag.  178;  schon 
früher:  Sur  les  ^quations  de  la  division  des  fonctions  abäliennes.  Math.  Ann. 
Bd.  1.    1869,  pag.  688. 
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(0)  eine  unHMrliche  CharaJUeristik  ufid  faßt  die  2  p  +  2  entstehenden 
Charakteristiken  als  Th.  Chor,  auf,  so  bilden  diesdben  ein  F,  S.  von 
Th.  Chor. 

Da  die  Summe  der  2p  +  l  Per.  Ghar.  eines  F.  S.,  aber  nicht  die 
Summe  von  weniger  unter  ihnen  der  uneigentlichen  Per.  Ghar.  (0) 
gleich  ist,  so  ergibt  sich,  daß  die  Summe  der  2p  +  2  TL  Ghar.  eines 
F.  S.,  aber  nicht  die  Summe  einer  geringeren  geraden  Anzahl  unter 
ihnen  der  Th.  Ghar.  [0]  gleich  ist.  Beachtet  man  dagegeir,  daß  die 
Th.  Ghar.  [a^^]  sich  stets  als  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  2i/  +  1 
der  Gharakteristiken  (a^\  (Oj),  •••,  («jp+i)  ^^^  dann  noch  ein  zweites 
Mal  als  Summe  der  2p  —  2 v  übrigen  darstellen  laßt,  daß  also: 

ar  +  l  2j)  — Sr 

(184)  KT  =  [2a]  -  {2a] 

ist,  so  ergibt  sich  sofort,  indem  man  zu  den  drei  Seiten  dieser  Glei- 
chung die  Th.  Ghar,  [a^T  addiert: 

2»'+l  2p  — 2»  +  l 

(185)  [0]  =  [^a']  =  [^a'], 

sodaß  also  zweimal  die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl  von  den  Th. 
Ghar.  eines  F.  S.  der  Th.  Ghar.  [0]  gleich  ist;  die  beiden  Summen 
enthalten  zusammen  alle  2jp  +  2  Th.  Ghar.  des  F.  S. 

XXVI.  Sata:  Die  Summe  der  2p  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S,  ist 
[0];  dagegen  sind  weniger  unter  ihien  wesenüieh  unabhängig. 

Mit  dem  XXV.  Satz  ist  zugleich  ein  Mittel  an  die  Hand  ge- 
geben, wie  man  aUe  verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Ghar.  bilden  kann, 
da  man  früher  gelernt  hat,  alle  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char. 
zu  bilden,  und  zwar  entstehen  dabei  aus  einem  F.  S.  von  Per.  Ghar. 
2*^  F.  S.  von  Th.  Ghar.,  welche  dann  auch  untereinander  in  dem  Zu- 
sammenhange stehen,  daß  alle  aus  einem  unter  ihnen  hervorgehen, 
wenn  man  zu  seinen  2p  +  2  Th.  Ghar.  der  Reihe  nach  die  2*^  Th. 
Ghar.  addiert.  Von  solchen  2^^  F.  S.  von  Th.  Ghar.  sagt  man,  daß 
sie  einen  Komplex  bilden.  Man  zeigt  leicht,  daß  keine  zwei  F.  S. 
eines  Komplexes  einander  gleich  sein  können,  da  aus  [xa^T  =»[^41 
woraus  dann  auch  [j««/]  =  [«oJ  fo^g^i^  würde,  und  [xOj']  =  [o^'J, 
woraus  dann  auch  [xa,']  =  [o^']  folgen  würde,  sich  sofort  [«o'^/^'^sT 
=  [0]  ergeben  würde,  was  nach  dem  XX VI.  Satz  ausgeschlossen  ist 
Dagegen  tritt  das  nämliche  F.  S.  von  Th.  Ghar.  in  2p  +  2  verschie- 
denen Komplexen  auf,  wie  man  erkennt,  wenn  man  beachtet,  daß 
man  aus  ihm  2p  +  2  verschiedene  F.  S.  von  Per.  Ghar.  ableiten  kann, 
wenn  man  der  Reihe  nach  seine  2p  +  2  Gharakteristiken  zu  den 
jedesmal  229+1   übrigen  addiert.     Daraus  ergibt  sich,  daß  die  An- 
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zahl  N'  der  verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Char.  mit  der  Anzahl  N 
der  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char.  durch  die  Gleichung: 


2p+2 


(186)  N'^ 
zusammenhängt,  daß  also: 

(187)  N'  =  2»"  ^^'''''^^^^'[^^^^^^'''^^'''^^  2^ 
ist. 

XXVn.  Sata:  Die  Äneahl  der  verschiedenen  F.  8.  von  Th,  Char. 
beträgt: 

(XXIV)  N'^2^p^^!^^^^l^^^ 

Da  nach  dem  XXVI.  Satz  die  Summe  aller  2p +  2  Th.  Char. 
eines  F.  S.,  aber  nicht  die  Summe  einer  geringeren  geraden  Anzahl 
von  ihnen  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist,  so  folgt,  daß  man  jede  der 
2'^  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  erhalt,  wenn  man  die  sämt- 
lichen 2*^+^  wesentlichen  Kombinationen  der  2p  +  2  Th.  Char.  eines 
F.  S.  bildet.    Für  irgend  eine  wesentliche  Kombination  der  2p  +  2 

Sm  +  l 

Th.  Char.  eines  F.  S.  [  ^a;]  ist  aber  nach  Formel  (81): 

(188)  \2a'\^(-irr[\a;.\ 

und  es  stellt  daher  der  Ausdruck 

(189)  ^.j(l  +  t|ao'l)(l  +  *l<l)-(H-*|«„H.il) 

-(l-t|ao'l)(l-»l«i'l)-(l-»l«„+il)) 

die  doppelte  Summe  aUer  Charaktere  der  2'^  Th.  Char.  dar,  besitzt 
also  den  Wert  2^+^  Sind  aber  von  den  2p +  2  Th.  Char.  des 
F.  S.  s  ungerade,  2p+  2  —  s  gerade,  so  erhält  man  hieraus: 

(190)  2P+i  =  ^.[(l-t)'(l +  *?'''■ '"'-(! +  0'(l-0''"''"'] 

=  -'..2'.(2i)P+^-'[l-(-l)^+^-] 
oder: 

(191)  2  =  »P-[l  ~  (-  1)^+1-]. 

Aus  dieser  Oleich ung  ergibt  sich  aber,  daß  s^p  (mod.  4)  sein  muß. 
Man  hat  also  den 
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XXVm.  Satz:  In  jedem  F.  S.  von  Th.  Char.  genügt  die  An- 
zahl s  der  ungeraden  Th.  Cha/r,  der  Kongruenz  s  =p  (mod.  4). 

Bezeichnet  man  daher  mit  [n"]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
den   2p  +  2  Th.  Char.   eines  F.  S.,   so   ist   eine  Th.  Char.  von   der 

m 

Form  [n+^a']  eine  wesentliche  Kombination  der  Th.  Char.  des 
F.  S.,  wenn  m=|)+  1  (mod.  2)  ist,  und  es  werden  daher  von  den 
Formen: 

(192)  [n'  +  2a']  (-0.^*-^...) 

nach  dem  vorher  Bemerkten  die  samtlichen  2^^  Th.  Char.  imd  zwa^ 
jede  zweimal  geliefert.  Für  eine  solche  Th.  Char.  wird  aber  nach 
Formel    (81),    wenn    von    den   p  +  2v  +  l    Th.  Char.    der   Summe 

P  +  2V  +  1  P  +  2»-f-l 

[ ^(^']  «  ungerade  sind  imd  ftir  die  Th.  Char.  [n'  +  ^a]  daher   die 

Anzahl  der  ungeraden  ihrer  Th.  Char.  5  —  x,  die  Anzahl  aller  aber 

p-\-2v+l  +  s  —  2x  betragt,  der  Charakter  bestimmt  durch  die 
Gleichung: 

P  +  a^-H-l  p  +  2y  +  <~2x 

(193)  |n'  +  ^a1  =  (-l)         «  ^'        =(-!)% 

und  man  hat  daher  sofort  den 

XXIX.  Sata:  Buden  M,  M,  ••,  [a,p+i]  ein  R  S.  von  Th, 
Char.  und  ist  [n']  die  Summe  der  ungeraden  Th.  Char.  unter  ihnen,  so 
läßt  sich  jede  beliebige  Th.  Char.  immer  und  zwar  auf  zwei  Weisen 
da/rsteUen  in  der  Form: 

(XXV)  [e]  =  [n'  +"J'a  ] ,  (.=o.  i,  2,  •  - .) 

und  es  ist  eine  in  dieser  Form  gegebene  Th.  Char.  gerade  oder  ungerade^ 
je  nachdem  v  gerade  oder  ungerade  ist,  d.  h.  es  werden  von  den  Formen: 

P  +  40  +  1 

(XXVI)  [n'  +  ^a']  (e=o,  1,  t.  - .  ■) 

die  sämtlichen  g^  geraden  Th.  Cha/r.  und  zwar  jede  zweimal;  von  den 
Formen: 

(XXVII)  W  +  '^a']  (?=o,i. .,-..) 

die  sämtlichen  u^  ungeraden  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  geliefert. 

Man  kann  noch  bemerken,  daß  zwischen  der  Summe  [n]  der  un- 
geraden unter  den  2p  +  1  Per.  Char.  eines  F.  S.  (aj,  (a^),  •••,  («jp+i) 
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und  der  Summe  [ff\  der  ungeraden  unter  den  2p  +  2  Th.  Char. 
eines  daraus  abgeleiteten  F.  S.  [0,  [«il^K'^J^  •••,  Kp+i]=[<Ö2p+i] 
stets  die  Beziehung  [n']  =  [w  +  p  +  1  a^']  besteht,  deren  Richtigkeit 
man    folgendermaßen    dartut.     Man    kann   [a^^]    stets   in    die   Form 

[^o]'^[^+^^]  bringen,  wo  fi  eine  der  Zahlen  0,1,  •••,!}  be- 
zeichnet; sei  [fl^ol  ="  [wOiOs  •••  aj;  dann  sind  die  ii  Charakteristiken 
[^il;  bh']f  "'f  1%'^  untereinander  von  demselben  Charakter,  und 
ebenso  sind  die  2p  +  l  —  ii  Charakteristiken  [a^+i],  [ö^+al  •  •  •, 
[^p+i]  untereinander  von  dem  nämlichen  Charakter  imd  von  ent- 
gegengesetztem wie  die  vorher  genannten  /t  Charakteristiken,  und  da 
[a^j']  im  Falle  (i=p  +  l  (mod.  2)  von  gleichem,  im  Falle  f*  =  p 
(mod.  2)  von  entgegengesetztem  Charakter  wie  die  Charakteristiken 

[«i1;  [ö»l  •  •  •;  M;  ^^^^  [»i'ötg'  •  •  •  a/]  =  [w  +  f*  -  1  a^]  ist,  so  er- 
gibt sich  in  jedem  Falle  als  Summe  der  Charakteristiken  gleichen 
Charakters  unter  den  2p +  2  Th.  Char.  [a^'],  [«i'],  •••,  [a^p+i],  wie 
oben  behauptet,  [n']  =•  [w  +  p  +  1  a^]. 

Bildet  man  aus  den  2p  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  alle  Kombina- 
tionen gerader  Ordnung,  so  erhält  man  sämtliche  2^^  Per.  Char.  und 

zwar  jede   zweimal;   in   den  Formen   (0)  =  (Sof)   die  uneigentliche 

Per.  Char.  (0),  in  den  Formen  (J^a)  (v  =  1,  2,  ".p)  die  2*^-  1 
eigentlichen. 

In  der  gleichen  Weise  sind  in  den  Formen: 

p±2r 

(194)  (n'  +  ^a)  (^=0,1,2,..) 

die  sämtlichen  2'^^  Per.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  enthalten,  und 
endlich  liefern  die  Formen: 

P±^Q 

(195)  (n+^a)  ((»-0,1,2,...) 
die   sämtlichen  2^^  Per.  Char.   imd   zwar  jede   nur  einmal,   da  hier 

P±^Q  P±^o 

niemals  zwei  Summen  (^a)  und  i^a)  zusammen  alle  2p  +  2  Th. 
Char.  des  F.  S.  imd  zwar  jede  nur  einmal  enthalten  können,  also 
keine  zwei  solche  Per.  Char.  einander  gleich  sind.  Bezeichnet  man 
nun  mit  (p')  eine  Per.  Char.  von  der  Form: 

(196)  (!'')  =  («'  +  J«'), 

WO  fi  =  p  (mod.  4)  ist,  so  ist  eine  Th.  Char.  [p'flx],  wo  x  eine  der 
Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •,  2p  -f  1  bezeichnet,  ungerade  oder  gerade,  je  nach- 
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dem  die  Charakteristik  {cQ  unter  den  Charakteristiken  der  Summe 

i^a')  vorkommt  oder  nicht;  von  den  2p +2  Th.  Char. 

(197)  \jp\%    bp'an,  ■■;   |>'o,;+J 

sind  also  genau  ft  ungerade,  und  man  schließt  daraus,  da  es  zu  ge- 
gebenem n  stets  {  )  Terschiedene  Per.  Char.  (jT)  gibt,  daß  in 
dem  Komplexe  der  2»'  F.  S. 

(198)  [xa,1,    [xo,'],   ...,    [xa,;^,] 

(  ^  '    j  F.  S.  vorkommen,  welche  [i  ungerade  Th.  Char.  enthalten. 

Indem  man  dann  wieder  F.  S.,  welche  sich  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  Th.  Char.  imterscheiden,  als  nicht  verschieden  ansieht,  wird  die 
Anzahl  jener  F.  S.  von  Th.  Char.,  welche  eine  gegebene  Anzahl 
^=p  (mod.  4)  ungerader  Th.  Char.  enthalten,  durch  den  Satz  be- 
stimmt: 

Sata:   Ist  ft  =jp  (mod.  4),  so  gibt  es: 


(XXVUl)  iV^  -  _____ ZP^ 

F,  S,  von  Th,  Cha/r.,  welche  genau  fi  ungerade  Th.  Char.  enthalten. 

Speziell  kann  man,  wenn  p  gerade  ist,  die  Per.  Char.  (p')  immer 
imd  nur  auf  eine  Weise  so  wählen,  daB  die  2p  +  2  Th.  Char.  des 
F.  S.  (197)  alle  gerade  oder  alle  ungerade  sind,  je  nachdem  p^O 
oder  2  (mod.  4)  ist,  und  falls  p  ungerade  ist,  die  Per.  Char.  (p')  auf 
2p +  2  Weisen  so  wählen,  daS  von  den  2p +  2  Th.  Char.  des  F.  S. 
(197)  2p  +  l  gerade  oder  ungerade  sind,  je  nachdem  p  =  1  oder  3 
(mod.  4)  ist.  Man  erkennt,  daS  man  auf  diese  Weise  wieder  zu  den 
in  dem  XXI.  Satz  definierten  2p  +  1  Th.  Char.  einer  Hauptreihe  ge- 
langt ist,  imd  zugleich,  daS  die  Th.  Char.  einer  Hauptreihe  auch 
definiert  werden  können  ah  2p  +  1  Th.  Char.,  welche  von  gleichem 
Charakter  und  zu  je  dreien  azygetisch  sind.  — 

Da  durch  eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  drei  azygetische 
Th.  Char.  wieder  in  drei  azygetische  übergehen,  so  geht  bei  jeder 
ganzzahligen  linearen  Transformation  aus  einem  F.  S.  von  Th.  Char. 
wieder  ein  F.  S.  von  Th.  Char.  hervor.  Da  aber  weiter  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  eine  gerade  Th.  (Jhar.  immer 
wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade  Th.  Char.  immer  wieder  in  eine 
ungerade  übergeht,  so  bleibt  bei  jeder  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formation die  Anzahl  s  der  unter  den  2p  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S. 
vorkommenden  ungeraden  erhalten.  Es  gehen  also  nur  solche  F.  S. 
von  Th.  Char.  ineinander  über,  welche  die  gleiche  Anzahl  von  un- 
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geraden  Th.  Char.  aufweisen.  Betrachtet  man  aber  zwei  F.  S.  von 
Th.  Char.  auch  dann  als  verschieden^  wenn  sie  sich  nur  durch  die 
Reihenfolge  ihrer  Th.  Char.  unterscheiden,  so  wird  die  Anzahl  der 
verschiedenen  F.  S.  mit  s  ungeraden  Th.  Char. 

(199)  (2^P  -  1)  {2^P'^  -  1)  . . .  (2>  -  1) .  2^  =  Q 

gleich  der  Anzahl  der  mod.  2  inkongruenten  ganzzahligen  linearen 
Transformationen  und  man  hat  daher  den 

XXZI.  Sata:  Durch  eine  ga/nzzaUige  Unea/re  Transformation  geht 
aus  einem  F.  S.  von  Th.  Char.  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Th.  Char. 
hervor  y  und  zwar  eines  mit  der  gleichen  Anzahl  ungerader  Th.  Char. 
Man  kann  auf  diese  Weise  von  einem  F.  8.  von  Th.  Char.  mit  s  un- 
geraden Th.  Char.  zu  jedem  anderen  derartigen  gelangen. 

Das  Verfahren  von  Weierstraß  *),  die  Indizes  aller  2*^  Thetafimk- 
tionen  durch  Komposition  von  2p  +  1  ausgezeichneten  zu  bilden,  ist  das 
früheste  Beispiel  für  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 

Ausdrücklich  treten  die  F.  S.  von  Per.  Char.  zuerst  bei  Prym  *)  auf; 
sie  sind  hier  charakterisiert  durch  die  Eigenschaft,  daß  es  zu  den  2p +  1 
Per.  Char.  eines  F.  S.  immer  eine,  zunächst  noch  unbekannte  Th.  Char.  [n] 

gibt,  welche  zu  ihnen  in  der  Beziehung  steht,  daß  eine  Th.  Char.  [»  +  Sa] 
gerade  ist,  wenn  f*  =  0  oder  1  (mod.  4),  ungerade,  wenn  /*  =  2  oder  3 
(mod.  4)  ist  Sodann  wird  gezeigt,  daß  die  Th.  Char.  [n]  gleich  ist  der 
Summe  der  unter  den  2p  +  1  Charakteristiken  [a]  vorkommenden  un- 
geraden. Prym  knüpft  an  eine  bestimmte  Zerschneidung  der  Biemann- 
schen  Fläche  im  hyperelliptischen  Falle  an,  und  weun  er  auch  bemerkt, 
daß  die  Eesultate  hiervon  insofern  unabhängig  sind,  als  die  Zerschneidung 
mannigfach  modifizierbar  ist,  also  verschiedene  F.  S.  erhalten  werden 
können,  so  hat  er  doch  eine  Substitutionstheorie  im  Galoisschen  Sinne, 
also  die  Frage  nach  den  invarianten  Eigenschaften  der  F.  S.  bei  ganz- 
zahliger linearer  Transformation  und  nach  der  Anzahl  der  überhaupt 
existierenden  verschiedenen  F.  S.  nicht  im  Aiige.  Zu  einer  solchen  Theorie 
eignete  sich  auch  der  hyperelliptische  Fall  mit  seinen  vielen  Besonder- 
heiten nicht  als  Ausgangspunkt.  In  der  Tat  wurde  die  Eigenschaft,  daß 
die   2p  +  1   Per.  Char.   eines  F.  S.   paarweise   azygetisch  sind,  erst  von 


1)  Königsberg  er,   Über  die  Transformation  etc.     J.  für  Math.  Bd.  64. 

1866,  pag.  17  und:  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  AbeVschen  Funct.  etc.;  vergl. 
auch:  Cayley,  Algorithm  for  the  characteristics  of  the  triple  <0'-fanctions. 
J.  fOr  Math.  Bd.  87.  1879,  pag.  165  und:  Borchardt,  Zusatz  zur  obigen  Ab- 
handlung (Algorithm  for  the  characteristics  of  the  triple  <0'-fiinction8  von  Cayley) 
J.  fCir  Math.  Bd.  87.    1879,  pag.  169. 

2)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  etc.    Züricher  N.   Denkschr.  Bd.  22. 

1867,  pag.  11. 
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Stahl  ^)  angegeben.  Später  hat  Prjm^)  seine  Untersuchungen  über  die 
F.  S.  von  Per.  Char.  wieder  aufgenommen  und  auch  die  F.  S.  von  Th. 
Char.  definiert;  aber  diese  erscheinen  ihm  nur  als  eine  Verallgemeinerung 
der  F.  S.  von  Per.  Char. 

Die  Begriffe  der  Galoisschen  Theorie  hat  C.  Jordan^  in  die  Charak- 
teristikentheorie eingefiihrt.  Sein  „groupe  abtuen",  wie  er  in  den  Art. 
217 — 223  definiert  ist,  ist  die  Gruppe  G  der  mod.  2  inkongruenten  ganz- 
zahligen linearen  Transfoimationen,  während  die  in  den  Art.  230 — 239 
gegebene  „zweite  Definition^^  dieser  Gruppe  sich  mit  der  Definition  der 
Gruppe  H  jener  Substitutionen  von  Per.  Char.  deckt,  welche  den  Wert 
des  Ausdrucks  \b,  ri\  ungeändert  lassen,  und  endlich  der  in  den  Art.  318 
— 335  behandelte  „groupe  de  Steiner"  mit  der  oben  definierten  Gruppe 
H'  von  Substitutionen  von  Th.  Char.  übereinstimmt.  —  In  den  Art.  321 
— 325  finden  sich  jene  Sätze  über  die  mehreren  Gruppen  gemeinsamen 
Th.  Char.,  welche  oben  als  Satz  Vill — Xlll  angeführt  sind. 

Weber*)  definiert  seine  vollständigen  Systeme  ungerader  Th.  Char. 
Ü^i]>  [ßi\i  •  *  ^  [1^7]  primär  durch  die  Eigenschaft,  daß  eine  gerade  Th. 
Char.  [p]  existiere,  welche  zu  ihnen  in  der  Beziehung  steht,  daß  die 
21  Th.  Char.  [pß^ß^]  ungerade  sind.  Die  Summe  der  7  Th.  Char.  [ß] 
ist  dann  der  geraden  Th.  Char.  [p]  gleich,  imd  die  35  Sununen  [ßxßf,ßr] 
von  je  drei  verschiedenen  der  Th.  Char.  \ß]  liefern  die  übrigen  geraden 
Th.  Char.  Erst  in  zweiter  Linie  bemerkt  Weber,  daß  die  vollständigen 
Systeme  ungerader  Th.  Char.  auch  durch  die  Eigenschaft  definiert  werden 
können,  daß  die  Th.  Char.  [ßxß^^ß^^  sämtlich  gerade  sind.  Durch  diese 
Eigenschaft  sind  aber  die  7  Th.  Char.  [ß]  als  die  Th.  Char.  einer  Haupt- 
reihe charakterisiert,  da  sie  gleichen  Charakters  und  auf  Grund  der  Glei- 
chung |^„  ß^,  ß^\  =  1^,1  .  1/3^1  .  \ß,''\ß,ß^ß,\-  -  1  zu  je  dreien  azy- 
getisch  sind.  —  Addiert  man  zu  ihnen  die  Th.  Char.  [p]  und  faßt  die  7 
entstehenden  Charakteristiken  als  Per.  Char.  (p/3i),  (p/^g),  •  •  •,  (pjS^)  auf, 
so  bilden  dieselben  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  —  Später  hat  Weber  ^) 
noch  gezeigt,  daß  ein  vollständiges  System  ungerader  Th.  Char.  durch 
eine  ganzzahlige  lineare  Transformation  in  ein  ebensolches  System  über- 
geht, und  daß  man  auf  diesem  Wege  aus  einem  vollständigen  Systeme  alle 
ableiten  kann. 

Die    Untersuchungen    von    Nöther ^)    knüpfen    an    die    Jordansche 


1)  Stahl,  Beweis  eines  Satzes  von  Biemann  etc.  J.  für  Math.  Bd.  88. 
1880,  pag.  273;  auch:  Das  Additionstheorem  etc.  J.  fOr  Math.  Bd.  88.  1880, 
pag.  117  und:  Th.  d.  AbeFschen  Functionen.    Lpz   1896. 

2)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Riemann'sche  Thetaf.  etc. 

3)  Jordan,  Traitä  des  substitutions  etc.  Paris  1870;  auch:  Siur  les 
caracix^ristiques  des  fonctions  0.  C.  B.  Bd.  88.  1879,  pag.  1020  und  1068; 
und :  Memoire  sur  les  caract^ristiques  des  fonctions  0.  J.  de  r£c.  polyt.  Bd.  28. 
1879,  pag.  35. 

4)  Web  er ,  Theorie  der  Abel' sehen  Functionen  vom  Geschlecht  8.  Berlin  1876. 
6)  Weber,  Über  die  Transformationsth.  etc.    Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.    1879, 

pag.  126. 

6)  Nöther,  Über  die  Thetaf.  von  vier  Arg.     Erlangen  Ber.  Heft  10.   1878, 
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Theorie  des  „groupe  de  Steiner*'  an.  Das  Prinzip  der  Untersuchung  be- 
steht darin,  die  von  niedrigeren  Zahlen  werten  p  her  bekannten  Resultate 
auf  ein  höheres  p  mit  Hilfe  des  Satzes  zu  übertragen,  daß  die  in  zwei 
azjgetischen  Gruppen  (e),  (ri)  gemeinsam  enthaltenen  g^_^  geraden  und 
w^_i  ungeraden  |?- reihigen  Th.  Char.  und  die  2*^"^  —  1  zu  (f)  und  (iy) 
sjzjgetischen  eigentlichen  ^- reihigen  Per.  Char.  untereinander  in  genau 
denselben  Beziehungen  stehen  wie  die  überhaupt  existierenden  g^^i  ge- 
raden und  Wp_^  ungeraden  p  —  1- reihigen  Th.  Char.  und  die  2*^~*  —  1 
p  —  1- reihigen  eigentlichen  Per.  Char.  Zur  Bildung  der  Charakteristiken- 
systeme und  zwar  sowohl  der  F.  S.  von  Per.  Char.  als  der  (von  Nöther 
„ausgezeichnete  Systeme  von  2|?  +  1  Charakteristiken"  genannten)  Haupt- 
reihen von  Th.  Char.  dienen  Systeme  von  2p  Per.  Char.  (r^),  (s^^  •  •  •, 
(*p)»  W'  "^^^^^^  durch  die  Bedingungen: 

(200)         lr„  8^\  =  -  1,      |r„  r,\  =  |r„  5^1  =  \s^,  «J  -  +  1 

definiert  sind. 

Die  von  Frobenius^)  eingeführten  „Fundamentalsysteme  von  Charak- 
teristiken" sind  mit  den  obigen  F.  S.  von  Th.  Char.  identisch.  In  vielen 
Teilen  konnte  sich  die  obige  Darstellung  an  Frobenius  anschließen,  ins- 
besondere rührt  von  ihm  der  Gedanke  her,  die  Sätze  über  die  Lösungen 
linearer  Kongruenzen  für  die  in  der  Charakteristikentheorie  auftretenden 
Abzahlungen  zu  verwerten. 

Eingehende  historisch -kritische  Erörterungen  über  die  Entwicklung 
der  Charakteristikentheorie  finden  sich  im  IX.  Abschnitte  des  Berichtes 
über  die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  von 
Brill  und  Nöther«). 


§8. 

Gruppen  von  PeriodenoharakteriBtlken. 

AUe  KombincUionen  von  r  unabhängigen  Per.  Char.  (e^),  (b^),  •••, 
(e^)  bilden  nebst  der  uneigenüichen  Per.  Char.  (0)  eine  Gruppe  E  von 
2^  verschiedenen  Per.  Char.  Die  Zahl  r  heißt  der  Bang^  die  Zahl  2'' 
die  Ordnung  der  Gruppe  E,  die  r  Per.  Clmr  (fj,  («,),  •••,  (s^)  oder 
irgend  andere  r  unabhängige  Per.  Char.  von  E  die  Basis  der  Gruppe  E. 


pag.  87;  Zur  Theorie  der  Thetaf.  von  vier  Arg.  Math.  Ann.  Bd.  14.  1879, 
pag.  248;  Über  die  Theta-Charakt.  Eriangen  Ber.  Heft  11.  1879,  pag.  198; 
Zur  Theorie  der  Thetaf.  von  beliebig  vielen  Arg.  Math.  Ann.  Bd.  16.  1880, 
pag.  270;  Zum  Umkeh^roblem  etc.    Math.  Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  854. 

1)  Frobenius,  tfber  das  Additionstheorem  etc.  J.  fOr  Math.  Bd.  89.  1880, 
pag.  186. 

2)  Brill  und  Nöther,  Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  Jahresber.  d.  D.  Math.-Ver.  Bd.  3. 
1894,  pag.  107. 
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Die  samtlichen  2*^  Per.  Char.  überhaupt  bilden  eine  Gruppe 
vom  Range  2p;  es  befinden  sich  also  unter  ihnen  2p  unabhängige. 
Als  Basis  der  Gruppe  können  hier  zweckmäßig  jene  2p  Per.  Char. 
gewählt  werden^  bei  denen  immer  nur  ein  Element  den  Wert  1  hat, 
während  jedesmal  die  2p  —  l  anderen  den  Wert  Null  besitzen.  Daß 
diese  2p  Per.  Char.  unabhängig  sind^  erkennt  man  unmittelbar  und 
ebenso^  in  welcher  Weise  sich  eine  beliebige  Per.  Char.  (b)  aus  ihnen 
zusammensetzen  läßt. 

um  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Per.  Char.  einer  Gruppe 
E  zu  erforschen,  untersuche  man^  ob  es  in  £  außer  (0)  noch  andere 
Per.  Char.  (a)  gibt,  die  zu  allen  Per.  Char.  (b)  der  Gruppe  E  syzy- 
getisch  sind;  dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  es  zu  den 
r  Basischarakteristiken  sind.  Sind  (o^),  (a^)  zwei  solche  Per.  Char.^ 
so  ist  auch  {cc^a^)  eine;  demnach  bilden  die  Per.  Char.  (a)  selbst 
wieder  eine  Ghuppe  Ä,  die  man  die  syzygeüsche  Untergruppe  von  E 
nennt;  ihr  Rang  sei  m;  zwischen  je  zwei  ihrer  Per.  Char.  besteht  die 
Beziehung  |  a^,  «^  |  =  +  1. 

Zwei  Per.  Char.  {b^  und  {b^  von  E  heißen  mod.  A  äquivalent: 

(201)  W^(0  (mod.^), 

wenn  ihre  Summe  {b  b^)  zur  Gruppe  Ä  gehört.    Sind  dann  (bj),  (f,), 
iVi)}  (%)  ^^^^  Pör«  Cnar.  von  E  und  ist: 

(202)  (ax)  =  (^),     (i2x)  =  (%)  (mod.^), 
SO  ist: 

(203)  \h,Vt\  =  \h,V,\- 

Ist  nun  m  <,r,  so  gibt  es  in  E  mindestens  zwei  zueinander  azy- 
getische  Per.  Char.  (/J^),  (/J,).  Ist  dann  (a)  irgend  eine  Per.  Char. 
von  Ä,  so  ist  {pißxßt)  sowohl  zu  (j3])  als  zu  (/Sg)  azygetisch.  Man 
untersuche,  ob  es  in  E  eine  Per.  Char.  (/Jj)  gibt,  die  zu  (/S^)  und  (/J,) 
azygetisch  ist,  ohne  (jS^jS,)  äquivalent  mod.  A  zu  sein.  Existiert  eine 
solche,  so  untersuche  man  weiter,  ob  es  eine  Per.  Char.  (^J  gibt^  die 
zu  (/Sj),  (/J,)  und  (j8,)  azygetisch  ist;  femer  eine  Per.  Char.  (/J5),  die 
zu  (^1),  (^,),  (/Jg)  und  (/Sj  azygetisch  ist,  ohne  {ßiß^ß^ß^  äquivalent 
mod.  A  zu  sein.  Setzt  man  dieses  Verfahren  so  lange  als  möglich 
fort,  so  erhält  man  n  Per.  Char.  (ß^),  (/J,),  •  •  •,  (j8^)  der  Gruppe  E 
mit  den  Eigenschaften:  1.  je  zwei  derselben  sind  azygetisch;  2.  keine 
Summe  (ßiß^  •••  fty+i)  (^  =  1;  2,  •••)  ist  in  A  enthalten;  3.  es 
gibt  in  E  keine  zu  (/Sj),  (ft),  •  •  •  und  (j8j  azygetische  Per.  Char., 
außer  der  Summe  {ßtß%'**  ß^,  wenn  n  gerade  ist     Man  zeigt  nun 

leicht,  daß  keine  Kombination  (y)  =  {2^  der  Per.  Char.  (/J)  in  A 
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enthalten  sein  kann.  Es  sei  zunächst  »<t»;  ist  dann  (/}J  unter  den 
i  Per.  Char.  der  Summe  CS ß)  enthalten,  (ß^  dagegen  nicht,  so  ist: 

(204)  |/J«,y|  =  (-i)'-S   l/J..y|-(-i)S   \ßJx,r\  =  -i 

also  (y)  nicht  zu  Ä  gehörig.  Ist  dagegen  i  =  w,  so  ist  (y),  wenn  n 
ungerade  ist,  infolge  der  Eigenschaft  2  der  Per.  Char.  (/}),  wenn  n 
gerade  ist,  infolge  der  für  jedes  x  geltenden  Gleichung: 

(205)  |/J^,y|  =  (_l)-i»_l 

nicht  in  Ä  enthalten. 

Nun  kann  man  weiter  zeigen,  daß  m  unabhängige  Per.  Char.  (a) 
und  die  n  Per.  Char.  (ß)  zusammen  eine  volle  Basis  von  E  ausmachen, 
d.  h.  daß  es  in  E  keine  Per.  Char.  gibt,  die  sich  nicht  aus  den  Per. 
Char.  (a)  und  (ß)  zusammensetzen  läßt.  Wir  nehmen  an,  es  existiere 
eine  solche  Per.  Char.  (y)  und  es  sei  fSr  sie  etwa: 

(206)  |y,A| |}',/JJ  =  +  1,    \y,ß^^t\ |y,/J.| 1; 

dann  genügen  die  Per.  Char. 

(207)  (*)  =  (ÄÄ"-M'   (')  =  (ßM*i--ßny) 

für  jedes  v  von  1  bis  n  den  Gleichungen: 

(208)  |d,/JJ  =  (-iy±S     |«,/Jj-(-l)-''. 

Es  müssen  aber  auf  Grund  der  Eigenschaft  3  der  Per.  Char.  (ß)  die 
beiden  Zahlen  fi  +  1  und  n  —  fi  gerade  und  also: 

(209)  |(J,/JJ  =  +  1,     |£,^J«  +  1  (^=1,«.    •,.) 

sein,  d.  h.  man  kann  jede  nicht  zu  den  (a)  und  (/})  gehörige 
Per.  Char.  (y)  der  Basis  von  E  durch  Hinzunahme  von  Per.  Char. 
(ß)  so  abändern,  daß  sie  den  n  Gleichungen: 

(210)  |y,/jj-  +  l  (.»i.«.-...«) 

genügt.  Weiter  folgt  aber,  wenn  die  beiden  Zahlen  f*  ±  1  und  w  —  fi 
gerade  sind,  daß  n  ungerade  ist,  und  die  Per.  Char.  (ßiß%  * *>  /^n)  würde 
jetzt  nicht  nur  zu  allen  Per.  Char.  (a)  und  auf  Grund  der  Gleichungen 
(210)  zu  aljen  Per.  Char.  (y),  sondern  auch  zu  jeder  einzelnen  Per. 
Char.  (ß)  syzygetisch  sein,  also  zur  Gruppe  Ä  gehören,  was  infolge 
der  Eigenschaft  2  der  Per.  Char.  (/})  ausgeschlossen  ist.  Damit  ist 
aber  die  UnStatthaftigkeit  der  Annahme,  daß  es  von  den  (a)  und  (ß) 
unabhängige  Per.  Char.  der  Gruppe  E  ^be,  nachgewiesen.  Zugleich 
erkennt  man,  daß  n  gerade  sein  muß,  da  sonst  (ßtß%"'ß^  zu 
allen  Per.  Char.  der  Basis  von  E  syzygetisch  wäre,  was,  wie  soeben 
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erwähnt;  nicht  stattfindet.  Ersetzt  man  daher  noch  n  durch  2n,  so 
kann  man  den  Satz  aussprechen: 

XXXn.  Satz:   Jede  Gruppe  E  von  2^  Per.  Char.  hat  eine  Basis 
von  der  Form: 

(XXIX)  (^),  --^CO,       (A),---,(AJ;  (m+2«-r) 

deren  Per,  Char.  den  Gleichungen: 

(XXX)  |a,,«,|  =  +  l,     |«,,^^|  =  +  1,     |/J^,/JJ  =  -1 

/jr,  1  =  1,  2,  .  .  .,  m;    x<X\ 
V,  »  =  1,  2,  •  •  -,211;  fKv) 

genügen.    Eine  solche  Basis  wird  eine  normale  genannt. 

Da  die  Per.  Char.  (a),  (ß)  unabhängig  sind,  so  haben  die  m  +  2n 
Gleichungen: 

.(211)  i«„x|  =  +  i,  \ß„x\  =  +  i      t=':!:;.::T.) 

2»p-m-2n  Lösungen;  zu  ihnen  gehören  die  2"*  Per.  Char.  (a);  es  ist 
also  jedenfalls: 

(212)  2p  —  m  —  2n'^m,    m  +  n<ip. 

Ist  E  die  Gruppe  aller  2*^  Per.  Char.,  so  ist  i»  =  0,  w  =|);  es  gibt 
also  2p  unabhängige  Per.  Char.,  die  zu  je  zweien  azygetisch  sind; 
solche  bilden  zusammen  mit  ihrer  Summe  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 
Da  die  Per  Char.  (a),  (/J)  unabhängig  sind,  so  kann  man  weiter 
eine  Per.  Char.  (ftn+i)  finden,  welche  den  Gleichungen: 

(213)  K,a5|  =  -1,     \a„x\^  +  \,     \ß^,x\, 1,    i^Z\X:C,^ 

genügt;  dann  befriedigt  die  Per.  Char.  («iftn+i)  =  (/'2n+2)  dieselben 
Gleichungen;  es  sind  auch  die  Per.  Char.  (ftn+i)  ^^^  (/3j„^,)  azyge- 
tisch, und  die  m  +  2»  +  1  Per.  Char.  (oj,),  .-,  (aj,  (/JJ,  •-.,  (/3,^^.,) 
sind  unabhängig.  Denn  bestünde  zwischen  ihnen  eine  Relation,  so 
könnten  in  dieser  infolge  der  Unabhängigkeit  der  Per.  Char.  (a),  (/J) 
weder  beide  Per.  Char.  (/3j„^i)  und  (/Sg^+j)  fehlen,  noch  wegen 
(ftn+i  A11+2)  ==^  (^i)  beide  vorkommen;  enÜiielte  sie  aber  eine  dieser 
beiden  Per.  Char.,  so  wäre  diese  im  Gegensatze  zu  den  Gleichungen 

(213)  zu  (a^)  syzygetisch.  In  derselben  Weise  kann  man  (oj)  in  die 
Summe  («2)  ==  0'2n+s/'2ii+J  zweier  azygetischer  Per.  Char.  (/Sg^^a) 
und  (ftrt+J  zerlegen,  welche  den  Gleichungen: 

(214)  \a,,x\ 1,     |a„a:|  =  +  l,     \ß^,x\ 1    e=ti::-J.) 

genügen,  und  es  sind  die  m  +  2n  +  2  Per.  Char.  (oj),  •  •  •,  (a^, 
(A);  '")  (An +4)  unabhängig.    Indem  man  so  fortfährt,  erhält  man  den 
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XXXm.  Satz:  Jede  Gruppe  E  von  Per.  Char,  hat  eine  Basis 
von  der  Form: 

(XXXI)       ißt),  "*,  ißin)y       (ß^n  +  lßin-^i)}    '"y    (An  +  Sm-l  A»  +  2m)^ 

^ö  (ßi\  '">  ißin-^ind  unabhängige  Per.  Chor,  sind,  von  denen  je  zwei 
azygetisch  sind. 

Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  geht  aus  einer  Gruppe 
von  Per.  Char.  immer  wieder  eine  Gruppe  von  Per.  Char.  hervor; 
dabei  bleibt  nicht  nur  der  Bang  r  der  Gruppe  selbst^  sondern  auch 
der  Rang  m  ihrer  syzygetischen  Untergruppe  ungeandert.  Aus  dem 
XXXTTT.  Satze  folgt  aber  zusammen  mit  dem  XVIII.  Satze,  daß  man 
auch  umgekehrt  durch  lineare  Transformation  von  jeder  Gruppe  zu 
jeder  anderen  von  gleichem  Range  und  gleichem  Range  der  syzyge- 
tischen Untergruppe  gelangen  kann. 

Zu  den  2^  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  gibt  es 
stets  2*^-''  Per.  Char.,  welche  zu  allen  Per.  Char.  von  E  syzygetisch 
sind,  sie  sind,  wenn  {b^,  («j),  •••,  (O  ^"^®  Basis  von  E  sind,  die 
Lösungen  der  r  unabhängigen  Gleichungen: 

(215)  |fi,a:|  =  +  l,     |«„  a;|  =  +  1,   •  • -,   |f,,  rr  |  =  +  1 

und  bilden  selbst  wieder  eine  Gruppe  Z  vom  Range  2p  —  r,  die  man 
die  zu  E  adjungierte  Gruppe  nennt;  es  ist  dann  auch  E  die  zu  Z 
adjungierte  Gruppe.  Die  Gruppen  E  und  Z  haben  die  syzygetische 
Untergruppe  gemeinsam  und  es  ist  diese  zugleich  ihr  größter  gemein- 
samer Teiler. 

Konjugiert  zu  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  nennt  man  weiter 
eine  solche  Gruppe  H  vom  Range  2p  —  r,  deren  Basischarakteristiken 
(^i);  {Vi)}"'y  (^2p-r)  zusammen  mit  den  Basischarakteristiken  (f^), 
{b^,  •  •  •,  (f^)  von  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden.  Die  kon- 
jugierte Gruppe  H  ist  im  Gegensatze  zur  adjungierten  Z  durch  die 
Angabe  von  E  nicht  eindeutig  bestimmt,  da  jede  ihrer  Basischarak- 
teristiken durch  eine  beliebige  ihr  mod.  E  äquivalente  ersetzt  werden 
kann. 

Sind  je  zwei  Per.  Char.  einer  Gruppe  syzygetisch,  wozu  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  daß  es  je  zwei  Per.  Char.  ihrer  Basis 
sind,  so  heißt  die  Gruppe  selbst  syzygetisch.  Der  Rang  einer  syzy- 
getischen Gruppe  kann  auf  Grund  der  Relationen  (212)  nicht  größer 
als  p  sein.  Eine  syzygetische  Gruppe  vom  Range  p  heißt  eine 
Göpelsche  Gruppe. 

Um  die  Basis  einer  Göpelschen  Gruppe  zu  bestimmen,  wähle 
man  (oj)  beliebig  unter  den  2*^—1  eigentlichen  Per.  Char.  aus; 
nehme  sodann  für  (a,)  eine  der  2*^-^— 2  =  2(22^»-«- 1)  von  (0) 
und  (a^)  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung: 

(216)  \a„x\  =  +  l; 
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femer  für  (a,)  eine  der  2«^-*-  4  =  2«(2«^-*-  1)  von  (0),  (oj),  («,), 
(^^)  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichungen: 

(217)  K,a;l  =  +  1,    \a„x\  =  +  l 

und  fahre  so  fort.  Sind  x  Basischarakteristiken  (a^),  («,),  •••,  (aj 
gefunden,  so  ist  für  die  x  +  1^  eine  der  2«''-'-  2*  =  2*(2«^-**— 1) 
von  diesen  unabhängigen  Lösungen  der  Gleichungen: 

(218)  \a,,x\^  +  l,     |c^,:r|  =  +l,   ...,    |a,,^|=.+  l 
zu  setzen.     Die  auf  solche  Weise  erhaltenen: 

(219)  (2'P  -  1)(2'P-^  -  1)  ...  (2«  -  1)2*^"'^'' 
verschiedenen  Basen  Göpelscher  Gruppen  liefern  aber  nur 

verschiedene  Göpelsche  Gruppen  selbst,  da  in  einer  gegebenen  Gruppe 
vom  Range  p  die  erste  Basischarakteristik  auf  2^  —  1,  die  zweite  auf 
2^- 2  =  2(2"-*- 1),  .-.,  die  x+1^  auf  2^-2'  =  2'(2''-'-l),  ... 
Weisen  gewählt  werden  kann. 

Durch  lineare  Transformation  der  Perioden  geht  aus  einer  Göpel- 
schen  Gruppe  immer  wieder  eine  Göpelsche  Gruppe  hervor;  man  kann 
auf  diese  Weise  von  jeder  Göpelschen  Gruppe  zu  jeder  anderen  und 
zwar  jedesmal  durch 

(221)    (2'^-^)(^'^"'--i)-(^'-i)2P>^/2P^i)(2P-i--l)...(2-~l).2^ 

verschiedene  lineare  Transformationen  gelangen. 

Für  jede  Göpelsche  Gruppe  von  Per.  Char.  ist  die  adjungierte 
Gruppe  mit  der  ursprünglichen  identisch. 


§9. 
Systeme  von  Thetacharakteristiken. 

Addiert  nian  zu  dm  sämtlichen  Per.  Char,  einer  Gruppe  E  eine 
beliebige  Th.  Char.  [x]  und  faßt  die  entstehenden  2"  Charakteristiken 
als  Tli.  Giar,  auf,  so  sagt  man  von  ihnen,  daß  sie  ein  System  von  2^ 
Th.  Char.  bilden.  Man  kann  die  2**  Th.  Char.  eines  Systems  auch  als 
die  wesentlichen  Kombinationen  von  r  +  1  wesentlich  unabhängigen 
seiner  Th.  Char.  definieren.  Sind  nämlich  (a^),  (fj),  ••.,  (s^)  die  Basis- 
charakteristiken der  Gruppe  E,  so  sind  die  2'*  Th.  Char.  des  Systems 
[x],  [xfj,  [xfj],  [xa^fg],  •••  die  wesentlichen  Kombinationen  der  r+1 
Th.  Char.  [x],  [xa^],  •••,  [xfj;  diese  r+1   Basischarakteristiken  des 


Definition.    Komplex  von  koi\jug.  Syst.    Adjung.  Syst.  297 

Systems  sind  aber  wesentlich  unabhängig^  da  die  Summe  einer  ge- 
raden Anzahl  von  ihnen  sich  stets  auf  eine  Kombination  der  (jb) 
reduziert. 

Aus  einer  Gruppe  E  vom  Range  r  erhalt  man  auf  die  angegebene 
Weise  2^^"*"  verschiedene  Systeme  von  Th.  Char.,  welche  zusammen 
alle  2'^  überhaupt  existierenden  Th.  Ghar.  und  jede  nur  einmal  ent- 
halten; man  sagt  von  ihnen^  daß  sie  einen  Komplex  bilden.  Man  er- 
hält die  2*^"''  Systeme  des  Komplexes  und  jedes  nur  einmal,  wenn 
man  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  2^^"''  Per.  Char.  einer  zu 
E  konjugierten  Gruppe  H  treten  läßt*,  man  nennt  daher  auch  die 
2*p-'"  Systeme  eines  Komplexes  zueinander  hmjugiert. 

Affigiert  sollen  zwei  Systeme  von  Th.  Ghar.  heißen,  wenn  jene 
zwei  Gruppen  von  Per.  Char.  es  sind,  aus  denen  sie  abgeleitet  wurden. 

Die  2r  Per.  Ghar.  einer  jeden  Gruppe  E  von  Per.  Char.  können 
nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Bemerkten  als  die  Lösungen  der 
2p  —  r  unabhängigen  Gleichungen: 

(222)  \t„x\==  +  \,    |J„x|  =  +  l,  ..-,   |g„_„a;|  =  +  l 

definiert  werden,  in  denen  (g,),  (^),  •••,  (Sjt«_r)  Basischarakteristiken 
der  zu  E  adjungierten  Gruppe  Z  sind.  Die  2'*  Lösungen  der  all- 
gemeineren Gleichungen: 

(223)  I  gl,  a;  H  (-  \)\   I S»,  a;  |  -  (- 1)\  •  •  •,  |  g,,.,, « j  -  (- 1)'»'-, 

in  denen  die  S  vorgegebene  Zahlen  0,  1  seien,  bilden  ein  System  K 
von  2^  Th.  Char.,  welches,  da  man  sie  durch  Addition  einer  beliebigen 
seiner  Th.  Char.  zu  den  2''  Per.  Char.  der  Gruppe  E  erhält,  dem  zu 
dieser  Gruppe  gehörigen  Komplexe  entnommen  ist,  und  es  entsprechen 
den  2^^"''  konjugierten  Systemen  dieses  Komplexes  genau  die  2*^"'* 
Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p  —  r*^  Klasse  der  Elemente 
0,  1,  die  an  Stelle  von  d^,  d,,  •••,  8%p^r  treten  können,  sodaß  also 
die  Zahlen  dj,  dg,  •••,  d^^^^  willkürlich  gewählt  werden  können,  durch 
ihre  Angabe  aber  das  System  K  eindeutig  bestimmt  ist. 

Es  soll  jetzt  die  Anzahl  der  unter  den  2^  Th.  Char.  eines  Systems 
K  vorkommenden  geraden  und  ungeraden  Th.  Char.  ermittelt  werden. 
Bezeichnet  man  die  erstere  mit  g^  die  letztere  mit  u,  so  ist: 

(224)  g  +  u  =  2r,    g-u^^ls], 

w 

wenn  man  die  letzte  Summe  über  alle  2^  Th.  Ghar.  des  Systems  er- 
streckt. Es  sei  nun  (aj,  •••,  (a^,  (/Jj),  •••,  (/JjJ  eine  normale  Basis 
der  dem  Systeme  K  zu  gründe  liegenden  Gruppe  von  Per.  Char. 
Jede  Th.  Char.  des  Systems  K  hat  die  Form: 

(225)  H=>[x+i«+i^],         e:;i:::::r,) 
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and  es  ist  dann: 

(226)   k|  =  |x+i'«+i'/j|  =  |i'a|.|i'a,x  +  i'^|.|x  +  i'/j| 

=  |i«|.|ia,x|.|x+i/j|, 
also: 

(227)    i7-«=(2'ii«i-ii'«.*i)(2'i«+i''^i)' 

wo  in  der  ersten  Summe  an  Stelle  von  CS'«)  alle  2"*  Kombinationen 

der  Per.  Char.  (a),  in  der  zweiten  an  Stelle  von  (^ß)  alle  2*"  Kom- 
binationen der  Per.  Char.  (/3)  zu  treten  haben.     Nun  ist  aber: 

(228)  ^|i'«|-|i'a,x|=n'(l  +  |aj|a„x!) 

m 

und  es  hat  daher  die  Summe  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  und  zwar  den  Wert  2*",  wenn  die  Th.  Char.  [xaj,  [xa,],  •  •  •, 
[xa^]  sämtlich  denselben  Charakter  wie  [x]  besitzen.  Bezeichnet  man 
also  mit  d  eine  Größe,  die  Eins  ist,  wenn  die  Gleichungen 

(229)  ix|  =  |xa,|  =  |x«,r=...  =  |x«^| 

bestehen,  dagegen  Null,  wenn  diese  Gleichungen  nicht  bestehen,  so  ist: 

(230)  2'li'«l-l-2'«,x|  =  *-2™. 

V 

Die  2*"  Th.  Char.  [x  +  ^  ß]  sind  die  wesentlichen  Kombinationen  der 
2n  +  1  wesentlich  unabhängigen  und  zu  je  dreien  azygetischen 
Th.  Char. 

(231)  [^o']  =  M,     [ßi]-[^ßiU   '".   [ßinl-l^ß^nl 
und  es  ist  daher  mit  Rücksicht  auf  Formel  (81): 

(232)  2l*  +  i'/»l=-ÄKl  +  »l''o'l)(l  +  »"l/'i'l)"-(l  +  »l/'.'.l) 

-(l-ii/}o'|)(l-t|A'|)---(l-»-;^,'.l)]. 
Sind  also  von  den  2n+  1  Th.  Char.  (231)  s  ungerade,  so  ist: 
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(233)  2'lx+i'^i-fi[(i-»')'(i+»r-^*--(i+0'(i-»?"-^'-] 

=  ^.2'.(2»)-'L(i+i)-(-i)— (1-03 

=  ±2-, 
je  nachdem  n  —  s  =  0,  1  oder  =  2,  3  (med.  4)  ist,  oder: 

(234)  2'l''+i^l  =  (-l)*''"'"'"""2-- 
und  daher  endlich: 

(235)  </-u  =  d(-l)*'—- '"-"2-»-^-. 
Man  hat  daher  vorläufig: 

(236)  ^  =  2— [2-  +  d(-l)^^-- '><"-'], 
«  =  2'»-^-i[2--d(-l)*^ '""-"]. 

Anwendung  auf  die  GKSpelsohen  Systeme:  Die  am  einer  Göpd- 
sehen  Crruppe  von  Per.  Char.  abgeleiteten  Systeme  von  Th,  Char.  werden 
Göpelsche  Systeme  genannt.  Die  2^  Th,  Char.  eines  Göpelsehen  Systems 
können  auch  als  die  wesenüichen  Kombinationen  von  p  +  1  wesentlich 
unabhängigen,  zu  je  dreien  syzygetischen  Th.  Char.  definiert  werden. 

Für  ein  Göpelsches  System  ist 

(237)  m=^p,    w=-0,    s  =  0, 
also: 

(238)  g  =  2P-^(l  +  d),    M  =  2^-1(1 -d). 
Sind  daher  die  p  +  1  Basischarakteristiken: 

(239)  K']  =  M,    M  =  [x«i],   •••,   [<l  =  [xa,] 

alle  von  demselben  Charakter,  so  ist  g  =»2Py  w  =  0;  es  sind  also 
auch  die  Basischarakteristiken  immer  gerade,  niemals  ungerade.  Sind 
dagegen  nicht  alle  Basischarakteristiken  gerade,  so  ist  g^2^'^, 
u=-2p'\  und  da  nach  Formel  (80)  die  wesentlichen  Kombinationen 
von  syzygetischen  geraden  Th.  Char.  alle  auch  gerade  sind,  so  kann 
man  die  Basis  des  Göpelschen  Systems  in  diesem  Falle  so  wählen, 
daß  p  ihrer  Th.  Char.  gerade  sind  und  nur  die  p  +  1**,  etwa  [a^] 
ungerade  ist,  und  es  sind  dann  die  2^"^  geraden  Th.  Char.  des 
Systems  die  wesentlichen  Kombinationen  der  p  geraden  Basischarakte- 
ristiken, während  die  2^"^  ungeraden  Th.  Char.  des  Systems  alle  die 
ungerade  Basischarakteristik  [uq'^  enthalten  und  daher  die  wesent- 
lichen Kombinationen  der  p  Th.  Char.  [a^'],  [a^  a^  «,'],  [oq'  a/  Oj'],  •  •  •, 
[oo'o^'a^']  sind.    Es  bilden  also  sowohl  die  2^'^  geraden,  als  auch  die 
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2'*"^  ungeraden  Th.  Ghar.  eines  Göpelschen  Systems  f&r  sich  ein 
System  von  Th.  Char.;  für  das  erstere  ist  g  =  2^"^  ti  =  0,  för  das 
letztere  p  =  0,  u  =  2^'~\    Die  p  Gleichungen: 

(240)  K,»|  =  (-lA     i«„a:|  =  (-l/»,   •  •  •,    ia,,x\^(-l)\ 

wobei  die  d  vorgegebene  Zahlen  0^  1  seien,  haben  2^  Lösungen; 
diese  werden  aus  einer  unter  ihnen  erhalten,  indem  man  zu  ihr  die 

2^  Per.  Char.  der   Göpelschen  Gruppe  (^cc)  addiert,  sind  also  die 

X 

2P  Th.  Char.  eines  Göpelschen  Systems  des  zur  Gruppe  CS'«)  ge- 
hörigen Komplexes,  und  es  entsprechen  den  2^  Systemen  des  Kom- 
plexes die  2^  Variationen  mit  Wiederholung  zur  p^^  Klasse  der  Ele- 
mente 0,  1,  die  an  Stelle  von  d^,  •••,  S^  treten  können.  Verlangt 
man  speziell: 

(241)  'ai,a;;  =  jai!,     ka^^HkaL     "j   1^^1  =  1^'^ 
so  ist: 

(242)  \a,x\^\a^x- ^1^:^1  =  1:^1; 

dadurch  ist  also  das  in  jedem  Komplexe  vorkommende  einzige  System 
charakterisiert,  das  aus  lauter  geraden  Th.  Char.  besteht 

XXXrv.  Satz:  In  jedem  Komplexe  von  2^  Oöpdschen  Systemen 
gibt  es  eines y  das  aus  2^  geraden  Th,  Ghar,  besieht;  jedes  der  2^—  \ 
anderen  Systeme  enthält  2^-^  gerade  und  2^"*  ungerade  Th,  Char. 

Man  kehre  nun  zum  allgemeinen  Falle  zurück.  Sei  r  =  m  +  2n 
^^^  [yol  [yi]>  •  •  'y  [yJ  irgend  eine  Basis  des  Systems  K.  Bezeichnet 
man  dann  mit  f  die  Anzahl  der  Lösungen  der  Gleichungen: 

(243)  |y„x!-|yo|,     \y^x\^\y,\,   •  •  •,   |y,x|  =  |yj, 
SO  ist 

{2U)f=^,^[il  +  \y,\\y,e\)il  +  \y,\\y,sO^^^(l  + 
^       w 

WO  [e]  alle  2*^  Th.  Char.  durch^uft.  Führt  man  auf  der  rechten 
Seite  die  Multiplikation  aus,  so  wird  das  erste  Glied  der  Summe: 

(245)  2^-^'"' 

irgend  ein  anderes  Glied  aber  von  der  Form: 

(246)  2'ly/.l-lyM«i-lnMy,«l---=2'l*l-l''yJ-l'l-l*'y'l-- 

w 
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wenn  q  die  Anzahl  der  hier  yorkommenden  TL  Char.  [y]  bezeichnet. 
Ist  Q  gerade^  so  ist  diese  Summe  NuU^  ist  q  ungerade^  so  ist  sie: 

(247)  2'l*l-l^'yMn--H2lyMn---ll*y.y.--Hly.n-l-2^, 

w  w 

und  es  ist  daher: 

(248)  f''~^[2''  +  2'2\y,y,--\], 

WO  die  letzte  Summe  über  alle  wesentlichen  Kombinationen  der  TL 
Char.  [y],  d.  h.  über  alle  Th.  Char.  des  Systems  K  zu  erstrecken  ist. 
Wegen  (235)  hat  man  daher  endlich: 

(249)  /•=  -^,  [2*P  +  2P*(-  l)*^*~'~'^^*""'V+"] 

^  2P— ^[2P—  +  *(-  1)*^ ^^^""'Y 

Für  d  =  1,  i»  +  n=-p  ergibt  sich: 

(250)  /•-  2«-^[l  +  (-  i)i<— '-^>^»->] 

und  man  schließt  daraus,  da  f  jedenfalls  nicht  Null  ist,  weil  eine 
Losung  [x]  »  [0]  der  Gleichungen  (243)  stets  yorhanden  ist,  daß  in 
diesem  Falle  (n  —  s  —  1)  (n  —  5)  =  0  (mod.  4),  also  ^r  —  w  =  2^  ist. 

XXXV.  Satz:   Äu8  den  2^  Per.  Char.  einer  Gruppe  mit  der  nor- 
malen Basis: 

(xxxm)  («x),-,(0,  OJi),-,(AJ  (Zt'nTpl 

sei  durch  Addition  der  Th.  Char.  [x\  ein  System  von  Th.  Char.  ab- 
geleitet. Bezeichnet  ma/n  da/nn  mit  g  die  Anzahl  der  geraden,  mit  u 
die  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  2^  ITi.  Char.  des  Systems,  so  ist: 

(XXXIV)  p-2«+«-H2»  +  *(-l)^,    M  =  2«+"-H2«-*(-l)^J, 
wo  zur  Abkürzung  tf  =  ^  (w  —  s  —  1)  (n  —  s)  gesetzt  ist;  also: 

(XXXV)  ^  -  w  =  *(-  1)^2^+'«. 

Biibei  bezeichnet  d  eine  Größe,  die  1  oder  0  ist,  je  nachdem  die  m  + 1 
Th.  Char.  [x],  [xc^],  •••,  [xa^  aUe  von  demselben  Charakter  sind  oder 
nicht,  s  aber  die  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  2n  +  1  1%.  Char. 
[x],  [x/Ji],  •••,  [xftj.  ü»  Falle  m  +  n^p  und  d=l  ist  zudem 
6  immer  gerade,  also  g  —  u=^2P,  sodaß  der  größte  Wert,  den  g  —  u 
erreicht,  2P  ist,  der  kleinste  aber  —  2^"^ 


Daß  diese  äußersten  Werte  yon  g  —  u  wirklich  erreicht  werden, 
zeigen   ein   Gopelsches   System   yon  2^  geraden  TL  Char.   und   das 
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System  der  2^"*  ungeraden  Th.  Char.  in  einem  nicht  aus  lauter  ge- 
raden Th.  Char.  bestehenden  Göpelschen  Systeme. 

In  einem  besonderen  Falle  soll  die  Frage  nach  der  Anzahl  der 
geraden  und  ungeraden  Th.  Char.  eines  Systems  weiter  verfolgt 
werden.  Es  sei  Ä  eine  syzygetische  (Jruppe  von  Per.  Char.  vom 
Range  m  mit  den  Basischarakteristiken  (a^),  (cc^),  '•-,  (a^).  Die  m 
Gleichungen: 

(251)  :a.,x|-(-l)'S     |a„rrl  =  (-lA   •  •  •,   | «,, a; |  =  (- 1/« 

bestimmen  dann  die  2**^"*"  Th.  Char.  eines  Systems  und  liefern,  wenn 
man  für  die  d  auf  alle  möglichen  Weisen  die  Werte  0,  1  setet,  die 
2^  Systeme  eines  Komplexes.  Von  diesen  Systemen  ist  jenes,  L,  aus- 
gezeichnet, dessen  Th.  Char.  [A]  speziell  durch  die  Gleichungen: 

(252)  \a,,k\^\a,\,     |«„A|  =  |a,|,   •  • -,    \a^,X\-^\aJ 

bestimmt  sind.  Es  ist  nämlich  dann  nicht  nur  infolge  der  letzten 
Gleichungen 

(253)  |A|  =  |AaJ  =  iA«,|  =  --.  =  |i«„i 

sondern,  da  die  Per.  Char.  (oi),  (o^),  •••,  (cc^)  paarweise  syzygetisch 
sind,  für  jede  Per.  Char.  (a)  der  Gruppe  Ä: 

(254)  |a,A|  =  |a|     also     |Aa|  =  |A|, 

d.  h.  aber,  es  sind  je  2"*  Th.  Char.  des  Systems  L,  welche  einander 
mod.  A  äquivalent  sind,  von  gleichem  Charakter.  Solche  2~  Th. 
Char.  bilden  aber  selbst  ein  System  K  von  Th.  Char.  vom  Range  m 
aus  dem  zur  Gruppe  A  gehörigen  Komplexe.  Es  zerfällt  also, 
wenn  man 

(255)  p  —  m  =  q 

setzt,  das  System  L  in  2^«  Systeme  K^,  K^,  •••  vom  Range  m  derart, 
daß  stets  die  2"*  Th.  Char.  eines  solchen  Systems  gleichen  Charakter 
besitzen.  Nennt  man  nun  ein  System  K  gerade  oder  ungerade,  je 
nachdem  seine  2^  Th.  Char.  gerade  oder  ungerade  sind,  und  g  die 
Anzahl  der  geraden,  u  die  Anzahl  der  ungeraden  unter  den  Systemen 
Ky  aus  denen  L  besteht,  so  ist: 


(256)  g  +  u^2^%    g-u 


F^i'i' 


wenn  diese  Summe  über  alle  Th.  Char.  [A]  des  Systems  L  erstreckt 
wird.    Nun  ist  aber  auf  Grund  der  Gleichungen  (252): 

(257)    y\x\  =~r2(i  +  ku^lKI)-(i  +  !«.,^ll««l)!^!/ 

[3]  ^      [•! 

wo  nunmehr  die  Summe  über  alle  2**^  überhaupt  existierenden  Th. 


Die  zu  einer  syzyg.  Gruppe  von  Per.  Char.  geh.  Systeme  von  Th.  Char.     303 

Char.  ausgedehnt  wird.  Führt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Glei- 
chung die  Multiplikation  aus,  so  liefert  irgend  ein  Glied  des  Pro- 
duktes die  Summe: 

(258)  2|a„HI«J---|V*ll%ll*l=2l«^-V^!l^^--|«,lkl 

[•]  [•] 

und  es  besitzt  daher  die  ganze  Summe,  da  die  Anzahl  der  Glieder 
des  Produkts  2^  beträgt,  den  Wert  2p+™   und  endlich  ist: 

(259)  5f  -  M  =  2«. 

Aus  den  angegebenen  Werten  von  g  +  u  und  g  —  u  ergibt  sich  aber: 

(260)  5r  =  2«-i(2«+l)=^^,    u^  2^'\2^ -- 1)  ^u^. 

Die  2'^  Systeme  K  vom  Range  m,  in  welche  nach  obigem  das  System 
L  zerfallt,  verhalten  sich  also  hinsichtlich  der  Anzahlen  der  geraden 
und  ungeraden  unter  ihnen  genau  wie  die  2*«  g-reihigen  Th.  Char. 
Das  gefundene  Resultat  kann  man  aber,  indem  man  von  dem 
Systeme  L  ganz  absieht,  folgendermaßen  aussprechen: 

XXXVI.  Satz:  Ist  A  eine  syzygetische  Gruppe  von  Per.  Char, 
vom  Bange  m,  so  gibt  es  unter  den  2*^-"*  aus  ihm  durcJi  Addition 
einer  Th,  Char,  [x]  hervorgehenden  Systemen  von  je  2^  TIi,  Giar,  2*« 
(q^ p  —  m),  deren  2"*  Th,  Char,  sämtlich  von  demselben  Charakter 
sind,  und  zwar  g  =  2?"^  (2«  +  1)  Systeme^  die  aus  lauter  geraden  und 
M^  =  2«-  ^  (2«  —  l)  Systeme f  die  aus  lauter  ungeraden  Th,  Giar,  bestehen. 

Diese  2*«  Systeme  von  je  2"*  Th.  Char.  gleichen  Charakters  seien 
mit  K^f  K2,  •••  bezeichnet.  Sind  dann  K^  mit  den  Th.  Char.  [x^a], 
K^  mit  den  Th.  Char.  fx^a]  und  E^  mit  den  Th.  Char.  [x,a],  wo 
jedesmal  an  Stelle  von  (a)  die  2^  Per.  Char.  der  Gruppe  A  zu  ireten 
haben,  irgend  drei  unter  ihnen,  so  ist  K^  mit  den  Th.  Char.  [x^XjXja] 
ein  viertes,  da  alle  Systeme  K  zusammen  selbst  ein  System  L  bilden, 
also  jede  wesentliche  Kombination  irgend  welcher  ihrer  Th.  Char. 
wieder  in  ihnen  enthalten  sein  muß.  Sind  femer  [x^],  [xj],  [x,]  syzy- 
getisch  oder  azygetisch,  so  sind  es  auf  Grund  der  Gleichung  (69) 
auch  irgend  drei  andere  aus  K^y  JE^,  K^  beziehlich  genommene  Th. 
Char.,  und  man  kann  also  die  Begriffe  „syzygetisch^'  und  „azygetisch^' 
auf  die  Systeme  K  selbst  anwenden.  Jetzt  kann  man  weiter  aus  den 
2*«  Systemen  auf  mannigfache  Art  2q  +  2  zu  je  dreien  azygetische 
herausgreifen,  diese  bilden  dann  ein  „Fundamentalsystem^^  in  dem 
Sinne,  wie  2q  +  2  zu  je  dreien  azygetische  g- reihige  Th.  Char., 
indem  man  aus  ihnen  in  der  gleichen  Weise  jedes  der  übrigen 
Systeme  zusammensetzen  kann  und  auch  in  der  gleichen  Weise  wie 
dort   von  einer  Schar  von  Formen  die  samtlichen  geraden  Systeme, 


304  Vn.  9.   Systeme  von  Thetacharakteristiken. 

Yon  einer  zweiten  die  samtlichen  ungeraden  Systeme  geliefert  erhält.' 
Oder  man  kann  auch  „Hauptreihen"  von  2q  +  1  Systemen  K  bilden, 
welche  von  gleichem  Charakter  und  zu  je  dreien  azygetisch  sind; 
ihre  wesentlichen  Kombinationen  liefern  die  sämtlichen  Systeme  K 
und  zwar  die  Kombinationen  ö**',  9*®',  •  •  •  Ordnung  jene,  welche  von 
gleichem,  die  Kombinationen  3**',  1^,  •  •  •  Ordnung  jene,  welche  von 
entgegengesetztem  Charakter  sind,  wie  die  Systeme  der  Hauptreihe. 

Durch  lineare  Transformation  geht  ein  System  von  Th.  Char. 
immer  wieder  in  ein  System  von  Th.  Char.  über;  sind  dabei  [oj], 
[^1  • " '}  [*^m+i]  ♦w  +  1  Basischarakteristiken  des  ursprünglichen  Systems, 
so  sind  es  die  w  +  1  daraus  durch  die  vorliegende  lineare  Transfor- 
mation hervorgehenden  Th.  Char.  [oj],  [o^],  •••,  [«m+il  ^  ^^  neue. 
Da  bei  diesem  Übergange  eines  Systems  von  Th.  Char.  in  ein  anderes 
eine  gerade  Th.  Char.  immer  wieder  in  eine  gerade,  eine  ungerade 
Th.  Char.  immer  wieder  in  eine  ungerade  übergeht,  weiter  aber  drei 
syzygetische  TL  Char.  immer  wieder  in  drei  syzygetische,  drei  azy- 
getische  Th.  Char.  immer  wieder  in  drei  azygetische  übergehen,  so 
können  nur  solche  Systeme  von  Th.  Char.  durch  lineare  Transforma- 
tion ineinander  übergeführt  werden,  bei  denen  jeder  geraden  Th. 
Char.  des  einen  auch  eine  gerade  Th.  Char.  des  anderen;  drei  syzyge- 
tischen  bez.  azygetischen  Th.  Char.  des  einen  auch  drei  syzygetische 
bez.  azygetische  Th.  Char.  des  anderen  entsprechen.  Insbesondere  • 
geht  durch  lineare  Transformation  ein  Göpelsches  System  von  Th. 
Char.  immer  wieder  in  ein  Göpelsches  System  von  Th.  Char  über, 
und  speziell  eines  aus  lauter  geraden  Th.  Char.  bestehendes  immer 
wieder  in  ein  solches.  Dieser  Übergang  kann  noch  genauer  angegeben 
werden. 

Ist  nämlich  K  jenes  einzige  System  in  dem  zu  einer  Göpelschen 
Gruppe  A  von  Per.  Char.  gehörigen  Komplexe,  welches  aus  2**  geraden 
Th.  Char.  besteht,  und  geht  die  Göpelsche  Gruppe  Ä  durch  die  vor- 
liegende lineare  Transformation  in  die  Göpelsche  Gruppe  B  über,  so 
geht  das  genannte  System  K  in  jenes  einzige  System  L  in  dem  zur 
Gruppe  B  gehörigen  Komplexe  über,  welches  aus  lauter  geraden 
Th.  Char.  besteht.  Da  man  nun  weiter  durch  lineare  Transformation 
von  jeder  Göpelschen  Gruppe  Ä  zu  jeder  anderen  B  gelangen  kann, 
so  kann  man  auch  durch  lineare  Transformation  von  jedem  aus  2^ 
geraden  Th.  Char.  bestehenden  Göpelschen  Systeme  K  zu  jedem 
anderen  derartigen  L  übergehen. 

Ein  System  von  Th.  Char.  geht  weiter  durch  Addition  einer  be- 
liebigen Th.  Char.  zu  seinen  sämtlichen  Th.  Char.  wieder  in  ein 
System  von  Th.  Char.  über;  von  den  auf  diese  Weise  aus  einem 
Systeme  ableitbaren  Systemen  sagte  man  oben,  daß  sie  einen  Kom- 
plex bilden.  Nimmt  man  dieses  Resultat  mit  dem  vorher  aus- 
gesprochenen zusammen,  so  erhält  man  den 
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XXXVn.  Satz:  Bwrch  die  beiden  Proeesse  der  linearen  Trans- 
formation und  der  Addition  einer  beliebigen  Th.  Cha/r,  zu  den  sämt- 
lichen Th,  Cha/r.  eines  Systems  geht  ein  System  von  Th,  Cha/r.  immer 
wieder  in  ein  System  von  Th.  Char.  über.  Man  kann  insbesondere  auf 
diese  Weise  von  jedem  Oöpelschen  Systeme  zu  jedem  anderen  gelangen. 

Der  Inhalt  der  beiden  letzten  Paragraphen  rührt  von  Frobenius*)  her; 
vgl.  dazu  auch  Schottky'). 


Zweiter  Abschnitt. 
Die  Additionstheoreme  der  Thetafünktlonen. 

§10. 

Die  Biemaniiflohe  ThetaformeL 

Man  gehe  auf  den  XVI.  Satz  pag.  91  zurück,  setze  darin  n  =  4 
und  lasse  an  Stelle  des  Systems  der  16  Zahlen  c^"^)  {q^  tf  =  1,  2,  3,  4) 
das  spezielle  den  Gleichungen  (LVJLl)  für  den  Wert 

(261)  r  =  2 
genügende  Zahlensystem: 

+  1,     +1,     +1,     +1, 

(262)  +  ^'     +  ^>     ~  ^'    ^^> 
+  1,    -1,     +1,    -1, 

+  1,    -1,    -1,    +1 

treten.     Setzt  man  dann  femer,  indem  man  unter  den  17,  rf^  q,  q\  ö,  e' 
ganze  Zahlen  versteht: 


(263) 


1)  Frobenius,  Über  Gruppen  von  Thetachar.  J.  für  Math.  Bd.  96.  1884, 
pag.  81  und  schon  früher:  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  f.  Math.  Bd.  89. 
1880,  pag.  186. 

2)  Schottky,  Zur  Theorie  der  Abel'schen  Fonct.  etc.  J.  für  Math.  Bd.  102. 
1888,  pag.  804. 

Krftier,  Tbetafanktionen.  20 


(266) 
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SO  wird: 

(264)      ^''-2'?M  +  P.  +  '.'    ^;'  =  «»/.»    ^m''-'/.'    ^*'-0' 

und   das   auf  der  rechten  Seite   von  (LVIII)  stehende  Thetaprodakt 
geht^  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

(265)  «;,"+«!:'+<>+<>=.*„  ^j'+/j?'+/J!f>+<^=*; 

setzt  und  beachtet^  daß  dann: 

S^')  -  *,  -  2(«<«)  +  aj'),    ^;>  -  .,  -  2(««  +  aj'), 

(A«  =  l,2,    ••,11) 

wird,  unter  Anwendung  der  Formel  (VIII)  über  in: 

(267)  (-  ly' 

Da  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (LVlil)  hinter 
dem  Thetaprodukte  stehende  Exponentialgröße  gleich 

(268)  (- 1)"=' 

wird,  so  erhält  man  aus  der  Formel  (LVIII)  zunächst  die  Formel: 

P 

(269)  =2"  (-!)"'' 

In  dieser  Gleichung  bezeichnet  s  die  Anzahl  der  Normallosungen 
des  Kongruenzensystems: 


0,  0,  1,  1; 

0,  1,  0,  1; 

1,  0,  0,  1; 

1,  0,  1,  0; 

1,  1,  1,  1 
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3f»  +  ic<»)  +  jB<»)  +  «<*)  =  0  (mod.  2), 

(270)  ^**  +  a^»'  -  «<»)  -  :t<*)  =  0  (mod.  2), 
yP)  _  a(.i)  +  a^«)  _  a^4)  =  0  (mod.  2), 
a^J)  _  ie(»)  _  ir<»)  +  ir<«)  =  0   (mod.  2). 

Diese  vier  Kongruenzen  sind  aber  erfOllt,  sobald  die  erste  von  ihnen 
besteht,  und  da  diese  8  Normallösangen,  nämlich 

af>\  a^»),  3ß\  «<♦)  =  0,  0,  0,  0; 

(271)  0,  1,  1,  0; 

1,  1,  0,  0; 
besitzt,  so  ist 

(272)  s-8. 

Auf  der  rechten  Seite  von  (269)  ist  endlich  die  Summation  in  der 
Weise  auszuführen,  daß  fOr  ft  =  1,  2,  ■• -,  |)  an  Stelle  des  Systems 
der  4  Größen  a*",  a^*\  «If^  a^*^  und  ebenso  an  Stelle  des  Systems  der 
4  Größen  ß^^\  pf^^\  /jjf\  ^l^\  unabhängig  von  einander,  die  16  Varia- 
tionen mit  Wiederholung  zur  4*^  Klasse  der  Elemente  0,  1  treten. 
Berücksichtigt  man  aber,  daß  dabei  die  Größe  ^^  bez.  £^  achtmal 
der  Zahl  0  und  achtmal  der  Zahl  1  nach  dem  Modul  2  kongruent 
wird,  und  daß  das  allgemeine  Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von 
(269)  stehenden  Summe  seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  eine 
Zahl  £^  oder  a^  durch  eine  ihr  nach  dem  Modul  2  kongruente  er- 
setzt, so  erkennt  man,  daß  diese  Summe  das  8'^-fache  jener  Summe 
ist,  die  aus  ihrem  allgemeinen  Gliede  hervorgeht,  wenn  man  jede 
Größe  €f^  bez.  s^  einmal  den  Wert  0  und  einmal  den  Wert  1  an- 
nehmen läßt,  also  an  Stelle  von  [s]  der  Reihe  nach  die  2'^  Th.  Char. 
setzt  Indem  man  noch  linke  und  rechte  Seite  durch  8*^  teilt  und 
die  von  den  Summationsbuchstaben  £,  e'  unabhängigen  Teile  der  Ex- 
ponentialgröße  auf  die  linke  Seite  der  Gleichung  stellt,  erhält  man 
das  folgende  Endresultat: 

XXXVnL  Satz:  Biemannsohe  Thetaformel.    Sind  die  Variablen 
durch  die  Gleichungen: 

(XXXVI)  2.^  -«>•  +«.  -«.  -^  '  ,.=..«...) 


oder: 


f 

"f    ' 

h 

/* 

>    ' 

2 

"?' 

= 

€'- 

<' 

+ 

< 

— 

»?'. 

2 

<' 

= 

ft 

»? 

— 

< 

+ 

<'. 

20* 
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2«J'  =  «i^' +  «?  +  <«  +  <>, 

(Tfxxvn) 

*"*/.      V      >      >  ^^/i  ' 

Ou=i.», 

••.j») 

und  seiet  man 

p 

*[.]- 

(- 

.ir=* 

(xxxvm)  , 

SO  bestehen  zwischen  den  Größen  x  und  y  die  Gleichungen: 

(XXXIX)  2Pyj,3=»^|f,i?|a;j.„ 

w 

hei  denen,  wie  im  ersten  Abschnitte  zur  Äbkürfsung: 

p 

(XL)  \s,fi\^i^iy-' 

gesetzt,  die  SummcMon  über  aUe  2*p  Th.  Chor.  [b\  auszudehnen  ist  und 
[fi]  eine  bdidnge  Th.  Chor.,  (p),  (ö)  aber  beliebige  Per.  Chor,  bezeichnen. 

Man  wird  dazu  bemerken ,  daß  die  Gleichungen  (XXXIX)  in 
sich  übergehen^  wenn  man  die  Charakteristiken  \i\,  [tj],  {q),  (ff)  durch 
ihnen  kongruente  ersetzt^  vorausgesetzt  nur,  daß  diese  Ersetzung 
jedesmal  überall  geschieht,  wo  diese  Charakteristiken  yorkommen; 
dagegen  ist  es  nicht  gestattet,  die  Charakteristik  einer  einzelnen 
Thetafunktion  etwa  [s  +  q  +  6]  durch  eine  ihr  kongruente  z.  B.  im 
Falle  (ö)  =»  (fi)  durch  [s]  zu  ersetzen.  Solche  Reduktionen  dürfen 
stets  nur  unter  Benutzung  der  Formel  (VIII)  vorgenommen  werden. 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (XXXIX)  die  Per.  Char.  (fi\ 
(ö)  festgehalten  und  laßt  an  Stelle  von  [17]  der  Reihe  nach  die  2'^ 
Th.  Char.  treten,  so  entsteht  daraus  ein  System  S  von  2'^  Glei- 
chungen, welche  alle  auf  ihren  rechten  Seiten  die  nämlichen  2*^ 
Größen  x^^^  haben;  aus  den  2*^  Gleichungen  dieses  Systems  S  sollen 
im  Folgenaen  durch  lineare  Verbindung  neue  Gleichungen  zwischen 
den  Größen  x  und  y  abgeleitet  werden. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  (o^),  (o,),  •••,  (a^)  irgend  m 
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unabhängige  Per.  Char.,  bilde  zu  ihnen  als  Basis  die  zugehörige 
Gruppe  A  von  r  =  2~  Per.  Char.  (a^),  (%),  •••,  (a^_i)  und  lasse  in 
der  Gleichung  (XXXIX)  an  Stelle  von  [rj]  der  Reihe  nach  die  r 
Th.  Char.  [qa^j  ['»^ötj,  •••,  [i?a^_i]  treten,  indem  man  unter  [iy]  wieder 
eine  beliebige  Th.  Char.  versteht.  Diese  r  Gleichungen  multipliziere 
man,  indem  man  mit  [g]  ebenfalls  eine  beliebige  Th.  Char.  bezeichnet, 
mit  |S;  ^ol' I&  ^il? '"9  I&  ^r-i  I  ^^^  addiere  sie  zu  einander.  Man 
erhält  dann  zunächst  die  Gleichung: 

(273)         2p'^\i,a^\yi,a^-^\B,n\xS^\Bt,a^\). 

In  dieser  Gleichung  besitzt  die  am  Ende  stehende  Sunmie 


r— 1 


(274)  ^|fS,a,l  =  J7(l  +  l^f'^l) 

nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert 
2^,  wenn  die  Per.  Char.  (tg)  zu  den  m  Basischarakteristiken  (c^),  •••, 
(a^)  und  daher  zu  allen  r  Per.  Char.  der  Gruppe  A  syzygetisch  ist; 
solcher  Per.  Char.  gibt  es,  wie  pag.  295  angegeben  wurde,  im  ganzen 
5  =  2*^""'  und  sie  bilden  die  zu  A  adjungierte  Gruppe  B  von 
Per.  Char.  (ft^),  (i^),  •••,  (&,_i),  deren  Basischarakteristiken  (/Jj),  (/5,), 
•••,  {ßip_m)   ^p  —  ^  unabhängige  Lösungen  der  m  Gleichungen: 

(275)  \a,,x\^+l,     |c^,a;H  +  l,   ...,    |a,,a;|  =  +  l 

sind.  In  der  auf  der  rechten  Seite  von  (273)  stehenden  Summe 
bleiben  also  nur  jene  s  Glieder  stehen,  für  welche  [£]  eine  der 
8  Th.  Char.  [tb^],  [iW  •••,  [66,_i]  ist,  und  man  erhalt,  wenn  man 
noch  linke  und  rechte  Seite  durch  2***  dividiert,  das  Resultat: 

XXXiX.  SatB:  Sind  («o),  {(h),  ",  («r-i)  die  r^2^  Per.  Char, 
einer  hdiebigen  Ghruppe  A  vom  Bange  m,  (6^),  (&^),  •••,  (6,_i)  aber  die 
$  =  2*'^"^  Per,  Char,  der  zu  A  adjungierten  Gruppe  B,  und  bezeichnen 
[rf]  und  [g]  irgend  zwei  Th.  Char.,  so  besteht  zwischen  den  unter  (XXXVIII) 
defimerten  Größen  x,  y  die  Gleichung: 

r—l  »—1 

(XLI)  2P-»^|&aJyf     ,=.|g,i?|2'l%*al%M, 

aus  der  insbesondere  für  m  =»  p  „die  halbe  Urnkehrwng  der  Biemann- 
schen Thetaformd*' : 

(XLII)  ^|g,a,|yf,,,=  |g,i?l^h,M%M 

hervorgeht. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (XLI)  m  =  2p,  so  erhält  mAO,  wenn 
man  noch  linke  nnd  rechte  Seite  der  Oleichnng,  nachdem  man  aie 
mit  2p  moltipb'ziert  hat,  miteinander  yertanscht: 

(276)  »^i^-2  ^>Siyr,„ 

wo  [fi]  alle  2^P  Th.  Char.  dnrchlanft  Diese  Gleichnng  zeigt,  wenn 
man  sie  mit  der  Gleichnng  (XXXIX)  vergleicht,  daß  die  Grroßen  x 
mit  den  Gh^ßen  y  ebenso  zusammenhangen,  wie  umgekehrt  die  y  mit 
den  X'j  was  stattfinden  muß,  da  nach  den  Gleichungen  (XXXVI)  und 
(XXXYII)  die  nämliche  Eigenschaft  den  Variablen  u  und  v  zukomml 
In  der  Gleichung  (XLI)  kann  man  sowohl  Ar  [17]  wie  fttr  [{:] 
eine  jede  der  2'^  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber  auf  diese  Weise 
im  ganzen  nur  2'^  yerschiedene  Gleichungen,  die  folgendermaßen  an- 
geordnet werden  können.  Bezeichnet  man  mit  (oq'),  (o^'),  •  •  •,  (a/_  j) 
die  s  =  2*''""*  Per.  Char.  einer  zu  A  konjugierten  Gruppe  Ä\  und 
ebenso  mit  (6^'),  (fti*),  •••,  (6^'_i)  die  r  =  2"  Per.  Char.  einer  zu  B 
konjugierten  Gruppe  B'y  so  erhalt  man  samtliche  2*'  Th.  Char.  und 
zwar  jede  nur  einmal,  sowohl  wenn  man  in  der  Summe  [yiaga{\ 
als  auch  wenn  man  in  der  Summe  [t^iK^y  ^vBhrend  man  unter  [^], 
[i]  zwei  willkürlich  wahlbare  Th.  Char.  versteht,  die  Zahl  x  die 
Werte  0,  !,•••,  r  —  1  und  unabhängig  davon  die  Zahl  X  die  Werte 
0,  1,  •-,  ^  —  1  annehmen  laßt  Berücksichtigt  man  nun,  daß  sowohl 
beim  Übergange  von  [rj]  in  [ijaj  wie  auch  beim  Übergange  von  [t] 
in  [tbi]  die  Formel  (XLI)  wieder  in  sich  selbst  übergeht,  so  erkennt 
man,  daß  einerseits  [tj]  =  [^a^a/]  dieselbe  Formel  wie  [17]  =»  [^^i^ 
andererseits  [g]  =  [S^ife/]  dieselbe  Formel  wie  [g]  =  [tKl  liefert,  und 
daß  man  daher  samtliche  in  (XLI)  enthaltene  spezielle  Gleichungen 
gewinnt,  wenn  man  an  Stelle  von  [i^]  der  Reihe  nach  die  $  Th.  Char. 
des  Systems  [^«o1  [^*il>  *'*i  [^**'-il  ^^^  unabhängig  davon  an 
Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  r  TL  Char.  des  Systems  [Cfe^l 
[ihl>  "y  K^r'-il  treten  laßt.  Das  System  8'  dieser  r«-  2»'  Glei- 
chungen kann  man,  wenn  man  noch  der  EinfiEudiheit  wegen  [^]=»[g]"»[0] 
setzt,  durch  die  Formel: 


*«l 


(277)      2^-^  i  6;,  o^ !  y,>      =  ' «/,  6; !  2* '  «i',  K !  *[»' 

\i  =  <M,        ,«-1/ 

fixieren. 

Die  2^P  Gleichungen  (277)  des  Systems  S'  können  in  5  «  2»'-" 
Gruppen  von  je  r  ^  2^  Gleichungen  eingeteilt  werden,  indem  man 
zu  einer  Gruppe  alle  diejenigen  Gleichungen  zusammenfaßt^  für  welche 
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X  denselben  Wert  besitzt^  und  die  sich  daher  nur  durch  verschiedene 
Werte  von  x  unterscheiden.  In  einer  solchen  Gruppe  treten  dann 
auf  der  linken  Seite  jeder  Gleichung  immer  dieselben  2^  Größen  y 
auf,  jedesmal  mit  anderen  Vorzeichen  versehen^  wahrend  irgend 
zwei  rechte  Seiten  dieser  Gleichungen  niemals  eine  Größe  x  gemein- 
sam haben  und  die  rechten  Seiten  zusammengenommen  denmach  die 
sämtlichen  2'^  Größen  x  und  jede  nur  einmal  enthalten.  Aus  jeder 
solchen  Gruppe  kann  man  dann  durch  passende  Verbindung  der  ihr 
angehörigen  Gleichungen  rückwärts  diejenigen  2^  Gleichungen  (XXXIX) 
des  Systems  S  erhalten,  deren  linke  Seiten,  abgesehen  von  dem  Faktor 
2^,  von  den  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  Gruppe  vor- 
kommenden Größen  y  gebildet  werden,  und  die  auch  ausschließlich 
bei  der  Herstellung  der  Gleichungen  der  Gruppe  auf  Grund  der 
Formel  (XXXIX)  in  Betracht  kommen.  Entsprechend  kann  das 
ganze  System  S'  der  Gleichungen  (277)  das  ursprüngliche  System  8 
der  Gleichungen  (XXXIX),  aus  dem  es  abgeleitet  wurde,  in  jeder 
Richtung  ersetzen,  insofern  als  man  durch  passende  Verbindung  der 
2*^  Gleichungen  (277)  von  8'  rückwärts  wieder  die  2*^  Gleichungen 
(XXXIX)  von  S  erhalten  kann.  Das  System  8  der  Gleichungen 
(XXXIX)  selbst  kann  als  ein  spezielles,  dem  Werte  m » 0  ent- 
sprechendes System  8'  angesehen  werden. 

Wie  aus  der  durchgeführten  Untersuchung  hervorgeht,  ist  das 
System  8'  der  Gleichungen  (277)  vollständig  bestimmt,  sobald  die 
Gruppe  der  r  Per.  Ghar.  (a^),  (a^),  •••,  (a^_i)  gegeben  ist,  und  um- 
gekehrt. Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme  8' 
mit  der  Anzahl  aller  möglichen  Gruppen  von  Per.  Ghar.  übereinstimmt. 

Läßt  man  in  der  Formel  (XLII)  an  Stelle  der  Gruppe  A  eine 
Göpelsche  Gruppe  von  2^  Per.  Char.  treten,  so  fällt  die  (Jruppe  B 
mit  der  Gruppe  Ä  zusammen  und  man  erhält,  wenn  man  noch 
[S]  =  bÜ  setzt,  die  Formel: 

(278)  ^\V,(^r\  Vi^a,]  -2\Vy(^v\  ^ina,]  5 

V=sO  VssaO 

aus  dieser  Formel  sollen  zwei  weitere  Resultate  abgeleitet  werden. 

Man  lasse  einmal  in  den  die  Größen  x,  y  definierenden  Glei- 
chungen (XXXVm)  an  Stelle  der  Th.  Char.  [e]  und  [i?]  die  Th.  Char. 
[ijaj  und  gleichzeitig  an  Stelle  der  Per.  Char.  ((>),  (ö)  die  Per.  Char. 
(a^),  (aj  treten,  indem  man  mit  [rf]  eine  beliebige  Th.  Char.,  mit 
V,  Q  und  6  irgend  drei  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  2**  —  1  be- 
zeichnet. Setzt  man  dann  noch  für  zwei  beliebige  Per.  Char.  (s)  und 
(rf)  zur  Abkürzung: 

(279)  ^*.i?M  =  («)(i?)', 

(1=1 
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also: 


p  .    p 

ni   — 


(280)  (-  ly^^'        =  (-  !)(•)(•')',     e       ^^^        =  (±  i^) W, 
so  wird: 

(281)  '''"^'  "  ^~ '^""^  ^'"^  '  ^"  ^^^''^  '"^'  ' ''"' '  ''''"' '"' ''"'"'' ' 

yc,-,]  =  (-  ip'  "o''  ■  (- 1^' ''"'''  1 1?«,  I  yt',.,  a^  yüoj , 

wenn  man: 

(282)  '"'"^'^  °  i""'><'"'+''?'>[i?a,  +  «,  +  aa]([f<''])*[i?«,  +  «,1K1, 

und  entsprechend: 

(283)  ^''"*'«'  °  »•^•'''<'"'+"?'>[i?a,  +  «,  +  «<,]K'J*ha,  +  «,](i:««J, 

setzt,  und  man  wird  dabei  bemerken,  daß  diese  Größen  x{tja^a^, 
yifia^aA  bez.  %a^],  y[!;a^]  infolge  des  zum  Thetaprodukte  beigefügten 
Faktors  ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Th.  Char.  [lya^  +  aj  bez. 
[i^aj,  überall  wo  sie  auftritt,  durch  eine  ihr  kongruente  ersetzt 
Führt  man  aber  die  Größen  x',  x'\  y\  y"  in  die  Gleichung  (278)  ein 
und  multipliziert  ihre  linke  und  rechte  Seite  mit  i^"*'^  ^""d^' -  (- !/"?> ^'^'  |iy |, 
so  erhält  man,  da  nach  (72) 

(284)  |i?,«J-|i?«J-NI  =  l«J 
ist,  die  Gleichung: 

2iaj.(-iyvwVt;^a,,yc;a,, 

(285)  *^'_^ 

Nun  wähle  man  für  die  p  Basischarakteristiken  (c^),  {a^j  •  •  •,  (a^) 
der  Göpelschen  Gruppe  A  die  Größen  y\a^\  nach  Belieben  so,  daß 

(286)  (ykD*=l«J  c-i.».  -.1.) 
ist,  was  auf  2''  Weisen  geschehen  kann,  und  definiere  eine  Größe 
y\  ^i  ^x^x"  \  durch  die  Gleichung: 

(287)  >ii^;^.~=(-iy«''<"»"^--»'+<-«'<-*-^'+  Yii^^ 
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setze  auch  l/|  0 1  =  +  1.  Es  ist  dann  för  irgend  zwei  Per.  Char.  (a^), 
(a  )  der  Gopelschen  (Jruppe 

(288)        i/K^=(-if''*''*'yr«Ti>T^  (...»o.!,....«"-!) 

also: 

(289)  yT^r=  (-  ip^^'^^'(y\^'Vi^\.  (r,,^o,t,...y-x) 

Multipliziert  man  daher  linke  und  rechte  Seite  der  Qleichung  (285) 
mit  y|o.|,  80  erhalt  man: 

(290)  '=» 

und  hieraus,  indem  man  über  q  von  0  bis  2^  —  1  summiert  und  be- 
achtet, daß  dabei  für  jeden  Wert  des  Index  v  die  Per.  Char.  (a^  a  )  den 
samtlichen  Per.  Char.  (a^)  der  Göpelschen  Gruppe  und  jeder  einmal 
kongruent  wird,  endlich  die  Gleichung: 


(291)  ^A*=o 


oder: 

(292)  2'>^y^^^v^'^'     /^.r  ^'^' 


Diese  Qleichung  repräsentiert,  da  man  die  vorkommenden  Wurzel- 
werte, wie  oben  erwähnt,  auf  2^  Weisen  wählen  kann,  2^  verschiedene 
Gleichungen.  Addiert  man  dieselben  zusammen,  so  erhält  man,  da 
nur  y\0\  jedesmal  den  nämlichen  Wert  +  1  hat^  jede  andere  Wurzel 
aber  jeden  ihrer  beiden  möglichen,  durch  das  Vorzeichen  unterschie- 
denen Werte  gleich  oft  annimmt: 

( 2  y\%\^{nau^)  (  2  T^Kl^r'.;«,! ) 
(293)  2Py{,,^^'^-'  -' 


( 2  V\^\yüaJ 
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wo  der  Summationsbuchstabe  S  sieb  auf  die  2^  Systeme  verscbiedener 
Vorzeicben  bezieht,  welche  man  den  Wurzeln  erteilen  kann.  Ftllirt 
man  jetzt  noch  für  ft  =  1,  2,  •••,!)  an  Stelle  der  Variablen  t;||\  v^\ 
^Tf  ^u^  ^®^®  Variablen  u^,  v^,  a^,  b^  ein,  indem  man 

(2U)  vf-u^  +  b^,    vf^u^-h^,    «;f'  =  a,  +  v    vf (a^-v^ 

setzt,  wodurch 

(295)  «|."  =  «^  +  v    «j.*  =  «*^-V    »M-^  +  K'    «m' (%-h) 

wird,  so  erhält  man  schliefilich  die  folgende  Endformel: 

(296)  -  s  T^rnz ( 

X  [2  VW  »<"">  <""''  Hv%+ «JC« + tJ^ha^C«  -  h}] . 

Da  die  linke  Seite  der  Gleichung  (292)  von  den  Argumenten  a  und 
b  unabhängig  ist,  so  darf  man  diesen  Größen  in  verschiedenen  Gliedern 
der  auf  der  rechten  Seite  von  (296)  stehenden  Summe  S  auch  ver- 
schiedene Werte  beilegen. 

Eine  weitere  bemerkenswerte  Formel  erhält  man  aus  (278)  auf 
folgendem  Wege.    Man  setze  für  ii  '^^  1,  2,  - ",  p: 

(291)  v^^^^t^  +  u^,    vf^t^-u^,    vf^v^  +  w^,    vf^v^^w^^^ 

es  wird  dann: 

(298)  u;,^>  =  ^^,  +  t;^,    <^  =  <^-v    <^  =  ti^+ti;^,    <^-^-«',, 

und  wenn  man  Großen  £,  9;  2  durch  die  Gleichungen: 

p 

*[« + p + tf]  c* + «j  *[« + p]  c*  - «)  *[c + *]  i:» + «"j  ^[e]  {» -  »j, 

(299)  2%+'.^ 

9f  =(— iy°°* 

^(fm  +  V'M 
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definiert,  so  ist  einmal  mit  Rücksicht  auf  (XXXVill) 

(300)  Ew-'^w;    %]-\^\y[.v 

während  andererseits  die  Größen  i,  t),  }  die  Eigenschaft  besitzen, 
durch  zyklische  Vertauschung  der  Variablen  w^,  v^,  w^  ineinander 
überzugehen.    Es  folgen  daher  aus  (278)  sofort  die  drei  Gleichungen: 

(301)  ^\ny%\'\V%\   kvau)  =  2  1^'  %\  %-u^' 

und  durch  deren  Addition  die  Gleichung: 

(302)  ^Iv.a^l'il-  rV%  I)  (E[,a,]  +  9f,a^  +  ä[,a^])  »  0. 

Wählt  man  daher  die  Th.  Char.  [fj\  so,  daß  von  den  2^  Th.  Char. 
des  Gopelschen  Systems  [lya^]  (ft  =  0,  1,  •••,  2^  —  1)  2^~^  gerade 
und  2^'^  ungerade  sind,  so  fallen  aus  der  linken  Seite  von  (302) 
die  den  ersteren  entsprechenden  2**"^  Glieder  heraus  und  man  erhält 
ein  Resultat,  das  man  mit  Rücksicht  auf  den  XXXVI.  Satz  auch  so 
aussprechen  kann. 

Sind  (a^),  (a^),  •••,  (äj_i)  die  j  =  2p~*  Per.  Char.  einer  syzyge- 
tischen  Gruppe  vom  Range  p—  1,  und  ist  ha^],  [i^fli],  •••,  hö^j-i] 
das  zugehörige  aus  lauter  ungeraden  Th.  Char.  bestehende  System 
von  Th.  Char.,  so  besteht  zwischen  den  in  (299)  definierten  Größen 
£,  t),  i  die  Gleichung: 

(303)  ^  h,  aj  (Ei,«j  +  %a^  +  kna^i)  =»  0. 

Der  Fall  p  =^1  wird  im  folgenden  Paragraphen  gesondert  besprochen. 
Im  Falle  i>  =>  2  sind  die  Formehi  (XXXIX),  (XLI)  und  (XLII)  schon 
von    Bosenhain^)    angegeben    worden,    dessen    Untersuchung   über    die 


1)  Rosenhain,  Memoire  sur  las  fonctionB  etc.    M^m.  pr^s.  Bd.  11.    1861, 
pag.  »61. 
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hjperelliptischen  Funktionen  erster  Ordnung  sie  als  Onmdlage  dienen. 
Für  beliebiges  p  wurde  die  Formel  (XXXIX)  znerst  (1879)  von  Henry 
St.  Smith  ^)  angegeben;  hierauf  (1880)  hat  Herr  Frobenius^  die 
Formel  (XLII)  bewiesen  und  aus  ihr  die  Formel  (xxxix)  abgeleitet; 
sodann  (1882)  veröffentlichte  Herr  Prjm*)  seine  drei  Beweise  der 
Formel  (XXXIX);  er  gab  dieser  Formel,  da  sie  ihm  von  Biemann 
(1865)  mitgeteilt  worden  war,  den  Namen  „Biemannsche  Thetaformel^ 
und  zeigte,  daß  sie  der  passendste  Ausgangspimkt  sei  fOr  alle  Unter- 
suchungen, welche  die  Herstellung  von  Thetaformeln  aus  dem  Kreise  der 
Additionstheoreme  betreffen;  seinen  Untersuchungen^)  sind  die  obigen  Aus- 
fahrungen  über  die  Formel  (XLI)  entnonmien.  Die  Formeln  (296)  und 
(303)  rühren  von  Herrn  Frobenius^)  her;  Beziehungen  zwischen  den 
Nullwerten  der  Thetafunktionen  hat  aus  den  Formeln  (278)  und  (291) 
Herr  Hutchinson*)  abgeleitet. 

Caspary^  hat  zuerst  darauf  hingewiesen,  daß  den  Formeln 
(XXXIX),  (XLI),  (XLH)  analoge  Formeln  auch  für  Produkte  von  je 
6  Thetafimktionen  bestehen,  und  allgemeiner  ergibt  sich  aus  den  Unter- 
suchungen von  Herrn  Prjm  und  mir^,  daß  die  Biemannsche  Thetaformel 
in  nachstehender  Weise  auf  Produkte  einer  beliebigen  geraden  Anzahl  von 
Thetafunktionen  ausgedehnt  werden  kann. 


Man  gehe  auf  den  XVI.  Satz  pag.  91  zurück,  setze  darin,  indem 
man  unter  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  versteht^  n^2m  und  lasse 
an  Stelle  des  Systems  der  4m'  Zahlen  c^^^)  {q,  6  ^1^2,  --y  2m)  das 
spezidle  den  Gleichungen  (LVIL)  für  den  Wert  r  »=  2  genügende 
Zahlensystem: 


1)  Smith,  Note  on  the  formula  for  the  multiplication  of  four  Theta- 
Functions.    London  M.  8.  Proc.  Bd.  10.    1879,  pag.  91. 

2)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  fOrMath.  Bd.  89.  1880, 
pag.  186. 

8)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Biemann'sche  Thetaf.  etc.  I.  Leipzig  1882;  Eurae 
Ableitung  der  Riemann'schen  Thetaformel.  J.  f&r  Math.  Bd.  93.  1882,  pag.  124; 
Ein  neuer  Beweis  far  die  Biemann^sche  Thetaformel.  Acta  math.  Bd.  8.  1888, 
pag.  201. 

4)  Prym,  Unters,  ü.  d.  Biemann'sche  Thetaf.   V. 

6)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  fOr  Math.  Bd.  89.  1880, 
pag.  186  und:  Über  Gruppen  von  Thetachar.  J.  fOr  Math.  Bd.  96.  1884, 
pag.  96;  auch:  Caspary,  Über  das  Additionstheorem  der  Thetafonctionen 
mehrerer  Argumente.    J.  ffir  Math.  Bd.  97.   1884,  pag.  166. 

6)  Hutchinson,  On  certain  relations  among  the  Thetaconstants.  Amer. 
M.  8.  Trans.  Bd.  1.   1900,  pag.  891. 

7)  Caspary,  Über  die  Verwendung  algebraischer  Identitäten  zur  Auf- 
stellung von  Relationen  fOr  Thetafonctionen  einer  Variabein.  Math.  Ann.  Bd.  28. 
1887,  pag.  498;  auch:  Sur  les  th^or^mes  d'addition  des  fonctions  thftta.  C.  R. 
Bd.  104.    1887,  pag.  1266. 

8)  Erazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  etc.    Leipzig  1892,  pag.  61. 
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(304) 


++ 
++ 

+- 
-+ 

+  - 
-+ 

++ 
+  + 

+- 
-  + 

++ 
++ 

+- 
-+ 

++ 
++ 

treten,  bei  welchem  der  Übersichtlichkeit  wegen  +  statt  + 1,  —  statt 
—  1  gesetzt  ist  und  alle  leeren  Stellen  mit  Nullen  auszufüllen  sind. 
Setzt  man  dann  noch  in  der  Formel  (LVIir)  alle  Größen  g  und  h 
Null;  setzt  femer,  indem  man  unter  den  w  und  t  unabhängige  Ver- 
änderliche versteht: 


(305) 

wodurch 

(306) 


.,(«") . 


wird,   wenn   man   unter   den   dabei  für  i/ » m  auftretenden  Größen 
t^"^^^^  die  Größen  f^  versteht;  setzt  weiter: 


(307) 
wodurch 

(308) 


(2»— 1)    ,       (fv)  iy) 


C'+C 


A*) 


er   ' 


£<'>-£<'+»' 

^         ^ 


+  2« 


.(«»+«) 


.  ^— «-..r+.r^>-2r+\ 


(»=1,2,       ,m\ 
«-1,2,     .,p/ 


Vi-1,2,       ,1»/ 


/»; 


wird,  wenn  man  unter  den  dabei  für  i/  *-  m  auftretenden  Größen 
^':^'\  C^'\  «r-^^  /*?"+*'  die  Großen  «J^,  «f ,  «J>  /jj'  venrteht, 
und  beachtet,  daß  bei  Ausführung  der  auf  der  rechten  Seite  stehen- 
den Summation  an  Stelle  jeder  der  m  Charakteristiken  [«(*>],  [fi^*^],  •  •  •, 
[£<"*)]  der  Reihe  nach  alle  2^^*  verschiedenen  Charakteristiken  treten 
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und  zwar  jede  2''-mal,  so  erhalt  man,  da  s  als  die  Anzahl  der 
NormaUdsangen  der  Eongraenzen: 

(309)  rc(i)  +  rc(«)  =  a:(»)  +  ic(^)  =  ...  =  ic(«— i)  +  a:(»-)  (mod.  2) 

den  Wert  2*+^  besitzt^  wenn  man  schließlich  noch  linke  und  rechte 
Seite  durch  2»-'  teilt^  aus  (LVUI)  die  Formel: 

(310)  -  ^  d[«(i)  +  «<»]  iu^'y  +fi^}'" 

ZU  der  man  übrigens  bemerken  muß,  daß  man  eine  beliebige  der 
m  rechts  auszuführenden  Summationen  z.  B.  die  auf  [€<")]  bezügliche 
unter  gleichzeitiger  Division  der  linken  Seite  durch  2'^  unterdrücken 
kann;  eine  Vereinfachung,  die  nur  wegen  der  dann  eintretenden 
Störung  der  Symmetrie  in  der  Formel  (310)  nicht  ausgeführt  ist. 


§11. 

Der  FaU  p  =  l. 

Im  Falle  p  —  1  gibt  es  vier  verschiedene  Thetafunktionen,  deren 
GhsrakteristikeD  aus  halben  Zahlen  gebildet  sind,  nämlich: 

(311)      *[;](«),  *[j](«),  »[^(u),  *[;](«); 

dieselben  seien  im  folgenden  der  Bequemlichkeit  wegen  mit: 
(312)  ^„(m),    dio(u),    *„(«),    *,,(«) 

bezeichnet;  die  drei  ersten  sind  gerade,  die  letzte  ist  eine  ungerade 
Funktion  des  Argumentes  u.  ^ 

Die  vier  Jacobischen*)  Funktionen  ^(x),  ^i(x\  ^%(x)j  ^^{x)  hängen 
mit  den  Funktionen  (312)  zusammen  wie  folgt: 

1)  Jacobi,   Theorie   der   elliptischen   Functionen  etc.     Qes.  Werke  Bd.  1. 
Beriin  1881,  pag.  497. 


Die  Riemannflche  Thetaformel  im  Falle  p »  1.       •  319 

Im  besonderen  Falle  jp  »  1  folgt  aus  dem  XXXYIII.  Satze  das 
Resultat: 

XL.  SatB*.   Sind  die  Variablen  u^,  a^y  u^,  u^  mit  den  Variablen 
^19  ^t'  ^8^  ^4  v^^iW^  durch  die  Oleichungen: 


(XLUI) 


2t«i  =  t?!  +  r,  +  Vj  +  t?^, 
2m,  =  Vj  +  t;,  —  Vj  —  V4, 

2M8  =  t?!  -  Vj  +  Vg  -  v^, 

2^4  =  t^i  -  «^2  -  v,  +  t;^, 
und  setzt  man: 

(XLIV)  ^[f  +  <>  +  ff]  K)  ^[^  +  <>]  {v,)H^  +  6]  K)  ^M  (t;J, 

^[^  +  ?  +  <y]  K)  H^  +  q]  W  ^[«  +  ^]  W  ^W  W, 

so  sind  die  Größen  x  und  y  verknüpft  durch  das  mit  (XLIII)  gleidh 
gebaute  System  van  Oleichungen: 

2yoo  =  ^00  +  ^10  +  %  +  ^u 
(XLV)  ^^10  =  ^00  +  ^10  -  ^01  -  ^ui 

2yQi "  ^00 ""  ^10  +  ^w  "~  ^11 

Da  man  in  (XLIV)  fttr  ((>)  und  ebenso  für  {p)  jede  der  vier 
Per.  Char.  L  j ,  (  j ,  (  j ,  M  setzen  kann,  so  repriLsentiert  das  Formel- 
system (XLV)  im  ganzen  16  verschiedene. 

Betrachtet  man  das  Qleichungensystem  (XLV)  genauer,  so  be- 
merkt man,  daß  der  Index  00  eine  Ausnahmestellung  hat,  insofern 
als  die  Größe  x^  aber  auch  nur  sie  in  allen  vier  Oleichungen 
positives  Zeichen  hat,  und  entsprechend  in  der  Gleichung  y^  und 
nur  in  ihr  alle  Glieder  der  rechten  Seite  positiv  sind.  Die  Indizes 
10,  Ol,  11  dagegen  erscheinen  untereinander  als  vollständig  gleich- 
berechtigt, indem  die  drei  Größen  x^^y  Xq^,  x^^  in  der  ersten  Glei- 
chung dasselbe  Vorzeichen  haben,  in  jeder  der  übrigen  Gleichungen 
aber  immer  jene  dieser  drei  Größen  positiv  ist,  deren  Index  mit  dem 
Index  der  links  stehenden  Größe  y  übereinstimmt,  während  die  zwei 
anderen  stets  negativ  sind.  Bezeichnet  man  also  den  Index  00  kürzer 
mit  0,  die  Indizes  10,  Ol,  11  aber  in  irgend  welcher  Reihenfolge 
mit  X,  A,  ft,  so  kann  man  die  Gleichungen  (XLV)  auch  in  der 
Form: 
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2yo  ^x^  +  x^  +  x^  +  x^, 
(314)  2y^  ^x^  +  x^-xj,-  x^, 

^Vx  ==  ^0  -  ^x  +  ^1  -  ^^y 
^Vf.  =  a;o  -  ic,  -  a;^  +  a;^ 

schreiben  y  wobei  schon  die  Angabe  der  zwei  ersten  Gleichungen  ge- 
nügen würde,  da  x  wie  eben  erwähnt  jeden  der  drei  Indizes  10, 
Ol,  11  vertreten  kann,  während  dann  jedesmal  die  beiden  anderen 
mit  A  und  ft  bezeichnet  sind. 

Die  vier  Gleichungen  (314)  kann  man  auf  12  Weisen  paarweise 
durch  Addition  und  Subtraktion  verbinden.  Indem  man  aber  berück- 
sichtigt, daß  X,  A,  ft  die  Indizes  10,  Ol,  11  in  irgend  welcher  Reihen- 
folge vertreten  können,  kann  man  das  System  der  so  entstehenden 
12  halben  XJmkehrungen  der  Gleichungen  (314)  durch  die  vier  unter 
ihnen: 
/Q1f^^  »0  +  y,  =  ^0  +  ^x,     Vx  +  y^-^o-  ^x, 

{^6X0) 

%  -  »x  =  ^i  +  ^^f    Vx-y^-^x-  ^f. 

repräsentieren,  aus  denen  die  genannten  12  Gleichungen  hervorgehen, 
wenn  man  für  x,  A,  ft  der  Reihe  nach  die  drei  zyklischen  Permuta- 
tionen von  10,  Ol,  11  setzt. 

XLI.  Sats:  Jaoobisohe  Thetaformeln.    Bezeichnet  man  den  Index 
00  hürzer  mit  0,  die  Indizes  10,  Ol,  11  in  irgend  welcher  Beihenfolge 
mit  X,  A,  fi,  50  folgen  aus  (XLV)  durch  halbe  Umkehrung  die  Glei- 
chungen: 
(XLVD  yo  +  y«  =  a^o  +  X,,     Vx  +  y^-^o-  ^x; 

yo-yx-^x  +  ^^>    yx-y^-^x-^^' 

Führt  man  jetzt  weiter  an  Stelle  der  v  und  u  neue  Variablen 
ein,  indem  man: 

(316)  Vi^t  +  u,    v,  =  ^  —  ti,    Vj  =  t?  -f-  «;,    v^^v  —  w 
setzt,  so  wird: 

(317)  u^  =  t  +  V,     u^^t  —  v,     «48  =  ^  + «7,     u^^u  —  w. 

Definiert  man  daher  weiter  Großen  5,^,  ly,,,  durch  die  Gleichungen: 

g^^  =  (_l)(e+a)*'+*+.' 

HB  +  Q+6](t  +  u)it[€  +  Q]{t-u)d'[6  +  6]{v  +  w)d'[e](v-wl 

(318)  i?„.==(~l)<?+^)''+'+'' 

so  sind  die  Größen  |  und  i^,  da: 

(319)  I..- =  (-!)•+•' ^..,   i?...  =  (-i)-^'-^"'y.. 
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ist,  auf  Grund  der  Gleichungen  (XLV)  miteinander  verknüpft  durch 
die  Gleichungen: 

^^00  "^      feoo  ""  610  "~  ?oi  +  feil? 

(320)  ^^10  ==  —  Soo  +  Sio  —  601  +  Sil, 
^%i  "" "~  600 "~  «10  +  601  +  5ii> 

2^11  =  —  Soo  —  Sio  —  ^1  —  Sil- 

Betrachtet  man  dieses  Gleichungensystem  genauer,  so  bemerkt  man,  daß 
der  Index  11  eine  Ausnahmestellung  einnimmt,  insofern  als  die  Große 
1^^  aber  nur  sie  in  den  drei  ersten  Gleichungen  positives  Vorzeichen 
hat,  und  weiter  in  der  Gleichung  für  rj^^  aber  nur  in  ihr  alle  Glieder 
der  rechten  Seite  negativ  sind.  Die  Indizes  00,  10,  Ol  dagegen  er- 
scheinen als  untereinander  gleichberechtigt,  indem  die  drei  Größen 
loo,  i^Q,  £oj  in  der  letzten  Gleichung  dasselbe  Vorzeichen  haben,  in 
jeder  der  drei  übrigen  Gleichungen  aber  immer  jene  dieser  drei 
Größen  positiv  ist,  deren  Index  mit  dem  Index  der  links  stehenden 
Größe  rj  übereinstimmt,  während  die  zwei  anderen  Größen  |  stets 
negativ  sind.  Bezeichnet  man  also  den  Index  11  kürzer  mit  1,  die 
Indizes  00,  10,  Ol  aber  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  a,  ß,  y, 
so  kann  man  die  obigen  vier  Gleichungen  auch  in  der  für  das 
Folgende  wichtigen  Form: 

2l?l  =  —  ll  —  Sa  —  S,f-  Sy> 

(321)  2i?„  =      Si  +  la  —  S^  —  Sy, 

21?^-        Sl-Ia  +  S^-Sy, 
H-        Sl-Sa-I^  +  Iy 

schreiben,  wobei  schon  die  Angabe  der  zwei  ersten  Gleichungen  ge- 
nügen würde,  da  a  wie  eben  bemerkt  jeden  der  Indizes  00,  10,  Ol 
vertreten  kann,  während  dann  jedesmal  die  beiden  anderen  mit  ß,  y 
bezeichnet  werden. 

Die  Gleichungen  (321)  besitzen  nicht  mehr  die  ausgezeichnete 
Eigenschaft  des  Systems  (314),  daß  das  durch  Auflösung  entstehende 
Gleichungensystem  dem  ursprünglichen  gleichgebaut  ist,  es  ergeben 
sich  vielmehr  aus  den  Gleichungen  (321)  durch  Auflösung  nach  den  g 
die  Gleichungen: 

2li  =  -i?i  +  i?a  +  ^/»  +  V 

(322)  2S„  =  -  i?i  +  i?a  —  ^/j  —  Vyy 
2S^  ^  —  Vi  —  Va  +  Vß  —  %9 
2|y  =  —  ^1  — '»?«  —  '»?^  +  i?y. 

Die  Größen  £  und  17  stehen,  wie  ihre  Definitionsgleichungen  (318) 
zeigen,  in  dem  Zusammenhange  miteinander,  daß  1;,^  aus  |,^  durch 
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zyklische  Vertauschung  der  drei  Großen  u,  v^  w  hervorgeht  Daraus 
folgt  sofort,  daß,  wenn  man  aus  den  Größen  i^,,.  durch  nochmalige 
zyklische  Vertauschung  von  u,  Vy  w  die  Großen 

(323)  f.^  =  (-iy?+^)-'+'+'' 

ableitet,  diese  Großen  g  mit  den  Großen  ij  durch  dieselben  Glei- 
chungen verknüpft  sind,  wie  die  Größen  17  mit  den  Größen  |.  Be- 
achtet man  dann  endlich  noch,  daß  durch  nochmalige  zyklische  Ver- 
tauschung von  Uy  Vy  f€  die  Größen  g  in  die  ursprünglichen  (Größen  | 
übergehen,  so  erkennt  man,  daß  auch  die  Größen  |  mit  den  Größen 
i  durch  eben  dieselben  Gleichungen  verknüpft;  sind.  Man  hat  daher, 
wenn  man  die  Gleichungen  passend  zusammenstellt,  die  folgende 
Tabelle: 

-gl   -   g«  -   5^  -   Sy  =  2|,   =  -  1?i    +  1?„  +  1?^  +  l^y, 

gl  +  g«  -  g/f  -  gy  =-  26^^ —  ni  +  na-Vß-  Vy7 

gl  ~  g«  +  g^  -  gy  =  2|^  ^^rj^^ri^  +  ri^-  ij^, 

gl  -  ga  -  g^  +  gy  =  2|y  =-ni-'Va-Vft  +  %7 
—  ^  —  Sa  —  S/f  —  ly  *=  2iyi  =  —  gl  +   t„  +  f^  +  gy, 

(324)  li  +  |„-  S^~  6y  =  2i?„=  _  g,  +  g^  -  g^  -  g^, 

Sl  -  l«+  S^-  6y  «^  "iy gl  -  g«  +  g/»  -  gyl 

bl  ""  Sa  ~"  S^  +  5y  =  2iyy  «  —   gl  —  g«  —  g^  +  gy, 

--%-'»?a-^^-^y=='2gi  =-Si  +Sa+  S^  +  ly, 
^1  +  ^a  — ^/?'-'^y  =  2g„  =  —  Sl  +  Sa  —  S^  —  Sy, 
^l-'»?a  +  ^/J-^y=2g^  =  -Sl  -Sa  +  S^  -  Sy, 
^1  — '?a  —  '^/J+^y  =  2gy  =  —  Sl   —  Sa  —  S^  +  Sy, 

aus  deren  Gleichungen  durch  passende  Verbindung  die  den  Glei- 
chungen (XL VI)  entsprechenden  Gleichungen: 

-  g^  -  gy  =  Si  +  Sa  =^  -  '»^l  +  ^a, 

(325)  -  gl  -  ga  =  Sl  —  Sa  =         '»?/*  +  nyj 

gl  -  ga  ="  S^  +  Sy  «  -  1?i  -  IJa; 
g/?  -  gy  =•  S^  —  Sy  ■=        1?^  —  1?y, 

hervorgehen. 

Aus  den  Gleichungen  (324)  oder  (325)  aber  folgen  endlich  die 
nachstehenden  besonders  einfachen  Gleichungen,  von  denen  jede  je 
eine  Größe  S?  ^>  g  enthält 
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XLn.  Sats:   Weierstrafisolie  ThetaformeL     Setzt  man: 

H^  +  Q  +  <f]{t  +  V)  ^[£  +  Q](t-'V)  »[£  +  6]{w  +  u)  »[S](t€-U), 

f^^  =  (-l)(e+^)-'+«+«' 

und  bezeichnet  den  Index  11  Mrzer  mit  1,  die  Indizes  00,  10,  Ol  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  mit  a,  ß,  y,  so  bestehen  zwischen  den  Größen 
I,  1?,  i  die  folgenden  Gleichungen: 

li  +  1?!  +  5i  =  0, 

(XLvm)|,-i?„  +  f„  =  o,  %~5«  +  6«  =  o,  i,^i^  +  n,^Q, 

la  +  y  +  ir-^^ 
von  denen  die  drei  in  der  zweiten  Zeile  stehenden  Gleichungen  je  drei, 
die  letzte  Gleidiung  aber  secJis  verschiedene  Gleichungen  umfaßt 

Bei  der  obigen  Darstellung  erscheinen  die  Formeln  (XLV)  als 
die  ursprünglichen,  die  Formeln  (XL VI)  und  (XLVIII)  als  aus  ihnen 
abgeleitet.  Man  kann  aber,  wie  man  leicht  sieht,  ebensogut  von  den 
Formeln  (XL VI)  oder  (XLVIII)  ausgehen  und  aus  ihnen  jedesmal  die 
beiden  anderen  Formelsysteme  ableiten.  Die  mannigfachen  Zusammen- 
hänge zwischen  den  Formeln  (XLV),  (XL VI)  und  (XLVIII)  ergeben 
sich  mit  Hilfe  der  Tabelle  (324)  in  der  Gestalt  von  identischen  Glei- 
chungen zwischen  den  Größen  |,  i^,  ^.  Unter  den  zahlreichen  der- 
artigen Beziehungen  mögen  die  folgenden  als  Beispiele  angegeben 
werden. 

Die  Ableitung  der  ersten  Formel  (XLVIII)  aus  den  Formeln 
(XLV)  wird  durch  die  identische  Gleichung: 

r326^  *(2lx  +  tx  +  5«  +  g^  +  f,) 

'^     ^  +*(2i?i  +  gx-ea-S.,-5,)=rfe  +  %  +  Si 

dargestellt^),  während  die  identischen  Gleichungen: 

Hi^  +  ia+Vi-Va)  +  UVl  +  Va+t^-tJ  +  Htl  +  ta+l^-L)  =  ^l  +  Vl  +  ti, 


1)  Scheibner,   Über   die  Producte  yon   drei  and  vier  Thetafimctionen. 
J.  für  Math.  Bd.  102.    1888,  pag.  268. 
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die  Ableitung  der  vier  ersten  Formeln  (XLVIII)  aus  den  Formeln 
(XL VI)  repräsentieren^).  Andererseits  wird  die  Ableitung  der  Formeln 
(XLVI)  aus  den  Formeln  (XLVIII)  durch  die  Identitäten«):. 

dl  +  Vi  +  tl)  -  (fl  -  la  +  Va)  =-  6l  +  6«  +  ^1  -  Va^ 

(328)  (^1  ""  "?«+  f«)  +  (^1-  5a  +  la)  =  6i  +  I«  +  1?l  -  ria> 
-  (fl  -  ^/J  +  V  +  (Sl  -  ly  +  ^y)"-  €/»  -  ^y  ~  ^/»  +  ^V 

(f  a  +  6^  +  ^y)  -  (5«  +  6y  +  ^^)  =  6/»  ~  6y  ^  ^^  +  ^y  ^ 

die  Ableitung  der  Formeln  (XLV)  aus  ihnen  durch  die  Identitäten: 

(Si  +  %  +  6l)  +  (ll-1?a+0-(«y  +  ^^+e«)-(5l-«y  +  ^y) 

(329)  «2S,+  i7,-i7„-i;^-i?,, 

(6a+1?^  +  5y)  +  (ll-1?a+0  +  (l?i-5a  +  0-(Sl-^y+fy) 
=  26^+  1?i-1?a+17^+  1?y 

dargestellt.  Endlich  wird  man  noch  die  zwischen  den  Formeln 
(XLVIII)  bestehenden  Identitäten*): 

(330)  {l^^ri,^-Q^-{ri,^l,  +  l,)  +  {t,^l,  +  ri,)^l,-^ri,  +  t, 

beachten. 

Wirft  man  zum  Schlüsse  einen  Rückblick  auf  die  Gleichungen 
(XLV),  (XL VI)  und  (XLVIII),  so  erkennt  man,  daß  die  letzten  von 
den  beiden  ersten  dadurch  wesentlich  verschieden  sind,  daß  in  diesen 

die  Funktion  'Ö'LJ(m),  in  ihnen  aber  die  Funktion  ^L  |(w)  die  be- 
vorzugte Stelle  unter  den  vier  Thetafunktionen  einnimmt.  Diese 
Verschiedenheit  bringt  es  mit  sich,  daß  zur  einfachsten  Darstellung 
der  Gleichungen  nicht  durchweg  dieselben  Größen  benutzt  werden 
können;  durch  die  Einführung  der  Größen  |,  iy,  g  ist,  wie  die  Tabelle 
(324)  zeigt,  die  elegante  Form  der  Gleichungen  (XLV)  und  (XL VI) 
verloren  gegangen. 


1)  Enneper,  Bemerkungen  über  Thetafunctionen.  I.  Gott.  Nachr.  18SS, 
pag.  176;  Meyer,  Die  Ableitung  der  Weierstraß^schen  0- Relation  aus  einer 
der  Jacobi'schen  ^-Relationen.  Tagebl.  d.  68.  Naturf. -Vers.  Straßburg  1886, 
pag.  364;  Caspary,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  für  Math.  Bd.  97.  188i, 
pag.  168. 

2)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 
Functionen.  Berlin  1864,  pag.  108;  David,  Sur  les  relations  alg^riques  des 
fonctions  B.  M^m.  Toulouse  (8)  Bd.  6.  2.  sem.  1884,  pag.  81;  Briot  et 
Bouquet,  Theorie  des  fonctions  elliptiques.  2.  Aufl.  Paris  1876,  pag.  497; 
Kronecker,  Bemerkungen  über  die  Jacobischen  Thetaformeln.  J.  ftlr  Math. 
Bd.  102.    1888,  pag.  269. 

3)  Caspary,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  für  Math.  Bd.  97.  1884, 
pag.  169. 
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Die  Gleichungen  (XLYI)  wurden  von  Jacobi  im  Herbste  1835  ge- 
funden, wurden  von  ihm  zuerst  in  seiner  Vorlesung  vom  W.-S.  1835/36 
mitgeteilt^)  und  später  in  seiner  Vorlesung  vom  W.-S.  1839/40  wieder- 
holt'). Sie  finden  sich  auch  in  einem  Briefe  Jacobis  an  Hermite 
vom  6.  Vin.  1845  erwähnt');  veröffentlicht  wurden  diese  Formeln  zuerst 
von  Rosenhain ^).  Die  Gleichungen  (XLV)  sind  gleichfialls  von  Jacobi^) 
angegeben  und  von  Rosenhain*)  veröffentlicht  worden.  —  Die  erste 
Gleichung  (XLVIU)  wurde  von  Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen  1862 
mitgeteilt,  wo  sie  auf  Grund  der  Beziehung: 

(331)  ^.-^., -"(-+;);(;-) 

unmittelbar  aus  der  IdentitSt: 

(332)     {pu  -  ^Wi)(^tt5  -  ^u^)  +  {ffu-  pu;)(pu^  -  pu^) 

-f  (^U  -  pu^)  (pu^  -  |5?tl,)  =  0 

hervorging^.  Veröffentlicht  wurde  die  Formel  zuerst  von  Schellbach ^), 
der  sie  aus  einer  Formel  Richelots  ableitet  Weierstraß*)  hat  be- 
merkt und  Delisle^^)  weiter  ausgeftlhrt,  daß  durch  diese  Gleichung  die 
Funktion  au  bis  auf  einen  Faktor  von  der  Form  e«+*«*  bestinmit  ist,  wo 
a  und  b  willkürlich  bleibende  Konstanten  bezeichnen.  —  Das  volle  System 
der  16  Gleichungen  (XL VIII)  hat  zuerst  Study  ^^)  aufgestellt,  dessen  ein- 
gehenden Untersuchungen  über  die  hier  vorliegenden  Formeln  auch  die 
Tabelle  (324)  entnonmien  ist. 


1)  Eronecker,  Über  die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehung  etc.  Berl. 
Her.  1891,  pag.  668  und  J.  für  Math.  Bd.  108.    1891   pag.  826. 

2)  Jacobi,  Theorie  der  elliptischen  Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  607. 

8)  Jacobi,  Extrait  de  deux  lettres  de  Charles  Hermite  ä  C.  G.  J.  Jacobi 
et  d'ime  lettre  de  Jacobi  adressäe  ä  Hermite.  Ges.  Werke  Bd.  2.  Berlin  1883, 
pag.  116. 

4)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.  M^m.  pr^.  Bd.  11.  1861, 
pag.  871. 

6)  Jacobi,  Theorie  der  elliptischen  Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  684. 

6)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.  M^m.  pr^s.  Bd.  11.  1861, 
pag.  876. 

7)  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Jacobischen  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen.  Berl.  Ber.  1882,  pag.  606;  Schwarz,  Formeln  und  Lehrs&tze 
zum  Gebrauche'  der  elliptischen  Functionen.  Nach  Vorlesungen  und  Au&eich- 
nungen  des  Herrn  E.  Weierstraß.    GOttingen  1881,  pag.  47. 

8)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  108. 

9)  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Jacobischen  Funct.  etc.  Berl.  Ber.  1888, 
pag.  606.. 

10)  Delisle,  Bestimmung  der  allgemeinstiBn  der  Funotionalgleichung  der 
tf- Function  genügenden  Function.    Math.  Ann.  Bd.  80.    1887,  pag.  91. 

11)  Study,    Sphärische    Trigonometrie,    orthogonale    Substitutionen    und 
elliptische  Functionen.    Leipz.  Abh.  Bd.  20.    1898,  pag.  196. 
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Es  mögen  hier  weiter  ein  paar  Worte  Platz  finden  über  die  ver- 
schiedenen Methoden,  welche  zur  Gewinnung  der  in  Bede  stehenden  Theta- 
formeln  angewendet  werden  können.  In  erster  Linie  verdienen  jene 
Methoden  genannt  zu  werden,  bei  welchen  die  Formeln  durch  direkte 
Umformung  der  ihre  linken  Seiten  darstellenden  unendlichen  Beihen  ge- 
wonnen werden.  Solche  Methoden  haben  für  die  Formeln  (XLYI)  Jacob i  ^) 
selbst,  für  die  Formeln  (XLV)  Henry  St  Smith*),  für  die  Formeln 
(XLVin)  Halphen')  angegeben.  —  An  zweiter  Stelle  mögen  jene  Be- 
weismethoden genannt  werden,  bei  welchen  die  in  den  Formeln  auftreten- 
den Thetaprodukte  von  der  Form  ^Iq]{x  +  y)  ^[Q\(x  —  f/)  mittelst  der 
aus  der  Formel  (L)  pag.  89  folgenden  Formel*): 

(333)    »[l](x  +  y),  *m(*  -  yX  =  ^ {- 1)'*'  ^l](2x\„  »  ['t 'JCZy) 

durch  Thetafunktionen  mit  dem  doppelten  Modul  ausgedrückt  und  dadurch 
die  Formeln  selbst  in  identische  Gleichungen  zwischen  diesen  Thetafunk- 
tionen übergeführt  werden;  so  von  Caspary^)  und  besonders  übersicht- 
lich von  Eronecker  ^.  In  ähnlicher  Weise  haben  Study  ^)  und  Kleiber^ 
die  Thetaprodukte  ^[q]{x  +  y)  ^[j^](x —  y)  vermittelst  der  Jacobischen 
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1)  Jacobi,  Theorie  der  elliptischen  Functionen  etc.  Qea.  Werke  Bd.  1.  Berlin 
1881,  pag.  608;  vergl.  auch  Enneper,  Elliptische  Functionen.  Theorie  und  Ge- 
schichte. Halle  1876,  pag.  96.  2.  Aufl.  Halle  1890,  pag.  135;  Bock,  Eombina- 
torische  Ableitung  einiger  Eigenschaften  der  O- Functionen.  Hamb.  Mitth.  Bd.  2. 
1890,  pag.  74  und  fürp>>lLipp8,  Über  Thetareihen  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  Doppelintegralen.    Leipz.  Ber.  Bd.  44.    1892,  pag.  846  und  869  u.  f. 

2)  Smith,  On  a  formula  for  the  multiplication  of  four  Theta-Functions. 
London  M.  S.  Proc.  Bd.  1.  1866,  Nr.  8;  f ür  p  >  1  außer  Smith,  Note  on  the 
formula  etc.  London  M.  S.  Proc.  Bd.  10.  1879,  pag.  91  besonders  Prym,  Ein 
neuer  Beweis  etc.    Acta  math.  Bd.  8.    1888,  pag.  201. 

8)  Halphen,  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications. 
Bd.  1.    Paris  1886,  pag.  244. 

4)  Bezüglich  der  Ableitung  dieser  Formel  siehe  §  16  dieses  Kapitels. 

5)  Caspary,  Über  die  Verwendung  algebraischer  Ident.  etc.  Math.  Ann. 
Bd.  28.  1887,  pag.  493  und:  Sur  une  mäthode  äl^mentaire  pour  obtenir  le 
th^or^me  fondamental  de  Jacobi,  relatif  aux  fonctions  th&ta  d'un  seul  argu- 
ment.  C.  B.  Bd.  104.  1887,  pag.  1094;  fOr  p  =<  2  Tor  Caspary,  Über  einen 
einfachen  Beweis  der  Rosenhain'schen  Fundamentalformeln.  Math.  Ann.  Bd.  80. 
1887,  pag.  571  schon  Enneper,  Über  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  '9'-Func- 
tionen.  Z.  fdr  Math.  .Bd.  12.  1867,  pag.  86;  für  beliebiges  p:  Caspary,  Über 
das  Addidionstheorem  etc.  J.  fCLr  Math.  Bd.  97.  1884,  pag.  166;  auch:  Sur  les 
th^or^mes  d'addition  des  fonctions  thdta.    C.  B.  Bd.  104.    1887,  p.  1255. 

6)  Eronecker,  Bemerkungen  über  die  Jacobi' sehen  Thetaf  etc.  J.  für 
Math.  Bd.  102.    1888,  pag.  269. 

7)  Study,  On  the  Addition  Theorems  of  Jacobi  and  Weierst^aß.  Am. 
J.  Bd.  16.    1894,  pag.  156. 

8)  Kleiber,  Ableitung  eines  Systems  von  Formeln  für  die  elliptischen 
Functionen  und  ihr  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Trigonometrie.  Progr. 
Königsberg  1880  und  1881. 
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Additionstheoreme  ^)  durch  Funktionen  ^[€](x)j  ^[B](y)  ausgedrückt  und 
dadurch  die  in  Bede  stehenden  Formeln  in  identische  Gleichungen  zwischen 
diesen  letzteren  Funktionen  übergeffihrt;  man  wird  jedoch  dazu  bemerken, 
daß  meist  umgekehrt  die  hier  vorliegenden  Formeln  die  Grundlage  für 
die  Gewinnung  der  Additionstheoreme  bilden.  —  Die  Bestimmung  der 
Thetafunktion  durch  ihre  Periodizitätseigenschaften  (Xill.  Satz  pag.  34) 
benutzt  (bei  beliebigem  p)  Prym*)  zum  Beweise  der  Formel  (XLV), 
den  Hermiteschen  XVII.  Satz  pag.  40  (gleichfalls  bei  beliebigem  p)  zum 
Beweise  der  Formel  (XL VI)  Frobenius'),  zum  Beweise  der  Formel 
(XLVULL)  Briot  et  Bouquet*)  und  nach  ihnen  Gutzmer^),  den 
Besiduensatz  zum  Beweise  der  Formel  (XLYm)  Kapteyn^  und  nach 
ihm  Craig^),  den  Satz  von  der  Eonstanz  einer  überall  stetigen 
Funktion  Eronecker^)  und  Baker®),  eine  eigentümliche  Zerspaltung 
periodischer  Funktionen  Prym  ^®)  und  eine  von  Bichelot ")  und  Dumas  ^*) 
angegebene  Partialbruchzerlegung  eines  durch  unendliche  Produkte  dar- 
gestellten Thetaquotienten  Schellbach  ^^.  Endlich  möge  noch  auf  eine 
von  Baker  ^^)  angegebene  geometrische  Deutung  der  Formeln  hingewiesen 
werden. 

Daß  die  Formeln  (XLVHI)  in  ähnlicher  Weise,  wie  es  am  Schlüsse 
des  §  10  mit  der  Riemannschen  Thetaformel  geschehen  ist,  auf  Produkte 
von  mehr  als  vier  Thetafunktionen  ausgedehnt  werden  können,  hat 
schon  Schellbach  ^^)  angegeben.     Diese  erweiterten  Formeln  hat  sodann 


1)  Jacobi,  Theorie  der  elliptischen  Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  610  Formelsystem  C. 

2)  Prym,  Eurze  Ableitung  etc.    J.  für  Math.  Bd.  98.    1882,  pag.  124. 

8)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  etc.  J.  für  Math.  Bd.  89. 
1880,  pag.  186. 

4)  Briot  et  Bouquet,  Theorie  des  fonctions  eil.    Paris  1876,  pag.  486. 

6)  Gutzmer,  Bemerkung  über  die  Jacobische  Thetaformel.  J.  fOr  Math. 
Bd.  110.    1892,  pag.  177. 

6)  Eapteyn,  Nouvelle  mäthode  pour  d^montrer  la  formule  fondamentale 
des  fonctions  9.    Darb.  Bull.  (2)  Bd.  16.    1891,  pag.  126. 

7)  Graig,  A  fundamental  theorem  of  the  O- Functions.  J.  Hopkins  Univ. 
Circ.  Bd.  11.    1892,  pag.  42. 

8)  Eronecker,  Bemerkungei^  über  die  Jacobischen  Thetaf.  etc.  J.  ffir 
Math.  Bd.  102.    1888,  pag.  269. 

9)  Baker,  On  a  geometrioal  proof  of  Jacobi*s  'O'-formula.  Math.  Ann. 
Bd.  48.    1898,  pag.  693. 

10)  Prym,  Untersuchungen  über  die  Biemann*8che  Thetaf.    Lpz.  1882.   I. 

11)  Bichelot,  Über  eine  merkwürdige  Formel  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Transcendenten,  und  eine  Ableitung  des  Fundamentaltheorems.  J.  für 
Math.  Bd.  60.    1866,  pag.  41. 

12)  Dumas,  Über  die  Bewegung  des  Baumpendels  mit  Bücksicht  auf  die 
Rotation  der  Erde.    J.  für  Math.  Bd.  60.    1866,  pag.  62. 

13)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  108. 

14)  Baker,  On  a  geometrical  proof  etc.  Math.  Ann.  Bd.  43.  1898, 
pag.  693. 

16)  Schellbacb,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  108. 
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Enneper^)  durch  wiederholte  Anwendung  der  ursprünglichen  Formeln 
bewiesen  und  in  neuerer  Zeit  in  ganz  einfacher  Weise  durch  Anwendung 
des  Besiduensatzes  Eapteyn')  und  Morley').  Betrachtet  man  nämlich 
die  Funktion: 

wo  d|  die  ungerade  Thetafunktion  bezeichnet,  und  setzt 

(335)  x^  +  x^  +  '-'  +  ^n-^yi  +  yi  +  '-'  +  yn 

voraus,  so  ist  die  Funktion  f(g)  doppeltperiodisch  und  wird  oo^  in  den 
n  Punkten  fl^i,  ^si  '"f  ^n*  ^®^^  ™^^  ^^®  Summe  der  Residuen  Null, 
so  hat  man  sofort: 

eine  Formel,  die  für  n  =  3  die  Weierstraßsche  ist. 

Da  die  Formel  (303)  für  j?  =  1  in  die  Weierstraßsche  übergeht,  so 
kann  sie  als  die  Vendlgemeinerung  derselben  für  beliebiges  p  angesehen 
werden.  Eine  andere  Ausdehnung  seiner  Formel  auf  den  Fall  p  >  1  hat 
Weierstraß*)  selbst  in  der  Form: 

(337)    ^Hu(f>)  + 1*(»)])  ^f t*W  -  u(')} . . .  ^u(')  +  u(^+ 1))  ^f iiW-u(^+ i)J- 0 

angegeben,  wo  r  =  2^^  ist,  ^  eine  ungerade  Thetafunktion  bezeichnet,  und 
über  jene  1  •  3  •  5  •  •  •  r  +  1  Produkte  von  je  r  +  2  Thetafunktionen  zu 
summieren  ist,  die  aus  dem  angeschriebenen  hervorgehen,  wenn  man 
zuerst  die  Indizes  1,  2,  3,  •  •  •,  r  +  1,  hierauf  die  Indizes  3,  4,  •  •  •,  r  +  1,  •  •  • 
zyklisch  vertauscht.  Nachdem  Caspary^)  einen  Beweis  dieser  Formel 
angegeben  hatte,  der  sich  auf  die  Einführung  der  Thetafunktionen  mit 
doppelten  Moduln  stützt,  haben  Frobenius^)  und  Caspary^  einfachere 
Beweise  mitgeteilt,  zugleich  aber  gezeigt,  daß  die  Formel  (337)  für  jedes 


1)  Enneper,  Bemerkungen  über  Thetafunctionen.  I.  GOtt.  Nachr.  1883, 
pag.  176. 

2)  Kapteyn,  Nouvelle  möthode  etc.  Darb.  Bull.  (2)  Bd.  16.  1891, 
pag.  126. 

8)  Morley,  On  a  generalization  of  Weierstraß's  equation  with  three  terms. 
Bull.  Am.  M.  S.  (2)  Bd.  2.    1896,  pag.  21. 

4)  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Jacobischen  Funct.  etc.  Berl.  Ber.  1882, 
pag.  606. 

6)  Caspary,  Ableitung  des  Weierstraßschen  Fundamentaltheorems  für 
die  Sigmafiinction  mehrerer  Argumente  aus  den  Kroneckerschen  Relationen 
fär  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme.  J.  fiir  Math.  Bd.  96.  1884, 
pag.  1Ö2. 

6)  Frobenius,  Über  Thetafunctionen  mehrerer  Yariabeln.  J.  für  Math. 
Bd.  96.    1884,  pag.  100. 

7)  Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  mehrerer  Argumente.  J.  für 
Math.  Bd.  96.    1884,  pag.  824. 
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r'^2^  besteht.  Eine  praktische  Yerwertbarkeit,  wie  die  Riemannsche 
Thetaformel,  besitzt  die  Formel  (337)  nicht;  die  rasch  wachsende  Glieder- 
anzahl zusammen  mit  der  zunehmenden  Anzahl  der  in  einem  Produkte 
vereinigten  Thetafiinktionen  macht  die  Anwendung  über  p »  2  hinaus 
unmöglich. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (XLIII);  indem  man  unter  u,  v,  w 
unabhängige  Veränderliche  versteht: 

(338)  Vi=u  +  V  +  w,    Vj  =  w,    v^  =  v,    v^  =  —  W7, 
so  werden: 

(339)  u^  =  u  +  Vj    t4^=u  +  w,    u^^v  +  w,    w^  —  0; 

es  verschwindet  infolgedessen  von  den  durch  (XLIV)  definierten 
Größen  y  die  Große  y^  und  die  letzte  Gleichung  (XLV)  geht  in 

(340)  Xqq  -  x^Q  -x^  +  ic^i  =  0 
über,  wo  jetzt  die  Größen  x  durch  die  Gleichung: 

(341)  a:..,  =  (-!)(•+?+<')•' 

definiert  sind.  Die  Formel  (340)  umfaßt  16  verschiedene  Gleichungen, 
die  aus  ihr  hervorgehen,  wenn  man  an  Stelle  einer  jeden  der  beiden 
in  (341)  vorkommenden  Per.  Char.  (fi),  (ö)  der  Reihe  nach  die  vier 
verschiedenen  Charakteristiken  setzt. 

Für  den  speziellen  Fall  (q)  ==  (a)  =  (0)  wurde  die  Formel  (340) 
schon  von  Legendre^)  angegeben;  später  hat  sie  Gudermann*)  und 
nach  ihm  Schröter')  aus  den  Additionstheoremen  der  Thetafunktion  ab- 
geleitet; einen  anderen  Beweis  mit  Hilfe  der  Integrale  zweiter  Gattung 
hat  Hermite^)  gegeben.  In  obiger  Weise  als  spezieller  Fall  der  Riemann- 
schen  Thetaformel  wurde  die  Formel  von  Henry  St.  Smith  ^)  und 
Schröter*)    gewonnen.      Cayley')   leitet   sie   als   speziellen   Fall   einer 

1)  Legendre,  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  eul^riennes. 
Bd.  3.    Paris  1S2S,  pag.  196. 

2)  Gadermann,  Theorie  der  Modular-Functioneo  und  der  Modular- Inte- 
grale.   J.  fflr  Math.  Bd.  18.    1838,  pag.  167. 

3)  Schröter,  Beiträge  zor  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Acta 
math.  Bd.  6.   1884,  pag.  206. 

4)  Her  mite,  Sur  une  relation  donnde  par  M.  Cayley,  dans  la  th^rie  des 
fonctions  elliptiques.  Extrait  d'une  lettre  adressde  k  M.  Mittag-Leffler.  Acta 
math.  Bd.  1.  1882,  pag.  368;  vergl.  dazu  M.  da  Silva,  Sur  trois  formales  de 
la  thäorie  des  fonctions  elliptiques.    Darb.  Ball.  (2)  Bd.  10.    1886,  pag.  78. 

5)  Smith,  Note  on  the  formula  etc.  London  M.  S.  Proc.  Bd.  10.  1879, 
pag.  96. 

6)  Schröter,  Beiträge  zur  Theorie  etc.    Acta  math.  Bd.  5.   1884,  pag.  205. 

7)  Cayley,  A  theorem  in  EUiptic  Functions.  London  M.  S.  Proc.  Bd.  10. 
1879,  pag.  43. 
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allgemeineren  von  Glaisher^)  angegebenen  Formel  ab;  daß  aber  diese 
keine  andere  als  die  Riemannsche  Thetaformel  ist,  zeigt  M.  da  Silva*). 
Das  System  der  16  Oleichnngen  (340)  ist  von  Forsyth')  angegeben 
worden. 

Setzt  man  in  den  16  Forsythschen  Gleichungen  u;  =  0,  so  gehen 
daraas  16  Formeln  hervor,  welche  Jacobi^)  angegeben  hat  und  für 
welche  Beweise  von  Schellbach*),  Björling*)  und  Broch')  mitgeteilt 
worden  sind;  einzelne  dieser  Gleichungen  auch  bei  Guetzlaff^  und 
Henry  St  Smith*);  daß  man  von  den  Jacobischen  Gleichungen 
wieder  zu  den  ursprünglichen  Forsythschen  zurückkehren  kann,  zeigt 
Albeggiani^®). 

An  dieser  Stelle  möge  auch  auf  jene  Gleichungen  hingewiesen 
werden,  welche  zwischen  Produkten  von  6  Thetafunktionen  mit  den 
Argumenten  u,  t;  —  tr,  v,  «;  —  u,  «?,  u  —  t;  bestehen  und  welche,  nach- 
dem einzelne  von  ihnen  schon  Jacobi^^),  Gudermann^')  und 
Schellbach*')    angegeben    hatten,   in    größerer   Zahl    von    Glaisher^*) 


1)  Glaisher,  Sur  quelques  ^quations  identiques  dans  la  th^orie  des  fonc- 
tions  elliptiques.    Assoc.  fran9.  C.  R.  de  la  9"*  sess.  (Reims)  1880,  pag.  223. 

2)  M.  da  Silva,  Sur  une  question  de  la  th^orie  des  fonetions  ellip- 
tiques. Bull.  Bruxelles  (8)  Bd.  10.  1886,  pag.  79  und:  Sobre  una  formula 
relativa  ä  la  theoria  das  fan96es  ellipticas.  Teixeira  J.  Bd.  6.  1888;  vergl.  dazu 
Mansion,  Rapport  sur  une  question  de  la  th^orie  des  fonetions  elliptiques. 
Bull.  Bruxelles  (8)  Bd.  9.  1886,  pag.  824;  auch  Gaspary,  Über  die  Verwen- 
dung etc.    Math.  Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  498. 

8)  Forsyth,  Note  on  Prof.  Cayley*s  „formula  in  elliptic  fonetions*'.  Hess. 
Bd.  14.  1886,  pag.  28;  dazu  Cayley,  On  a  formula  in  elliptic  functions.  Mess. 
Bd.  14.    1886,  pag.  21. 

4)  Jacob i,  Sur  la  rotation  d'un  corps.  Extrait  d'une  lettre  adress^e  ä  Tac. 
des  sc.  de  Paris.   1849.    Ges.  Werke  Bd.  2.   Berlin  1882,  pag.  826. 

6)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  108. 

6)  Björling,  Om  additions  formlema  för  de  elliptiska  funktionema. 
Ofirersigt  af  k.  Vei-Ak.  Förh.  Stockhohn  Bd.  23.  1866,  pag.  81  und:  Note  sur 
les  formules  d'addition  des  fonetions  elliptiques.  Arch.  für  Math.  Bd.  47.  1867, 
pag.  899. 

7)  Broch,  Sur  les  formules  d*addition  des  fonetions  elliptiques  de 
M.  C.  G.  J.  Jaeobi  dans  son  „Memoire  sur  la  rotation  d'un  corps".  C.  R.  Bd.  69. 
1864,  pag.  999. 

8)  Guetzlaff,  Äquatio  modularis  pro  transformatione  functionum  ellip- 
ticarum  septimi  ordinis.    J.  für  Math.  Bd.  12.    1884,  pag.  178. 

9)  Smith,  Note  on  the  formula  etc.  London  M.  S.  Proc.  Bd.  10.  1879, 
pag.  97. 

10)  Albeggiani,   Intomo   ad  alcune  formole  nella  teorica  delle  funzioni 
ellittiehe.    Rend.  Palermo  Bd.  1.    1887,  pag.  360. 

11)  Jaeobi,  Formulae  novae  in  theoria  transcendentium  elliptiearum  fun- 
damentales.   1836.    Ges.  Werke  Bd.  1.    Berlin  1881.  pag.  383. 

12)  Gudermann,  Theorie  der  Modular.-Funct  etc.    J.  für  Math.  Bd.  18. 
1838,  pag.  167. 

13)  Sehellbach,  Die  Lehre  von  den  ellipt.  Int.  etc.  pag.  101. 

14)  Glaisher,  On  certain  formulae  in  EUiptio  Functions.    Quart.  J.  Bd.  19. 
1888,  pag.  22.    On  some  elliptic  funetion  and  trigonometrieal  theorems.    Mess. 
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aufgestellt  worden  sind.    Diese  Gleichungen  hahen  ihre  gemeinsame  Quelle 
in  jener  Formel,  welche  aus  (336)  för  n  =  4  hervorgeht. 

Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  sollen  aus  den  Formeln  (XLV) 
jene  speziellen  Gleichungen  abgeleitet  werden^  welche  den  Übergang 
zu  den  elliptischen  Funktionen  vermitteln^). 


Variable  versteht: 

V 

(342) 

=  M, 

»,= 

=  M, 

«5 

-0, 

»4  = 

=  0, 

so  wird  auch: 

(343) 

=  «, 

«,= 

=  M, 

M, 

-0, 

«4 

-0, 

und  daher^  wenn  man  noch  (ö)  »  (0)  setzt: 

(344)  x„  =  y„  =  (-  !)?•>»[«  +  9](m)  ^»H(0). 
Führt  man  aber  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

(345)  yoo  -  yii  ==  ^10  +  % 

ein  und  läßt  an  Stelle  von  (q)  der  Reihe  nach  die  Charakteristiken 
(i)'  (l)'  (o)'  (o)  *^®*®"^  ^^^^^  ^^^^  ^"^  Abkürzung: 

(346)  *oo(0)  =  *oo,     ^io(0)  =  *xo,    »oi(0)  -  »ou 
SO  erhält  man  die  vier  Gleichungen: 

(347)  K»IM  -  ^!.»?i(«)  +  KKi»), 
n,^o(«)  -  *!o*2o(«)  -  *Ji*!i(«), 

deren  letzte  für  u  =  0  die  Relation: 

(348)  K-K  +  K 

liefert.  Von  den  vier  Gleichungen  (347)  sind  die  beiden  letzten  eine 
Folge  der  beiden  ersten;  diese  aber  kann  man,  indem  man  ihre  linke 
und  rechte  Seite  durch  ^o^oi(^)  '^^'  '^'^i(**)  dividiert  in  die  Form: 


Bd.  tO.  1881,  pag.  92.  On  a  method  of  deriving  formalae  in  Elliptic  Functions. 
Cambridge  Proc.  Bd.  4.  1888,  pag.  186  und:  Formalae  in  elliptic  fonetions. 
Brit.  Assoc.  Rep.  1879,  pag.  269;  vergl.  dazu  Wilkinson,  An  elliptic  fbnction 
identity.  Mess.  Bd.  10.  1881,  pag.  66  und:  Sterba,  Über  eine  Jacobische 
Gleichung.    J.  för  Math.  Bd.  122.    1900,  pag.  198. 

1)  Bezüglich  dieses  Überganges  selbst  siehe  Jacobi,  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  etc.  Ges.  Werke  Bd.  1.  Berlin  1881,  pag.  497;  auch: 
Brioschi,  Lezioni  sulla  teorica  delle  funzioni  Jacobiane  ad  an  solo  argomento. 
Giom.  di  Mat.  Bd.  2.    1864,  pag.  8,  88  u.  129. 
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(349)  <  «oiW  *io  <<f*)' 
*oi  ^oW„i_«io«L(«) 

*2o  ^iW  «2o  <"(«) 

bringen. 

Setzt  man  femer  in  (XLUI),  indem  man  unter  u  ond  v  zwei  un- 
abhängige Veränderliche  versteht: 

(350)  »j  =  »,  —  u,    »,  =  »4  =  V, 
80  wird: 

(351)  Uj  =-«-!-  »,    «,  =  «  —  »,    «,  =  0,    «4  =  0, 

und  daher: 

a;,^  =  (-!)(?+'')•' 

(352)  ^[£  +  p  +  <»] («)  *[«  +  (>]  (tt)  *[«  +  «] (v)  d[«] (t;), 

.*[«  +  Q  +  HUU  +  V)  9[6  +  p](u  -  t;)  d[«  +  ff](0)  ^[c](0). 
Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung: 

(353)  yoo  +  Vii  =  a^oo  +  «u 

ein,  indem  man  gleichzeitig  (q)  =  (  j,  (0)  =  L j  setzt,  so  erhält  man 

die  Gleichung: 

,354)  «'00  «'lo  «•01  («  -  »)  ^u  (»  +  ») 

=  d„(u)do,(«)d,o(t;)^oo(»)  +  *«.(«)*io(«)*oi(«)^ii(f); 

fahrt  man  di^egen  die  Werte  (352)  in  die  Gleichung: 

(355)  yoi-yii  =  %-% 

ein,  setzt  gleichzeitig  (p)  —  (0)  und  läßt  an  Stelle  von  (0)  der  Reihe 
nach  die  Charakteristiken  (\  LJ  und  Lj  treten,  so  erhält  man  die 
Gleichungen: 

«•oi«'io^oi(«-»)*io(«  +  »)  = 
^io(«)  ^m(«)  ^io(«')  «•oi(«')  -  «•oo(«)  *u(«)  *oo(»)  *u(«'), 
(356)  <^ol*oo«•ol(»-«')^oo(«  +  »)  = 

*oo(«)  *oi («)  «■oo(«')  *oi (»)  -  *io(«)  *ii («)  *io(«)  *u (»), 
*lx*o..(«  -  »)  «•oi(«  +  f)  =  «?i(«)«?i(f)  -  ^i(«)n(«')- 

Dividiert  man  die  Gleichung  (354)  und  die  beiden  ersten  Gleichungen 
(356)  durch  die  letzte,  so  erhält  man  die  Additionstheoreme  der 
Thei»quotienten : 
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»It  («*)      ».»(")      ».»(»)     ,     »OtW     ».0(W)     »11  W 
»00  »10  »..  (<*+")„  ■»Ol  (**)     »Ol  (")     »Ol  W        ^«.  W    »0.  («*)    ^01 W 

»li    »0, («+»)"  i_:^iM  «iiW 

«2i(«)  «2iW 

.  ».oW  »1  o(?)  _  »ooW  »1.  W  »ooW  »I.W 
(qf\7^  *«•  »loCw  +  o)  »O.W  »0.W  »oiW  »oiW  »oiW  »o.W 
^      ^       »Ol      »Ol («  +  «)"  i_^i(!0   ^) 

»?l(««)    ^iW 

»»o(«)  »ooW  »loW  »..  W  ».oW  »..W 
j^  »00 («  +  P)  ,,»o.(«)  »OlW  »OlW  »O.W  »O.W  »o.(«) 
»0.      »Ol  («+»)""  .        dfi(u)    »ft(c) 

»Jl(«)  »Jlw 

Differentiiert  man  endlich  die  Gleichung  (354)  links  und  rechts 
nach  V  und  setzt  hierauf  t; «  0;  so  entsteht,  da  die  Funktionen 

als  die  Derivierten  gerader  Funktionen  für  t? «—  0  verschwinden,  wenn 
man  für  jede  Charakteristik 

(359)  _±lL!  =  ^.V(„) 

setzt  und  den  Wert,  den  diese  Funktion  für  u  »  0  annimmt,  kurz 
mit  d«V  bezeichnet: 

Differentiiert  man  diese  Gleichung  endlich  zweimal  nach  u  und  setzt 
hierauf  u  ^0,  so  erhält  man,  wenn  man 

(361)  -^L^-»;:(u),   --^^  =  *;;(«) 

setzt  und  die  We^te,  welche  diese  Funktionen  für  ti  =  0  annehmen, 
mit  ^,'V;  ^i'«'  bez.  bezeichnet,  die  Gleichung: 

(362)  d'^  ^10  (^ii  ^01  —  '^11  ^o'i)  =  '^oi  -^n  (ß^w  '^'lo  +  ^oo  ^lo) 
oder  durch  ^oo  ^lo  ^oi  ^li  ^^^^  ^^^  rechts  dividierend: 

A'*'  A"  A"  A" 

(363)  -  |ii=.Jgo+Jio+|oi. 

•^11  ^00  ^10         ^01 

Da  nun  aber  gemäß  der  Gleichung  (VI)  pag.  6: 

(364)  ^li^_4f^ 

ist,  so  kann  man  der  Gleichung  (363)  auch  <Ke  Gestalt: 
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^^^^)  ~di  da      +       da      +       da 

geben  and  schließt  dann  daraus,  daß 

(366)  ^[^  =  <^  ^00  ^10  -^01 

ist;  wo  c  eine  auch  vom  Thetamodul  a  unabhängige  Größe  bezeichnet, 
für  welche  sich  durch  Entwicklung  der  linken  und  rechten  Seite 
nach  Potenzen  von  e**  und  Vergleichung  der  Anfangsglieder  der  Wert 
c  =  i  ergibt;  sodaß  schließlich: 

(367)  '^n  =  «>oo^io^oi 
ist. 

Die  Formeln  (347),  (348),  (349),  (357),  (367)  sind  zuerst  von 
Jacobi  ^)  angegeben  worden. 

Der  obige  Beweis  der  Formel  (367),  der  nach  Frobenius*)  von 
Weierstraß  herrührt,  wurde  zuerst  von  Königsberger')  mitgeteilt 
Einen  direkten  Beweis  der  Formel  (365)  durch  Umformung  der  un- 
endlichen Reihen  hat  Lipschitz^)  angegeben,  während  Thomae^)  die 
Formel  (367)  auf  direktem  Wege  aus  den  Produktentwicklungen  der 
Thetafunktionen  herleitet.  Jacobi*)  hat  die  Formel  (367)  bewiesen, 
indem  er  zeigt,  daß  der  Ausdruck: 

(368)  —^n_ 


^00^10^01 


seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  den  Thetamodul  a  durch  4  a,  16  a,  ••  • 
ersetzt;  einen  ähnlichen  Gedanken  verwendet  zum  Beweise  der  Formel 
(367)  Schellbach  ^).  Andere  Beweise  siehe  noch  bei  Frobenius^) 
und  Bockhorn^)-,  Relationen  zwischen  den  Nullwerten  der  Thetafunktionen 
und  ihren  höheren  Derivierten  bei  Pascal  ^^). 

1)  Jacob i,   Theorie   der   elliptischen   Functionen  etc.     Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  511,  613  u.  617. 

2)  Frobenins,   Über  die   constanten  Factoren    der  Thetareihen.     J.  för 
Math.  Bd.  98.    1885,  pag.  245. 

8)  Königsberg  er,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen.   Bd.  1.   Lpz.  1874,  pag.  380. 

4)  Lipschitz,  Däduction  arithm^tique  d'une  relation  due  ä  Jacobi.  Eztrait 
d'une  lettre  adreas^e  k  M.  Hermite.    Acta  math.  Bd.  7.   1886,  pag.  96. 

5)  Thomae,    Abriß    einer  Theorie   der  complexen   Functionen   und   der 
Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.    2^  Aufl.   Halle  1873,  pag.  154. 

6)  Jacob i,   Theorie   der   elliptischen   Functionen  etc.     Ges.  Werke  Bd.  1. 
Berlin  1881,  pag.  616. 

7)  Schellbach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Int.  etc.  pag.  48. 

8)  Frobenius,  Cber  die  constanten  Fact.  etc.    J.  fiir  Math.  Bd.  98.    1885, 
pag.  247. 

9)  Bockhorn,  Beziehungen  zwischen  Thetafunctionen  mit  verschiedenen 
Jacobi'schen  Modulen.    Progr.  Solingen  1891. 

10)  Pascal,  Sopra  due  relazioni  rimarchevoli  fra  i  valori  delle  derivate  delle 
funzioni  d  ellittiche  per  afgomento  zero.   Ann.  di  Mat  (2)  Bd,  84.   1896,  pag.  SS, 
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Setzt  man  nun: 

(369)  ^"V^,    1^  =  1^^. 

sodaß  wegen  (348) 

(370)  X«  +  x«  =  1 
ist;  und  femer: 

so   liefern   die   Gleichungen   (349)   zwischen  diesen  drei  Funktionen 
die  Beziehungen: 

(372)  /(m)  =  !-/•«(«),     Ä«(«)=.l-xY», 

die  Gleichungen  (357)  aber  fOr  sie  die  Additionstiieoreme: 

f(u  +  v) i—K*f{u)r{v)      ' 

A^tt+») l-xV^/^'W 

Differentiiert  man  diese  Gleichungen  links  und  rechts  nach  v  und 
setzt  hierauf  v  =  0,  so  erhält  man  daraus  die  Gleichungen: 

/•'(«)=      f'(P)g{u)hiu), 
(374)  i7'(«)  =  -r(0)A«)A(«), 

h'iu)  =  -x'f'{0)f(u)g{u). 


Nun  ist  aber  nach  (371)  und  (367): 

(375)  r(0)^ — ^  —  in,; 

setzt  man  daher  endlich: 

(376)  f(u)  =  xr 
also 

(377)  g(u)^yü^\     Ä(ti)  =  vT=^^«, 
und 

(378)  -*^.u  =  u^, 

so  wird  aus  der  ersten  Gleichung  (374): 

(379)  li^Yr=r?yrr^' 
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also: 

womit  der  Übergang  zu  den  elliptischen  Integralen  hergestellt  ist. 

§  12. 

Der  Fall  p  =  2. 

Im  Falle  p  =  2  gibt  es  16  verschiedene  Thetafunktionen,  deren 
Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  gebildet  sind;  von  denselben  sind 
die  10  mit  den  Charakteristiken: 

/ggjx  Lo  oj'    Lo  oj'    Lo  oj'    Lo  oj'   Li  oj' 

cj].  ca.  ca.  Ka.  ci] 

gerade,  die  6  mit  den  Charakteristiken 

w    p.  ca.  Gl],  ßi].  ca-  ca 

ungerade.  Bezeichnet  man  die  6  ungeraden  Charakteristiken  (382) 
in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [<Oi],  [fo^^  "-,  [(o^],  so  stellen  die 
15  Kombinationen  zu  zweien: 

(383)  (^fi^p)  (Ai.i'-1.2,..  ^6;^<») 

die  15  eigentlichen  Per.  Char.  dar,  und  da  weiter  die  Summe  aller 
6  ungeraden  Charakteristiken 

(384)  [«»i]  +  K]  +  -"  +  K]-[0] 

ist;  also  die  Summe  von  vier  unter  ihnen  nicht  Null  sein  kann,  da 
es  die  Summe  von  zweien  nicht  ist,  so  stellen  die  20  Kombinationen 
zu  dreien: 

(385)  [<^x^X^^]  (x,2,/u  =  1,«,..,C;k<1</i) 

die  10  geraden  Th.  Char.  und  zwar  jede  zweimal  dar^  und  es  ist 
dabei  stets: 

(386)  [o,  (o^  a^]  =  [o,  ©^  ©  J, 

wenn  v,  q,  ö  die  3  von  x,  X,  (i  yerschiedenen  Zahlen  aus  der  Reihe 
1,  2,  •••;  6  sind. 
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Durch  die  Gleichungen: 

(CD^  ©3)  =  [öl  (O5  CD4]  +  [(»2  ©8  (D J  =  [©1  (Oj  CÖ5]  +  [Og  (O3  Oß] 

(387)  *"  t^i  ^8  ®«]  +  t*^«  ^»  ®«3  "^  t®i]  +  t®«l 

werden  die  Zerlegungen  der  eigentlichen  Per.  Char.  (ai|  o,)  in  zwei 
gerade,  in  zwei  ungerade  und  in  eine  gerade  und  eine  ungerade  Th. 
Char.  dargestellt. 

Von  den  15  Per.  Char.  (383)  sind  zwei  (ö^^x)  ^^^  (®/i®J 
syzygetisch  oder  azygetisch;  je  nachdem  die  Zahlen  x,  k,  fi,  v  alle 
vier  voneinander  verschieden  sind  oder  nicht;  es  ist  (©t©,)  und 
(©3  (dJ  der  Typus  eines  Paares  syzygetischer,  (jo^  o,)  und  (od^  ©j) 
der  Typus  eines  Paares  azygetischer  Per.  Char.  Infolgedessen  sind 
die  5  Per.  Char. 

(388)  (»lOJ«),    (öjc^e);    (<»8  0>6).    i^i^e),  (Ps^b) 

zu  je  zweien  azygetisch  und  bilden  daher  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 
Für  dasselbe  ist  [co«]  die  Summe  seiner  ungeraden  Charakteristiken 
und 

(389)  [öji],    [0,],    [©3],    [©J,    [©5] 

bilden   eine   Hauptreihe.     Läßt   man   an  Stelle   von  [©^J  der  Reihe 
nach  die  6  ungeraden  Th.  Char.  treten  ^  so  erhält  man  aus  (388)  die 
6  im  Falle  p  =  2  existierenden  verschiedenen  F.  S.  von  Per.  Char. 
Sechs  Th.  Char.  von  der  Form: 

(390)  [x©i],    [x©,],    [x©3],    [x©J,    [x©5],    [x©e], 

wo  [x]  eine  beliebige  Charakteristik  bezeichnet,  bilden  ein  F.  S.  von 
Th.  Char.  Läßt  man  an  Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  alle  16  Charak- 
teristiken treten  y  so  erhält  man  die  16  im  Falle  |>  =  2  existierenden 
verschiedenen  F.  S.  von  Th.  Char.;  von  denselben  besteht  das  fttr  [x]=[0] 
aus  (390)  hervorgehende  aus  6  ungeraden  Th.  Char.,  während  jedes 
der  15  übrigen  2  ungerade  und  4  gerade  Th.  Char.  enthält.  Irgend 
zwei  der  16  F.  S.  von  Th.  Char.  haben  stets  zwei  und  nur  zwei 
Th.  Char.  gemeinsam. 

Sind  (a)  und  (ß)  irgend  zwei  der  15  eigentlichen  Per.  Char.,  so 
bilden  die  vier  Per.  Char.  (0),  (a),  (ß\  (aß)  eine  Gruppe  von  Per.  Char., 
und  die  vier  daraus  durch  Addition  einer  beliebigen  Charakteristik 
entst.ehenden  Th.  Char.  [x],  [xa],  [x/J],  [xa/S]  ein  System  von  Th.  Char. 
Sind  die  beiden  Per.  Char.  (a)  und  (ß)  syzygetisch,  so  sind  Gruppe 
imd  System  Göpel  sehe;  sind  die  beiden  Per.  Char.  (a)  und  (ß)  azy- 
getisch, so  mögen  sie  Rosenhainsche  heißen.  Der  allgemeine  Typus 
einer  Göpelschen  Gruppe  ist: 

Kr»xer,  Thetafonktionen.  22 
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(391)  (0),    (oiOj),    (ojoj,    (05  (De); 
der  eines  Göpelschen  Systems: 

(392)  [«],    [«OiO,],   [xojcoj,    [xa)5©e] 
oder  auch: 

(393)  [xOiWj],    [«Ojc^s],    [«©lOj,    [««joj- 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Göpelschen  Gruppen  betragt  15^  die 
der  Göpelschen  Systeme  60;  von  diesen  bestehen  15  aus  4  geraden, 
die  übrigen  45  aus  2  geraden  und  2  ungeraden  Th.  Char.  Der  all- 
gemeine Typus  einer  Rosenhainschen  Gruppe  ist: 

(394)  (0),    (©lOj),    (©icog),    (©,0,), 

der  eines  Rosenhainschen  Systems: 

(395)  [x],    [xüio,],    [xoiog],    [xcDjOj] 
oder  auch: 

(396)  [xOi],     [xCDj],      [xCDj],     [xCDiOjOg]. 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Rosenhainschen  Gruppen  beträgt  20; 
die  der  Rosenhainschen  Systeme  80;  von  diesen  bestehen  20  aus 
1  geraden  und  3  ungeradeu,  die  übrigen  60  aus  3  geraden  und  1  un- 
geraden Th.  Char. 

Läßt  man  nun  im  XXXIX.  Satze  an  Stelle  der  Gruppe  A  die 
Rosenhainsche  Gruppe  (0),  (ojC},),  (oiOj),  (cd^Oj)  treten,  so  tritt  an 
Stelle  der  adjungierten  Gruppe  B  die  gleichfalls  Rosenhainsche  Gruppe 
(0),  (0405),  (04CP6),  (OöOe)  und  die  Gleichung  (XLII)  geht,  wenn 
man  noch 

(397)  M  =  K],    m  =  [»«o] 
setzt,  wo  [oj  die  Charakteristik 

(398)  [öo]  =  [%  (Dj  CDs]  =  [c»4  «6  c^e]; 

[x]  aber  eine  beliebige  Charakteristik  bezeichnet,  nach  leichten  Um- 
formungen in  die  Gleichung: 

(399^   I  ^  ^0 1  tfe«j  +  I  ^^oy  fl>i  I  »[0,,]  +  I  xoo,  cPsj  I  y^^  ^-  |  xm^,  ©g  |  y^^j 

über,  aus  der  durch  Vertauschung  von  [©,],  [o,],  [©,]  mit  [©J,  [©5], 
[©j]  die  weitere: 

(400)     '  ^'  '"''  '  ^^"^^  "*"  '  ^^''  ®*  '  ^^''•^  +  I  ^ß>0>  0^5  I  »[«.]  +  I  ^C»0;  ®6  I  »[0^1 

folgt. 
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In  den  Gleichungen  (399),  (400)  bezeichnen  die  x  und  y  die  in 
(XXXVIII)  definierten  Ausdrücke.  Setzt  man  darin,  entsprechend  dem 
vorliegenden  speziellen  Werte  l>  =  2,  indem  man  unter  w^,  t'^,  w^ 
(ft  =  1,  2)  6  unabhängige  Veränderliche  versteht: 

(401)  <'^  =  u^  +  t;,.  +  tc;^,    t;;f^  =  V     <^  =  ^A*'    <^  =  -«^^; 

(A»  =  l,2) 

so  werden: 

(402)  ^^^u^Jr^^y    ^^^-%^^^y    <^  =  t;^  +  ti;„    u^f^^O 

und  es  verschwinden  infolgedessen  die  zu  den  ungeraden  Charakte- 
ristiken gehörigen  Größen  y^„^j,  y^^,  •••,  y^^j-,  die  linken  Seiten  der 
beiden  Gleichungen  (399),  (400)  werden  daher  einander  gleich,  und 
man  erhalt  durch  Gleichsetzen  der  rechten  ohne  Mühe  zwischen  den 
Größen  x  allein  die  Beziehung: 

6 

(403)  2ir^^    ,  -^\^iy^i\ ^[x»j > 
wo  jetzt  die  Größen  x  durch  die  Gleichungen: 

(404)  :r^.3  =  (-l)^=^ 

definiert  sind.  In  der  Gleichung  (403)  bezeichnet  %  eine  beliebige 
der  Zahlen  1,  2,  •••,  6;  es  geht  aber  aus  ihr,  wie  schon  ihre  Ent- 
stehung zeigt,  immer  dieselbe  Gleichung  hervor,  welche  dieser  Zahlen 
man  an  Stelle  von  %  setzt,  und  es  wurde  die  obige  Schreibweise  nur 
deshalb  gewählt,  weil  durch  Vereinigung  des  die  linke  Seite  bildenden 
Gliedes  ^x^^^^  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Gliede 
^[«»£1  ^^^  einheitliche  Bezeichnung  gestört  würde;  dagegen  gehen  aus 
(40o)  16  verschiedene  Gleichungen  hervor,  wenn  man  an  Stelle  von 
[x]  der  Reihe  nach  die  16  Charakteristiken  treten  läßt. 

Aus  den  obigen  Formeln  ergeben  sich  nun  die  zwischen  den 
16  Thetafunktionen  bestehenden  Relationen  und  die  Additionstheoreme 
ihrer  Quotienten. 

Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  (404): 

(405)  t?^-0,    w?^-0,  0*=!,?) 

so  verschwinden  infolge  letzterer  Annahme  die  zu  ungeradem  \£\  ge- 
hörigen Größen  x^^-^j  und  es  muß  daher  in  der  Gleichung  (403), 
damit  nicht  linke  und  rechte  Seite  gleichzeitig  verschwinden,  [x] 
von  [0]  verschieden  gewählt  werden.     Setzt  man  dementsprechend 

22* 
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(406)  [x]  =  [©5  Og]  =  [(Dl  ©,  cjj  (dJ, 

so  besitzen  die  den  Werten  f  =  5  und  6  entsprechenden  Glieder  der 
rechts  stehenden  Summe  den  Wert  Null  und  man  erhalt,  wenn  man 
zugleich  (ö)  =  (0)  setzt,  g  auf  die  Werte  1,  2,  3,  4  beschrankt  und 
die  unter  (279),  (280)  eingeführte  Bezeichnungsweise  anwendet: 

2  .  (^  l)m-&d^[xa>^]iO}  »'[xQ(o^]iu} 

(407)  ^ 

[X]  =  [a»i  CO.  0^  »J 

Diese  Formel  repräsentiert,  da  an  Stelle  von  [x]  jede  von  [0]  ver- 
schiedene, an  Stelle  von  (q)  jede  beliebige  Charakteristik  gesetzt 
werden  darf,  im  ganzen  240  verschiedene  Relationen  und  zeigt,  daß 
zwischen  irgend  4  Thetaquadraten,  deren  Charakteristiken  einem  der 
16  F.  S.  von  Th.  Char.  entnommen  sind,  eine  lineare  Relation  be- 
steht. Mit  Hilfe  dieser  Relationen  kann  man  durch  4  linearunab- 
hängige Thetaquadrate  jedes  5*®  linear  ausdrücken  (XLVIII.  Satz);  für 
solche  vier  linearunabhängige  Thetaquadrate  können  insbesondere  vier 
Thetaquadrate  gewählt  werden,  deren  Charakteristiken  ein  Rosenhain- 
sches  oder  Göpelsches  System  von  Th.  Char.  bilden;  in  beiden  Fällen  ist 
es  leicht,  aus  den  obigen  240  Relationen  jene  12  abzuleiten,  welche 
durch  die  gewählten  4  Thetaquadrate  die  12  übrigen  ausdrücken^). 
Vier  linearunabhängige  Thetaquadrate  sind  selbst  durch  eine 
Gleichung  vierten  Grades  miteinander  verknüpft.  Um  diese  aus  den 
obigen  Formeln  abzuleiten,  setze  man  in  x^^^  wie  vorher 

(408)  ''m  ','"'"/■ 

und  weiter,  indem  man  unter  (fi)  eine  beliebige  Charakteristik  versteht: 

(409)  (q)  =  (^  04  CO«) ,     (6)  =  ((»4  (Dg) ; 

es  erhalten  dann  in  der  auf  der  rechten  Seite  von  (403)  stehenden 
Summe  die  drei  den  Werten  f  =  4,  5  und  6  entsprechenden  Glieder 
den  Wert  Null  und  diese  Formel  geht  nach  einfachen  Umformungen 
in  die  Gleichung: 

3 

(410)  ^  (—  1)^  ~» "« '^J  W 
•=1 

^K©e(öJC0|^KcPeCöJ((0|^[^(pJ(i[M))d[/iCD4(D5a}JW  =  0 

über.     Diese  Formel  repräsentiert  im  ganzen  120  verschiedene  Rela- 

1)  Wegen  der  Ausführung  mag  auf  meine  Arbeit:  Theorie  der  zweifach 
unendlichen  Thetareihen  auf  Grund  der  Riemann'schen  Thetaformel.  Lpz.  1882, 
pag.  42  und  68  verwiesen  werden. 
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tionen;  man  erhält  dieselben  aus  ihr;  wenn  man  die  beiden  Charak- 
teristiken [oj,  [©5]  auf  die  15  möglichen  Weisen  aus  den  6  un- 
geraden Charakteristiken  auswählt  und  jedesmal  dazu  an  Stelle  von 
/t  solche  8  Charakteristiken  treten  läßt^  von  denen  keine  zwei  die 
Summe  [04(05]  haben.  Die  120  Gleidiungen  (410)  sind  dadurch 
zugleich  in  15  Gruppen  yoa  je  8  geteilt,  derart  daß  die  8  Glei- 
chungen einer  Gruppe  nur  Thetaprodukte  0'[f]Jw])  0'[i7]([m])  mit  der 
nämlichen  Charakteristikensumme  [o^  o^]  enthalten.  Solcher  Produkte 
sind  es  aber  im  ganzen  8^  von  denen  4  gerade  und  4  ungerade  Funk- 
tionen des  Argumentensystemes  (w)  sind,  und  die  Gleichungen  (410) 
zeigen,  daß  sowohl  zwischen  3  geraden,  wie  zwischen  3  ungeraden 
unter  ihnen  stets  eine  lineare  Relation  besteht  (vgl.  Satz  XL  VI). 

Aus  jeder  der  120  Gleichungen  (410)  erhält  man  nun,  wenn 
man  aus  ihr  durch  zweimaliges  Quadrieren  eine  Relation  vierten 
Grades  zwischen  den  Quadraten  der  6  in  ihr  vorkommenden  Theta- 
funktionen  ableitet  und  hierauf  alle  diese  Thetaquadrate  durch  die 
nämlichen  4  linearunabhängigen  ausdrückt,  eine  Gleichung  vierten 
Grades  zwischen  diesen.  Für  vier  Rosenhainsche  Thetaquadrate  ist 
diese  Relation  vierten  Grades  zuerst  von  mir^)  aufgestellt  worden. 
Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Gewinnung  der  zwischen  vier  Gopel- 
schen  Thetaquadraten  bestehenden  Relation,  so  wird  man  bemerken, 
daß  die  vier  Charakteristiken  von  zwei  der  3  in  derselben  Gleichung 

(410)  vorkommenden  Thetaprodukte  stets  ein  Göpelsches  System 
von  Th.  Char.  bilden,  und  daß  man  daher,  wenn  man  nach  einmsdigem 
Quadrieren  die  beiden  anderen  Thetaquadrate  ebenfalls  durch  diese 
4  Göpelschen  ausdrückt,  zu  einer  Gleichung  zwischen  diesen  4  Göpel- 
sehen  Thetafanktionen  gelangt,  welche  vom  vierten  Grade  ist  in 
Bezug  auf  die  vier  Thetafanktionen  aber  außer  ihren  Quadraten  auch 
ihr  Produkt  enthält;  diese  Gleichung  ist  schon  von  Göpel*)  an- 
gegeben worden  und  unter  dem  Namen  der  Göpelschen  biquadratischen 
Relation  bekannt.  Durch  nochmaliges  Quadrieren  liefert  sie  die  oben 
genannte  Relation  vierten  Grades  zwischen  vier  Göpelschen  Theta- 
quadraten. 

Setzt  man  jetzt  endlich  in  den  Gleichungen  (XXXVIII),  indem 
man  unter  u^,  v^  {ic=  1,  2)  4  unabhängige  Variable  versteht: 

(411)  «w_t,w„„^^  «w  =  «W»t,^,  (,-t.« 
so  wird: 


1)  Erazer,  Theorie  der  zweif.  unendl.  Thetar.  etc.    Lpz.  1882,  pag.  44. 
Formel  (IV). 

2)  Göpel,   Theoriae  transc.   etc.     J.   für  Math.  Bd.  86.    1847,  pag.  292. 
Formel  (33). 
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(412) 

«)!' 

-tt, 

.  +  v  «r  = 

und  daher: 

^(fM  +  V 

•;i 

*w" 

=(- 

*[«  +  ?  +  < 

']  W  H^  +  p]  W  *[«  +  «]H  *[«]  W, 

(413) 

*[«  +  (>  +  «](»  +  »J  *[e  +  (>](«-  »5  *[c  +  «]C05  *[«: 

Ffllirt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (400)  ein,  indem  man 
gleichzeitig 

(414)  (p)-(«»o),    W-K») 

setzt;  wo  (o)  eine  beliebige  gerade  Charakteristik  bezeichnet^  so  er- 
halt man  die  Gleichung: 

(415)   ^^(^ly^-o^H'^^i)' 

in  welcher  also  [x]  eine  beliebige  Charakteristik^  [cd];  [cOq]  zwei  ge- 
rade Charakteristiken  und  [(0^]^  [oig],  [cd,]  drei  ungerade  Charak- 
teristiken von  der  Summe  [co^]  sind.  Indem  man  zwei  solche  Glei- 
chungen durcheinander  dividiert;  erhält  man  Additionstheoreme  für 
die  Thetaquotienten. 

Die  16  Thetafunktionen  des  Falles  j)  »  2  wurden  von  Göpel  ^)  und 
Bosenhain^  eingeführt;  deren  Bezeichnungs weisen,  sowie  eine  von 
Eönigsberger^)  mitgeteilte,  häufig  angewandte  WeierstraSsche  sind 
aus  nachstehender  Tabelle  ersichtlich: 


1)  Göpel,  Theoriae  transc.  etc.    J.  für  Math.  Bd.  36.   1847,  pag.  279. 

2)  Bosenhain,  Memoire  aar  les  fonctions  etc.    M^m.  präs.  Bd.  11.    1851, 
pag.  409. 

8)  Eönigsb erger,  Über  die  Transformations  etc.     J.  für  Math.  Bd.  64. 
1866,  pag.  17. 
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GOpel 


P  («,«0 
P' («,«') 
P"(«,«') 
P"'(«,«') 

-Q  («,«0 
e'(«,«') 

-Ä  («,«') 
-JT  («,«-) 

-5'  («,«-) 

-S"(«,«) 

S"'(«,«') 


Bosenhain 


Weieniirafi 


9>»o(«'. ») 

?>,o(t',  w) 
t>o,(»,w) 

»91,  (v,  fr) 
9.„(t;,  w) 


*6  («1.  «'s 

-«•M(»i,Vi 

*Ol(«'l.  «1 
—  *„(»,,«, 


Krazer 


*PH 

»G  a««» 

*G.°]w 
*G  Sh 

*Gi]H 

•g:]m 

*G  l]w 

*g;]w 
•G  ;]w 

»ßJ]M 


dabei  berechnen  sich  die  Argcunente  ti^,  u,  und  die  Modalen  o^  «i,,  a„: 

1.  aus  den  Göpelschen  Argumenten  u,  u'  und  den  von  ihm  eingeführten 
Größen  r,  K,  L,  r',  K\  L'  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

«1  =  2(r  JTtt  +  r'JT'u'),       ti,  =- 2(ritt  +  r'Ii'M'), 
(416)        a,i  -  4.{rE}  +  r'Z'«),         o«  =-  i{rKL  +  r'JTiO, 

a„  =  4(ri» +  /£'»); 
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2.  aus  den  Bosenbainschen  Argumenten  Vj  w  und  den  von  ihm  ein- 
gefeilirten  Größen  |7,  g,  A  mit  Hilfe  der  Gleichungen: 

^       ^  «11  =  logi?,       Oij  =  2A,      a^ « logg; 

3.  aus  den  WeierstraSschen  Argumenten  v^^  v^  und  den  von  ihm 
eingeführten  Größen  r^i,  r^gi  ^n  ^^  Hilfe  der  Gleichungen: 

(418)  1        1     1       -«        s     1 

Eine  übersichtliche  Gruppierung  der  zwischen  den  16  Thetafonk- 
tionen  bestehenden  Relationen  wurde  zuerst  von  Borchardt^)  versucht, 
konnte  aber  erst  mit  Erfolg  durchgeführt  werden,  nachdem  Herr  Weber  ^ 
durch  Ausbildung  einer  Charakteristikentheorie  die  Möglichkeit  geschaffen 
hatte,  die  vorhandenen  Thetarelationen  in  allgemeinen  Typen  zusammen- 
zufassen. Formelsammlungen  u.  a.  bei  Thomae'),  Cayley*),  Forsyth*), 
und  Krause^).  Die  Ableitung  aller  Beziehungen  zwischen  den  16  Theta- 
fonktionen  aus  der  einen  Grundformel  (403)  wurde  von  mir^  angegeben. 
Endlich  ist  der  eigentümliche  Zusanunenhang  der  Thetarelationen  des 
Falles  p  =  2  mit  den  zwischen  den  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution bestehenden  Gleichungen  zu  erwähnen,  auf  den  zuerst  Herr 
Weber  ^)  und  später  Caspary^)  aufmerksam  gemacht  haben. 

Setzt  man  nämlich  hinsichtlich  zweier  Charakteristiken  [b]  und 
[tj]  zur  Abkürzung: 


1)  Borchardt,  Über  die  Darstellung  der  Eummerschen  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  sechzehn  Knotenpunkten  durch  die  Göpelsche  biquadratische  Be- 
lation  zwischen  vier  Thetafunctionen  mit  zwei  Yariabeln.  J.  fOr  Math.  Bd.  88. 
1877,  pag.  284. 

2)  Weber,  Über  die  Kummersche  Fläche  vierter  Ordnung  mit  sechzehn 
Knotenpunkten  und  ihre  Beziehung  zu  den  Thetafunctionen  von  zwei  Veränder- 
lichen. J.  für  Math.  Bd.  84.  1878,  pag.  882  und:  Anwendung  der  Thetafunc- 
tionen zweier  Veränderlichen  auf  die  Theorie  der  Bewegung  eines  festen 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit.    Math.  Ann.  Bd.  14.   1879,  pag.  178. 

8)  Thomae,  Sammlung  von  Formeln  etc.    Halle  1876. 

4)  Cayley,  A  memoir  on  the  single  and  double  Theta-functions.  PhlL 
Trans.  Bd.  171.    1880,  pag.  897. 

6)  Forsyth,  Memoir  on  the  Theta-functions,  particulary  those  of  two 
variables.    Phil.  Trans.  Bd.  173.    1882,  pag.  783. 

6)  Krause,  Die  Transformation  etc.    Lpz.  1886. 

7)  Krazer,  Theorie  der  zweif.  unendl.  Thetar.  etc.    Lpz.  1882. 

8)  Weber,  Anwendung  der  Thetaf  etc.  Math.  Ann.  Bd.  14.  1879, 
pag.  173;  auch:  Borchardt,  Sur  le  choix  des  modules  dans  les  integrales 
hyperelliptiques.    C.  R.  Bd.  88.    1879,  pag.  834. 

9)  Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  mit  zwei  Argumenten. 
J.  fOr  Math.  Bd.  94.  1883,  pag.  74 ;  auch :  Sur  les  syst^mes  orthogonaux  formds 
par  les  fonctions  th^ta.    C.  R.  Bd.  104.    1887,  pag.  490. 


Thetarelationen  und  orthogonale  Substitutionen. 
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(419) 


T  ^  ^'/*  'A ""  *A*  ^f^ 


-V\^\, 


(-1) 


^V'/i 


IM-l 


:(_!)(.)  W,  C 


(_»)(.)W, 


und  setzt  ferner,  indem  man  unter  [x]  eine  beliebige  Charakteristik 
versteht  und  mit  X  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  mit  q  eine  der  Zahlen 
4,  5,  6  bezeichnet: 

yioji,  a>i<D,a>,|  •  (-  l)("i)K«».-*y  (-  t)W(»2y ■fr[ajJfM) *[xo.JH 

(420)  =edu\vi 


und  Weiter,  wenn  ft  eine  zweite  der  Zahlen  1,  2,  3  ist: 

Vlaj^o  ©  ,  ©lO,«»,! .  (-  iy<»i  V<V  (— t)M('"i"/»V 


*K  «^  «el  W  ^['"»i «',-  "»f]  W  -  ®i,.4"  I  *'J' 


©, 


US' 


tt  « 


^421) 

(_ ,•)(«)(».<».».)' ^[a,j  0»,  »,]  H  fr[x ©1  w,  o»,]((t;| . 
so  bestehen  zwischen  den  16  Größen: 

(422)  ^"^1   C«I4;    <^2=®mC»14    «^s^öjjsf"!»!»    c»4=ÖM6i:«l»J, 

C4i-®5   C«I4    «'u^^mC«!»}»    ««»»»mC»!»!»    c^^=^lui»\v} 
auf  Grund  der  Gleichungen  (407),  (410)  die  Relationen: 

(423)  ^x  +  <?,  +  ^.  +  'f4-'',  ^        (U=M.M,.<» 

^il  ^n  +  ^«  ^i«  +  ^«  ^i8  +  ^U  ^JA  ™  0> 

WO  c  in  allen  acht  Fallen  den  nämlichen  Wert  besitzt^  und  es  bilden 
infolgedessen  die  neun  Quotienten: 


»m(0  «)        «m(0|«')        ««.(0  ») 
»i..(0«')'      «m(0|»)'      «...(OfV 

(424) 

»U4(0|«)         »...tO 

")        ®i.«(0|») 

«...(o|e)'    e,.,(o 

*)'      «„.(Ol*)' 

»..«Co|f)     e.„(o  r)     e.„(o|«) 

».„(Olc}'     ©m(0»)'     e.,.(oit») 

die  Koeffizienten 

einer  orthogonalen 

Substitution. 
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Faßt  man  endlich  vier  lineaninabhängige  Thetaquadrate  als  homo- 
gene Punktkoordinaten  des  Raumes  auf  und  betrachtet  sodann  ihre 
beiden  Argumente  ti^,  ti^  als  bewegliche  Parameter,  so  wird  dadurch 
eine  Flache  definiert,  deren  Gleichung  die  oben  erwähnte  zwischen 
den  vier  Thetaquadraten  bestehende  Gleichung  vierten  Grades  ist 
Diese  Flache  ist  mit  jener  Fläche  vierter  Ordnung  identisch,  welche 
Kummer^)  als  Brennfläche  einer  Strahlenkongruenz  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Klasse  eingef&hrt  hat  und  welche  deshalb  unter  dem 
Namen  der  Eummerschen  Fläche  bekannt  ist^. 


§  13. 

Da«  Addltlonstheorein  der  allgemeinen  Thetaftinktionen 

für  2>^3. 

Nachdem  die  Fälle  jp  =  1  und  |)  =  2  in  den  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  gesondert  behandelt  worden  sind,  soll  f&r  das 
folgende  l>  ^  3  vorausgesetzt  werden. 

Unter  dieser  Voraussetzung  bezeichne  man  die  2p  +  2  Th.  Char. 
eines  F.  S.  mit 

(425)  M,[«,l-,M,  [ß^l[ß,l-,[ß,.>l  [yi],[y,],",[yp_,] 

und  bilde  aus  den  Charakteristiken  [/J]  und  [y]  die  Per.  Char. 

(426)  (^)  =  (ftyx),  (^)  =  (fty,),  •••,  (Vs)  =  (/»,-. y,-5)- 

1)  Kummer,  Über  die  Flächen  vierten  Grades  mit  sechzehn  singol&ren 
Punkten.  Berl.  Ber.  1864,  pag.  246;  Über  die  Strahlensjsteme,  deren  Brennflächen 
Flächen  vierten  Grades  mit  sechzehn  singulären  Punkten  sind.  Berl.  Ber.  1864, 
pag.  495  und:  Über  die  algebraischen  Strahlensysteme,  insbesondere  die  der  ersten 
und  zweiten  Ordnung.    Berl.  Abh.  1866,  pag.  1. 

2)  Nachdem  schon  früher  Herr  Klein  (Über  gewisse  in  der  Liniengeo- 
metrie auftretende  Differentialgleichungen.  Math.  Ann.  Bd.  5.  1872,  pag.  278) 
auf  die  Möglichkeit  einer  Verknüpfung  der  Kunmierschen  Fläche  mit  den 
hyperelliptischen  Integralen  erster  Ordnung  hingewiesen  hatte,  haben  gleich- 
zeitig Cayley  (On  the  double  ö-functions  in  connexion  with  a  16 -nodal 
quartic  surface.  J.  für  Math.  Bd.  83.  1877,  pag.  210)  und  Bor  char  dt  (Über 
die  Darstellung  der  Kummer'schen  Fläche  etc.  J.  für  Math.  Bd.  83.  1877, 
pag.  234)  und  etwas  später  Herr  Weber  (Cber  die  Kummersche  Fläche  etc. 
J.  für  Math.  Bd.  84.  1878 ,  pag.  832)  die  Darstellung  der  Kummerschen  Fläche 
durch  die  Thetafunktionen  zweier  Veränderlichen  angegeben.  Eine  eingehende 
Behandlung  auf  dieser  Grundlage  hat  die  Kummersche  Fläche  sodann  durch 
Herrn  Reichardt  (Über  die  Darstellung  der  Kummerschen  Fläche  durch 
hyperelliptische  Functionen.  Nova  Acta  Leop.  Bd.  60.  1887,  pag.  378)  gefunden 
Wegen  weiterer  Literaturangaben  sei  auf  Brill  und  Nöther  (Die  Entwickig. 
der  Theorie  etc.  Jahresber.  d.  D.  Math.-Ver.  Bd.  3.  1894,  pag.  473)  unter 
(34)  verwiesen,  wozu  noch  Schleiermacher  (Über  Thetafunctionen  mit  zwei 
Variabein  und  die  zugehörige  Kummer'sche  Fläche.  Math.  Ann.  Bd.  60.  1898, 
pag.  183)  kommt. 
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Diese  jp  —  3  Per.  Cbar.  sind  dann  auf  Grund  des  XXVI.  Satzes  linear- 
unabhängig und  können  dah^er  einer  Gruppe  L  von  2^"'  Per.  Char. 
(W;  (^i);  '"yQr-\)>  ^=»2p~',  als  Basischarakteristiken  dienen.  Man 
gehe  jetzt  auf  die  Gleichung  (XLI)  zurück,  setze  darin  m=|)  — 3 
und  lasse  an  Stelle  der  Gruppe  A  die  soeben  definierte  Gruppe  L 
treten.  Da,  wie  sich  mit  Hilfe  des  XXV,  Satzes  leicht  zeigen  laßt, 
diese  Gruppe  eine  syzygetische  ist  und  weiter  auch  für  irgend  zwei 
der  acht  Charakteristiken  [a]  die  Gleichungen: 

(427)    |a^a,,  Ai|  =  +  1,    |a^a,,  Aj|  =  + 1,   •  •  •,    k^a,,  ^j,-sl  =  + 1 

bestehen,  so  ist  die  zu  A  adjungierte  Gruppe  B  jene  Gruppe  L'  von 
2P+«Per.  Char.  (i^'),  Q{),  •  • .,  (?;^i),  s  =  2^+»,  welche  die  p  +  3  Per.  Char. 

als  Basischarakteristiken  hat.  Setzt  man  dann  zugleich,  indem  man 
unter  [o]  eine  willkürliche  Charakteristik,  unter  [Ic]  die  Charakteristik: 

(429)  W  =  [«/Sxft--|8,-,] 

versteht,  bei  der  [n]  die  Summe  der  ungeraden  Charakteristiken  des 
F.  S.  (425)  bezeichnet: 

(430)  M  =  [«>«,],     K]  =  m, 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (XLI),  wenn  man  noch  den  rechts 
auftretenden  Faktor  |ä:,  coa^l  auf  die  linke  Seite  schafiFt,  hierauf  linke 
und  rechte  Seite  der  Gleichung  miteinander  vertauscht,  und  endlich, 
was  nach  dem  pag.  310  Bemerkten  erlaubt  ist,  x  statt  y  und  y 
statt  X  schreibt,  die  Gleichung: 

»—1  r— 1 

(431)  ^  I  «1«^,  i:  I  y^»,;,  =  8  2 1  *,  e,«^  g  X, 

In  dieser  Gleichung  lasse  man  jetzt  an  Stelle  von  ft  der  Reihe 
nach  die  Werte  0,  1,  •  •  •,  7  treten  und  addiere  die  acht  so  entstehen- 
den Gleichungen  zueinander;  man  erhalt  dann,  wenn  man  noch 

(432)  hs,VI  =  l««o,V|-l««S»VI 

setzt  und  die  Summation  passend  anordnet,  zunächst: 


"A*V  ' 


«—1  /      7 

(488) 

"      r— 1 


7      r— 1 


>«u  V  ' 


Um  den  Wert  der  auf  der  linken  Seite  vorkommenden  Summe: 
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7 

(434)  «-2l«oVVI 

ZU  bestimmen;  berücksichtige  man^  daß  man  jede  der  s  Per.  Char. 
(V)  und  zwar  jede  nur  einmal  erhalt,  wenn  man  in  den  vier  Formen: 

die  Zahl  p  der  Reihe  nach  die  Werte  0^  1,  •••;  r  —  1  annehmen  läßt 
und  in  den  so  entstandenen  Formen  dann  noch  an  Stelle  von  v^v^, 
v^v^v^v^y  ViV^v^v^v^v^  alle  Kombinationen  ohne  Wiederholung  der 
Elemente  0^  1,  •••,  7  zur  zweiten,  vierten,  sechsten  Klasse  setzi 

Ist  aber  (IJ)  «  (Z^),  so  erhalt  man,  da  |  cc^a^,  Z^  |  =  +  1  für  jeden 
Wert  von  fi  ist: 

(436)  «  =  8; 

ist  femer  (Z/)  =  Qq^y^^v^j  ^^  erhalt  man,  da  {cc^nc^,  ^t^^rj  sechsmal 
den  Wert  +  1,  zweimal  den  Wert  —  1  annimmt,  wenn  fi  die  Werte 
0,  1,  ...,  7  durchlauft: 

(437)  a  =  4; 

ist  weiter  (IJ)  =  {l^a^a^^a^^aj,  so  erhält  man,  da  {cc^^a^,  «^«^.«^«rj 
viermal  den  Wert  +  1,  viermal  den  Wert  —  1  annimmt,  wenn  fi  die 
Werte  0,  1,  •  •  ,  7  durchläuft: 

(438)  a  =  0; 

ist  endlich  QJ)  "^  QQ^v^^t^^u^u^r^^r)}  ^  erhält  man,  da 
(«0«^,  «y^  «y^  «r,  ^»4  **r.  O  zweimal  den  Wert  +  1,  sechsmal  den  Wert 
—  1  annimmt,  wenn  ft  die  Werte  0,  1,  •••,  7  durchläuft: 

(439)  «  =  -  4. 

Zerlegt  man  daher  entsprechend  den  vier  in  Bezug  auf  die  Per.  Char. 
(Z')  unterschiedenen  Fällen  (435)  die  linke  Seite  von  (433)  in  vier 
Teile  und  führt  in  jedem  dieser  Teile  an  Stelle  der  eingeklammerten 
Summe  den  dafür  unter  (436)  bis  (439)  gefundenen  Wert  ein,  so 
erhält  man  die  Gleichung: 

r—l 

8  2l®^'^cl^[*«pi 


^=0 


(440)  r-l 


+  4  2  2  I  '^'^o;  \  «.,«..  I  ^1 


I*'^«n*»il 


~4  2^l^^0,  ^A/'^rJ  »!*,,«,.    a, 


7     r— 1 


'^"n  —"J 


Endformel.  349 

wobei  die  in  der  zweiten  und  dritten  Zeile  vorkommenden  Summa- 
tionen  ^,    ^  in  der  Weise  auszuführen  sind,  daß   an  Stelle  von 

i/jV„  Vj^jVjV^VgVj  alle  Kombinationen  ohne  Wiederholung  der  Ele- 
mente 1^  2,  ••*,  7  zur  zweiten  bez.  sechsten  Klasse  treten. 

Die  Gleichung  (440)  ist  ebenso  wie  die  Gleichung  (XLI),  aus  der 
sie  abgeleitet  wurde,  richtig,  sobald  man  unter  den  x,  y  die  Aus- 
drücke (XXXVni)  versteht,  in  denen  die  v  unabhängige  Veränderliche 
bezeichnen,  von  denen  die  u  gemäß  den  Gleichungen  (XXXVII)  ab- 
hängen. Setzt  man  jetzt  voraus,  daß  ti^  »  0  ist  für  /i  —  1, 2,  •  •  •,|),  so  ver- 
schwinden alle  Größen  y^-^y  für  welche  die  Th.  Char.  [ri\  ungerade  ist, 
und  man  erhält,  da  nach  dem  XXIX.  Satze  alle  Charakteristiken  von 
der  Form  [klÄ  gerade,  alle  Charakteristiken  von  den  Formen  [kl^(ty^ a^J 
und  [A^^ntty^tty, •••«yj  ungerade  sind,  aus  (440),  wenn  man  no(äi  Unke 
und  recnte  Seite  durch  8  teilt,  die  gewünschte  Endgleichung: 

r— 1  7     r—l 

(441)         ^IgJOo,  i^ltf[*y  =  2'2^l*>®''/*^J^[««My• 
TTTiTTT.  Sats:   Es  seien 
(IL)      Kl,  K],  . . .,  K],    [ft],  . . .,  [^,_,],    [yj,  . . .,  [y,_,] 

die  2p+  2  Th.  Char,  eines  F.  S.,  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
ihnen  tmd 

(L)  [Ä]-[nA---^,-s]; 

es  seien  femer  (/<,),  (l^\  •  •  -,  (i^_i)  die  r  —  2^»-^  Per.  Chm.  jener  Gruppe, 
welche  sich  auf  den  p  —  3  Basischardkieristiken  (ftyi),  •••,  (/Jp^s/p-a) 
aufhaut;  es  sei  endlich  [cd]  eine  beliebige  Th.  Char.  Bezeichnet  man 
dann  mit  a:^,^  y^^j  die  Ausdrücke: 

p 

x,„ = (-  ir=' 


(LI) 


P 


*h + p + «]  C« + »1  ^h  +  q]{» + «'I  »bi +o\iv+ w] 

so  sind  diese  Größen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gleichungen: 


(LH)  2  I  »«0,  ^J  ytty  =  2'  2 1  *'  "*«  ^r '  ^' 


^=0  '  /i=0  ^=»0 


7     r—l 
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Der  Fall  |>  =  3  verdient  als  Grenzfall  besondere  Beachtung.  In 
diesem  Falle  bestellt  das  Fondamentalsystem  (IL)  nur  aus  den  acht 
Charakteristiken  [c^],  [aj,  •••,  [oy],  die  Charakteristiken  \ß]  und  [y] 
fallen  weg^  die  Charakteristik  [i]  wird  zur  Summe  [n]  der  ungeraden 
unter  den  acht  Charakteristiken  [a]  und  die  Gruppe  der  Per.  Char. 
(T)  reduziert  sich  auf  die  Charakteristik  (0).  Die  Formel  (LII) 
ninmit  infolgedessen  die  einüeu^he  Form  an: 

7 

(442)  ^(«,=21«' 


>  I  •*'[»«^1  • 


(443) 


Sollen  mit  Hilfe  der  Formel  (LII)  Additionstheoreme  der  Theta- 
quotienten  hergestellt  werden,  so  setze  man  in  (U)  («;)  =  (— t?), 
wodurch: 

p 

H^  +  Q  +  ff]  W  *[«  +  p]  W  *[«  +  ff]  W*HH 

P 

wird.  Vermehrt  man  sodann  die  Per.  Char.  {fi)  der  Reihe  nach  um 
die  r  =  2P-*  Per.  Char.  (ij,  (/j),  •••,  (i^.i),  so  entstehen  aus  (LII) 
r  Gleichungen,  deren  linke  Seite  lineare  Funktionen  der  nämlichen 

rThetaprodukte^[*![^+9+<y]fw+!;])d[Ä;;^+^]{tt-.t;])(/^=0;l,-,^-l) 
sind,  und  welche  nach  jedem  einzelnen  dieser  Produkte  aufgelost 
werden  können.  Durch  Division  zweier  solcher  Gleichungen,  von 
denen  die  eine  die  Funktion  '&'[«]  J^  +  vj,  die  andere  die  Funktion 
'^MC^  +  ^I  eiithalt,  während  daneben  in  beiden  Gleichungen  die 
nämliche  Funktion  '9'[5]((w  —  t;])  auftritt,  erhält  man  ein  Additions- 
theorem fttr  den  Thetaquotienten  öt?  j  ^  >  * 

Nachdem  die  auf  den  Fall  p  =  ^  bezügliche  Formel  (442)  schon 
vorher  von  Herrn  Weber  ^)  mitgeteilt  worden  war,  wurde  die  allgemeine 
Formel  (LH)    ziemlich   gleichzeitig   von  den  Herren  Stahl  ^,    Nöther  *) 


1)  Weber,  Theorie  der  Aber  sehen  Functionen  vom  Geschlecht  3.  Berlin 
1876,  pag.  86. 

2)  Stahl,  Das  Additionstheorem  etc.   J.  für  Math.  Bd.  88.    1880,  pag.  117. 

3)  Nöther,  Zar  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  vielen  Argu- 
menten. Math.  Ann.  Bd.  16.  1880,  pag.  270;  dazu  auch:  Über  d^e  allgemeinen 
Thetafunctionen.    Erlangen  Ber.  Heft  12.   1880,  pag.  1. 
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und  Frobenius^)  angegeben;  die  obige  Ableitung  ist  von  Herrn  Prym*) 
veröflFentlicht  worden. 


§  14. 

Weitere  Folgeningen  ans  der  Biemannsohen  Thetaformel. 

Sind  infolge  der  Annahme  (w^)  =  (0)  von  den  in  (XXXVIII)  de- 
finierten Größen  y^^^  jene  n  =  2^"*  (2''— 1)  Null,  für  welche  die 
Charakteristik  [rj]  ungerade  ist,  so  ergeben  sich  aus  (XXXIX) 
zwischen  den  2*'  Größen 

p 

(444)  x,.,^  {-!)-' 

n  Gleichungen,  welche,  wenn  man  die  ungeraden  Charakteristiken  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [w^],  •••,  [wj  bezeichnet,  die  Form: 

(445)  ^  I  w^;  « I  ^[.]  =  0  (t=i, »,•••,*•) 

[•] 
haben. 

Die  Gleichung  (445)  bleibt  richtig,  wenn  man  auf  ihrer  linken 
Seite  in  dem  hinter  dem  Summenzeichen  stehenden  Ausdrucke  die 
Charakteristik  [b]  allenthalben  um  eine  beliebige  Charakteristik  [cd] 
vermehrt,  da  hierdurch  nur  eine  Umstellung  der  Glieder  der  Summe 
verursacht  wird.  Entfernt  man  aber  dann  den  allen  Gliedern  gemein- 
samen Faktor  | w^,  (o\   durch  Division,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(446)  2i***'  «l^[«.]  =  0,  (t=i,2,...,«) 

[•] 

in  der  also  für  o  eine  beliebige  Charakteristik  gesetzt  werden  darf 
Bezeichnet    man    nun    weiter    die    w  =  2p"^(2'+1)    geraden 
Charakteristiken  in  irgend  welcher  Reihenfolge  mit  [g^]^  •••,  [g^  und 
trennt  die  linke  Seite  von  (446)  in  zwei  Teile: 

m  n 

(447)  G[„j  =  2 1 ««'  ^/.  1  ^[»pJ '     ^W  =  ^  I «»'  «*r  I  «(»«,] . 

so  ist  nach  (446): 

(448)  Gf(.^]+^tM-Ö-  («=i.«.-..) 


1)  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem  etc    J.  für  Math.  Bd.  89.    1880, 
pag.  186. 

2)  Prym,  Untersnchungen  über  die  Riemann'sche  Thetaf.  etc.    Lpz.  1882, 
pag.  96. 
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Multipliziert  man  jetzt  linke  und  rechte  Seite  der  6^  Gleichung 

(448)  mit  I  Ug,  u^  \  und  summiert  nach  6  von  1  bis  n,  so  erhalt  oian 
zunächst: 

n  n 

(449)  2l»«"  «'I  <^iu„,+2\^o,  «J  t^(.„,  =  0 

aal  0=1 

und  es  ist  dahei  wegen  (447): 

n  m     /      n  \ 

a=l  |tt«=l   \a=l  / 

Da  nun  weiter: 
(451) 


(460) 


l«a,««i?Ml  "  l«*«l  •  \^r9^\  •\»c»t9f,\='\»f,9^\-  l«a«,^^l, 


l«a»  «t«»l  =  l«»l  •  l«.«rl  •  l«a«,«rl 1««,«,!  *  l«««,«J 

und  femer  nach  dem  YII.  Satz: 

n 

2*  I "»«.^M I  =  2»'-»- 2P-1  (2"-^- 1) -  2"-», 

(452)  "=» 

'Vi  |2»'-«-2»-»(2»-i-l)  =  2»-i,  wennv^t, 

^J"a«.«rl  =  j  _2i'-x(2»'-l),  wennv-t, 

80  ist: 

n 

(453)  "=» 

^  f-|M„M,|2»'-»,  wenn  v^r, 

^J«a,  «.«»|-|     2P-'(2»'-l),   wenn   v-t; 

es  nehmen  daher  die  beiden  Gleichungen  (450)  die  Form: 

n 
m 

(464)  -^-'^\^.^9,\x,„.,-^2P'-^G,^^,, 

a»l 


V^l 
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an,  und  man  erhält,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  (449)  einführt 
und  linke  und  rechte  Seite  der  entstehenden  Gleichung  durch  2^"^ 
teilt: 

(455)  ;  öw-f^[u,]  =  -2^^[cuu,]- 

Durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  (448)  aber 
gelangt  man  endlich,  wenn  man  gleichzeitig  G^^  ^  und  U^^  j  durch 
ihre  Ausdrücke  aus  (447)  ersetzt,  zu  den  Gleichungen: 

m 

(456)  ^""'^[.u,]  =  -2^1^.,  9^\^[«9^]  (^-i,«.-  .*) 
und: 

n 

(457)  2''-»a;f„„^j  =- ^ \u„  u,\  x^„,^^.  (»=1,2,   •-) 

»-=1 

Die  Gleichungen  (456)  sind  die  Auflösungen  des  ursprünglichen 
Gleichungensystems  (446)  nach  den  Größen  x^^^  j  als  Unbekannten. 
Sie  zeigen,  daß  durch  diese  Gleichungen  keinerlei  Beziehungen 
zwischen  den  m  Größen  x^„^  ^  (ft  =  1,  2,  •  ••,  m)  geschaffen  werden, 
diese  Größen  vielmehr  in  ihnen  die  Rolle  unabhängiger  Veränderlichen 
übernehmen  können.  Anders  verhält  es  sich  mit  den  Größen  x^^^^. 
Zwischen  ihnen  bestehen  die  Gleichungen  (457),  die  natürlich  nicht 
unabhängig  voneinander  sind,  sondern  auf  weniger  voneinander  un- 
abhängige Gleichungen  reduziert  werden  können.  Aus  diesen  Glei- 
chungen soll  jetzt  eine  Formel  abgeleitet  werden,  welche  als  die 
Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Thetarelationen  anzusehen  ist, 
insofern  als  sie  die  sämtlichen  derartigen  Gleichungen  als  spezielle 
Fälle  umfaßt. 

Dabei  wird  p>  1  vorausgesetzt.  Der  Fall  p  =  1  erledigt  sich 
mit  der  Bemerkung,  daß  hier  die  Anzahl  n  der  Gleichungen  (446), 
(456)  und  (457)  je  1  beträgt,  die  Gleichung  (456)  mit  der  Gleichung 
(446)  zusammenfällt  und,  wenn  man  sich  der  im  §  11  eingeführten 
Bezeichnung  bedient,  die  Relation  (340)  liefert,  die  Gleichung  (457) 
aber  sich  auf  die  identische  Gleichung  iPfonhi  "  ^[<»t«xi  reduziert.  Ist 
aber  p>  1,  so   bezeichne  man  die  2p  +  2  Th.  Char.  eines  F.  S.  mit 

(458)  K],  K],  . . .,  M,    [ft],  . . .,  [ß,_,l    [yj,  . .  •,  [y,_,] 
und  bilde  aus  den  Charakteristiken  [ß]  und  [y]  die  Per.  Char. 

(459)  (A,)  =  (Ay,),    (A,)  =  (fty,),    •  • -,    (l,^,)  -  (ß,,,r,,,)^ 

Diese  p  —  2  Per.  Char.  sind  dann  auf  Grund  des  XXVI.  Satzes  linear- 
unabhängig  und  können  daher  einer  Gruppe  L  von  2^"*  Per.  Char. 

Kraser,  Thetafunktionen.  23 
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Qo)i  (h)}  '"9  Qr-i)}  f^2P'^,  als  Basischarakteristiken  dienen.  Be- 
zeichnet man  dann  weiter  mit  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
den  2p +  2  Th.  Char.  (458)  und  mit  [k]  die  Th.  Char. 

(460)  [*]  =  [nAA  •••/?,.,], 

so  sind  nach  dem  XXIX.  Satz  die  Th.  Char.  von  den  Formen 
[ka^  y  i^d  [ka^^  «»,•*•  «y,  ü  ungerade,  die  Th.  Char.  von  der  Form 
[k  a^^  a^^  a^^  2  ]  gerade.  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehe  man  auf  die 
Gleichungen  (457)  zurück,  setze  darin  an  Stelle  der  ungeraden 
Th.  Char.  [wj  die  Charakteristik  [i«oU;  multipliziere  linke  und 
rechte  Seite  der  entstehenden  Gleichung  mit  \kaQ,  l^l  und  summiere 
nach  6  von  0  bis  r  —  1.     Man  erhält  dann: 


(461) 


r— 1 
0=0 


2^  I  *  «0 ;  «*.  I  (  2^  i  *^  «0  ^w  ^a  I  )  ^[c 

>=1  \ff  =  0  / 


Die  hier  auf  der  rechten  Seite  auftretende  Summe 

r-l  p—i 

(462)  2|Ä«o«„  ij  =  77(1  +  l*«o«,,  AJ) 

besitzt  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den 
Wert  2**"*,  wenn  die  Charakteristik  (kuQU^)  den  p  — 2  Gleichungen 

(463)  |a;,A,|  =  +l,     |a;,  A,|  «  +  1,   •  • -,    |^,  A^.,  |  =  +  1 

genügt.  Diese  p  —  2  Gleichungen  haben  aber  als  Lösungen  die  2''+* 
Charakteristiken  der  zur  Gruppe  L  adjungierten  Gruppe  L\  welche 
erhalten  werden,  wenn  man  in  den  drei  Formen 

(464)  (y,    («,.«,.?,),    («„•••a,.g 

die  Zahl  q  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  •  •  •,  r  —  1  annehmen  läßt 
und  jedesmal  an  Stelle  von  v^v^,  ^'i^s^s^^  ^^^^  Kombinationen  ohne 
Wiederholung  zur  zweiten  bez.  vierten  Klasse  der  Elemente  1,  2,  •  •  •,  5 
setzt.  Beachtet  man  aber,  daB  die  Charakteristik  (ka^u^)  niemals 
mit  einer  Charakteristik  (cc^cc^L)  übereinstimmen  kann,  da  in  diesem 
Falle  [wj  von  der  Form  [ka^a^^a^J^]  also  gerade  wäre,  und  daß 
weiter  eine  Charakteristik  [lij  =  [^  «0  "^  * "  "n  ^  immer  auch  in  die 
Form  [kcc^Jg]  gebracht  werden  kann,  wenn  man  unter  1/5  die  von 
den  Zahlen  Vj,  v^,  Vj,  v^  verschiedene  Zahl  aus  der  Reihe  1,2,  •••,5, 
unter  (l„)  die  ebenfalls  zur  Gruppe  L  gehörige  Charakteristik 
(A^A,  •••A  ji)  versteht,  so  erkennt  man,  daß  jene  ungeraden 
Charakteristiken  [wj,  für  welche  die  Summe  (462)  nicht  verschwindet, 
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sämtlich  und  jede  nur  einmal  erhalten  werden,  wenn  man  in  [ka  l] 
fi  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  •••,  5  und  q  die  Reihe  der  Zanlen 
0,  1,  •••,  r— 1  durchlaufen  läßt.  Denkt  man  sich  aber  auf  der 
rechten  Seite  von  (461)  von  den  n  den  Werten  i/  =  1,  2,  •••,  n  ent- 
sprechenden Gliedern  alle  unterdrückt,  bei  welchen  die  eingeklammerte 
Summe  den  Wert  Null  besitzt,  und  setzt  bei  jedem  der  6  •  2*^"^  übrig 
bleibenden  an  Stelle  der  in  ihm  vorkommenden  Charakteristik  [uj 
die  ihr  gleiche  in  der  Form  [Jccc  L]  enthaltene,  an  Stelle  der  ein- 
geklammerten Summe  den  ihr  bei  jedem  dieser  Glieder  zukommenden 
Wert  2**"*,  so  erhält  man  schließlich,  wenn  man  noch  linke  und 
rechte  Seite  der  neu  entstandenen  Gleichung  durch  2^'^  dividiert 
und  auf  der  linken  Seite  nach  Einschiebung  des  Faktors  \ka^y  kct^\ 
=  +  1  den  Buchstaben  6  durch  den  Buchstaben  q  ersetzt,  die  ge- 
wünschte Formel  in  der  Gestalt: 


(465)   2^\ka^,ha,l^\  a;^»*^,  3  ==  ^  -S'  I  ^''o;  *  %  \  I  ^cu*a^y  • 


r— 1  5     r— 1 

ka..kaJAxr.,.„^,^^ 
Xljy.  Satz:   Es  seien 

(LHI)    KL  Kl, ...,  K],   [/JxL  •••,[/»,-,],   [yi],  •  •  •,  [y,-,] 

die  2p  +  2  Th.  Chor,  eines  F.  Ä,  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
ihnen  und 

(LIV)  M  =  [n/Ji--^,.,]; 

es  seien  femer  (l^),  (l^\  •  •  •,  (i^.j)  die  r  =  2*^-*  Per.  Cha/r.  jener  Oruppe, 
weiche  sich  auf  den  p  —  2  BasischaraJcterisHken  (/Ji^i),  •  •  •,  (ßp^iVp^^) 
außaut;  es  sei  endlich  [cd]  eine  beliebige  Th.  Chor.    Bezeichnet  man 
dann  mit  x^^^  den  Ausdruck: 
p 

(LV)    ^^.3  =  (-iy-^ 

so  sind  diese  Größen  miteinander  verknüpft  durch  die  Gleichungen: 
(LVI)  2^\ka^,ka^\\x^^^^,,^^^\ka^yka^l^\X[„^    ry 

Im  Grenzfalle  |)  =  2  geht  die  Formel  (LVI)  in  die  Formel  (403) 
über. 

Durch  Spezialisierung  der  Argumente  der  Thetafunktionen  in 
dem  Ausdrucke  (LV)  können  aus  (LVI)  speziellere  Formeln  ab- 
geleitet werden.  Von  diesen  Spezialisierungen  seien  die  folgenden 
erwähnt : 

28» 
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1.  Setzt  man  (w)  =  (0),  so  wird: 

p 

(466)  x,.,^{-ir-' 

2.  Setzt  man  dagegen  (to)  =>  {—v),  so  wird: 

p 

(467)  x^.3-(-ir-^ 

^[«  +  (>  +  <y]  W  H^  +  ri  W  H^  +  <y]  W  H^Wl 

3.  Setzt  man  hierin  (v)  =  (m),  so  wird: 

(468)  ^^.3  =  (-l)^-^ 

^[^  +  P  +  <y]W  ^[^  +  (f]M  He  +  <y]  W  ^W  W. 

4.  Setzt  man  dagegen  in  (467)   (v)  =  (0),  so  wird: 

p 

(469)  rrj.3  =  (-ir=^ 

5.  Setzt  man  hierin  endlich  (u)  =  (0),  so  wird: 

p 

(470)  x,,,=^{-ir-' 

»[S  +  Q  +  <y]([OJ)  ^[b  +  (f]iO}  ^[b  +  6]iO}  ^HCOJ. 

Für  alle  diese  Größen  a;^,j  gilt  die  Gleichung  (LVI)  und  liefert  die 
mannigfachsten  Beziehungen  zwischen  den  allgemeinen  Thetafunktionen 
beliebig  vieler  Variablen. 

Der  Inhalt  des  gegenwartigen  Paragraphen  rührt  von  Prym  ^)  her;  im 
speziellen  Falle  jj= 2  war  die  Formel  (LVI)  schon  fi-ühervon  mir*)  angegeben 
und  gezeigt  worden,  daß  die  sämtlichen  Beziehungen  zwischen  den  16  Theta- 
funktionen zweier  Veränderlichen  aus  ihr  abgeleitet  werden  können.  Über 
die  Aufstellung  von  Thetarelationen  im  Falle  eines  beliebigen  j?  vergl.  Nöther'). 


1)  Prym,   Untersuchungen   über   die  Riemann^sche  Thetaf.  etc.     Leipzig 
1882,  pag.  99  u.  f. 

2)  Erazer,  Theorie  der  zweif.  unendl.  Theiar.  etc.    Leipzig  1882. 

3)  Nöther,  Zur  Theorie  der  Thetofunct.  etc.     Math.  Ann.  Bd.  16.    1880, 
pag.  270. 
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§  15. 

Thetaftiliktionen 
höherer  Ordnung  mit  halben  Charakteristiken. 

Eine  Thetafunktion  n^'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  f^  ist 

nach  pag.  39  dadurch  charakterisiert,  daß  sie  fdr  beliebige  ganze 
Zahlen  x,  X  der  Gleichung: 

».[!0((»+(;ii 

(471)  p      p  p  p 

genügt.  Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  für  ft=l,2;***;|)  die 
Großen  u^,  x^,  A^  durch  —  ti^,  —  x^,  —  X^,  so  folgt  aus  ihr  die 
weitere: 

p       p  p  p 


Soll  also  die  Thetafunktion  n^'  Ordnung  ^n  ijM  ^^^  gerade  oder 

ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  u  sein,  sodaß  fQr  beliebige 
Werte  der  u 

(473)  Ö.|I]C-4-P«.ß]W, 

also  auch 

(«^)       «.COC-«-(M-««.ß]C«+illl 

ist;  wo  (^  =  ±  1  ist,  so  erhält  man,  indem  man  die  beiden  Glei- 
chungen (471)  und  (472)  durcheinander  dividiert 

p 

(475)  e*"^'  =1. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber,  da  sie  für  beliebige  ganze  Zahlen 
X,  X  gilt;  indem  man  unter  v  eine  der  2iahlen  1^  2,  •••;|)  versteht 
und  das  eine  Mal  A,  =  1,  die  übrigen  p^l  Zahlen  A  und  die  p  Zahlen 
X  gleich  Null  setzte  das  andere  Mal  x, » 1,  die  übrigen  p—l  Zahlen 
X  und  die  p  Zahlen  X  gleich  Null  setzt,  daß  die  Großen  4g^  bez.  4h^ 
gerade  Zahlen,  die  Größen  g^,  \  also  halbe  Zahlen  sein  müssen. 
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XLV.  Sats:  80U  eine  Thetaftmktion  n**'  Ordnung  ö«mW  ^^ 
gerade  oder  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  u  sein,  so  muß  die 
Charakteristik  m  aus  halben  ZaMen  als  Elementen  bestehen. 

Man  nehme  jetzt  an,  daß 


(476) 


9^  —  Ti^fi}         Ä^  —  T  *M 


Oi=i,»,..,ji) 


sei,  wo  die  e,  s'  ganze  Zahlen  sind,  und  bezeichne  die  Funktion 
®»ß]W  »lit  ®» WsW-  Nach  dem  XV.  Satz  pag.40  läßt  sich  dann 
die  Funktion  ®„[«iW  darstellen  in  der  Form: 


(477) 


«^ii  ••><'« 


2n 
e' 
T 


Cw«*ia; 


wo  die  C  Ton  den  Argumenten  u  unabhängig  sind.  Indem  man  in 
dieser  Gleichung  u^  durch  —  u^  ersetzt  und  die  Gleichungen  (XLII) 
und  (XLI)  pag.  35  anwendet,  erhält  man: 


(478) 


0,1,-  ,n  — 1 


^ 


ni  -.«p 


2n 


und  hat  daher  auf  Grund  der  Gleichung  (473)  die  Beziehung: 

-e  +  2<f- 


0,1,    ,«-1 


» 


(479) 


2n 
Y 


*1  •  V 


^ 


2n 


C»»4na  « 


Auf  der  linken  und  rechten  Seite  der  Gleichung  (479)  treten  bei 
Ausfuhrung  der  Summation  die  nämlichen  nP  Thetafunktionen  auf 
und  es  zieht  diese  Gleichung  infolge  der  Linearunabhängigkeit  dieser 
Funktionen  fiP  Beziehungen  zwischen  den  Eonstanten  C  nach  sich. 
Sind  nämlich  die  p  Zahlen  t^,  •••,  r^  mit  den  p  Zahlen  6^j  •••,  6^ 
yerknüpft  durch  die  Kongruenzen: 

(480)  «^  +  2<y^  =  -(£^  +  2r^)  (mod.  2n)  (/*  =  i.«,  ,;») 
oder 

(481)  <^^  +  ^u  +  «/i  =  0    (°^od.  n),  (A«=i,  «•  •  •  ,p) 
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so  muß 

(482)  e  --  C,^....,  =  «^C...-.a, 

sein. 

Die  Formel  (482)  repräsentiert  tiP  Gleichungen,  welche  aus  ihr 
hervorgehen,  indem  man  jede  der  Zahlen  6^  die  Reihe  der  Werte 
0,  1,  ••*,  n  —  1  durchlaufen  läßt  und  jedesmal  die  zugehörige  Zahl 
r^  aus  der  Kongruenz  (481)  bestimmt.  Diese  n^  so  entstehenden 
Gleichungen  zerfallen  in  zwei  verschiedene  Klassen. 

Sind  die  beiden  Zahlensysteme  cJ^,  •••,  6^  und  r^,  •••,  t^  von- 
einander verschieden,  so  liefert  die  Formel  (482)  eine  Gleichung 
zwischen  den  beiden  zugehörigen  Größen  C,  auf  Grund  deren 
sich  jede  dieser  beiden  Größen  durch  die  andere  ausdrücken  läßt. 
Sind  dagegen  die  beiden  Zahlensysteme  <Ji,"'y<Jp  und  t^,  •••,  r^ 
einander  gleich,  so  tritt  in  der  Gleichung  (482)  links  und  rechts  die 
nämliche  Größe  C  auf  und  es  folgt  für  dieselbe,  wenn  nicht 

(483)  e  ^=^'  ^Q 

ist,  der  Wert  Null,  während  im  Falle  des  Bestehens  dieser  Beziehung 
die  Gleichung  (482)  identisch  erfüllt  ist,  also  keine  Bedingung  für 
die  betreffende  Größe  C  nach  sich  zieht. 

Ist  n  gerade  und  sind  alle  p  Zahlen  £j  =  ...  =  *«  0,  so  sind 
nach  (481)  jene  2^  Zahlensysteme  6^,  •••,  ö^,  für  welche 

(484)  <y^  =  -j.nx^  Oi=i,»,...,p) 

ist,  wo  x^   0  oder  1  ist,  den  zugehörigen  Zahlensystemen  r^,  •••,  t^ 
gleich;  die  ihnen  entsprechenden  2^  Gleichungen  (482)  gehören  also 
zur  zweiten  EJasse  und  von  den  2^  zugehörigen  Größen  C. 
sind  alle  gleich  Null,  für  welche  nicht  *"*^      *"*' 

p 

(485)  (-1)''-^        =p 

ist.  Ist  nun  f^'  =...==  f^'  =  0,  so  ist  diese  Gleichung  im  Falle 
p  =  +  1  für  jedes,  im  Falle  ^  =  —  1  für  kein  Zahlensystem 
^i;*";^j»  erfüllt;  im  ersten  Falle  bleiben  also  die  genannten  2^ 
Größen  C  willkürlich,  im  zweiten  Falle  ergibt  sich  für  jede  der- 
selben der  Wert  Null.  Sind  dagegen  nicht  alle  p  Zahlen  a^'  =  . . . 
=  £p'  ^  0,  so  ist  die  Gleichung  (485)  nach  dem  pag.  252  Bemerkten 
sowohl  für  p  =  +  1  als  auch  für  p  =  —  1  für  2^"*  Zahlensysteme 
^i)"')^p  erfüllt,   für   die   2^"*   anderen   nicht;   es  bleiben   also  in 
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jedem  Falle  2^"^  der  vorher  genannten  Großen  C  willkürlich, 
während  sich  die  übrigen  2^"^  auf  Null  reduzieren.  Da  nun  endlich 
in  allen  Fällen  die  nl^  —  2^  anderen  Gleichungen  (482),  für  welche 
die  Zahlen  6^,  •••,  6^,  nicht  die  Werte  (484)  haben,  zur  ersten  Klasse 
gehören,  die  ihnen  zugehörigen  nP  —  2^  Größen  C  sich  abo  auf 
^(fiP^2P)  reduzieren,  so  erhalt  man  schließlich,  im  Falle  daß  n  ge- 
rade und  a^  =  •••  =  «=  0  ist,  als  Anzahl  N  der  willkürlich  bleibenden 
Konstanten  C.       „  : 

1.  wenn  alle  Zahlen  c^'  =  •  •  •  =  £^'  =  0  sind  und  ^  =  +  1  ist: 

(486)  N=^2P  +  i(nP  -  2?)  =  ^(fiP  +  2^); 

2.  wenn  alle  Zahlen  «/==•••  =  «^'  ==  0  sind  und  ^  «  —  1  ist: 

(487)  2^=i(wP-2P); 

3.  wenn  nicht  alle  Zahlen  a^'  =  . .  •  =  a^'  =  0  sind,  für  ^  =  ±  1 : 

(488)  2^=  2^-1  +  |(nP  -  2?)  =  ^n^ 

Ist  n  gerade  und  sind  nicht  alle  p  Zahlen  e^^  ---  ^  s^  —  0,  so  ist 
niemals  ein  Zahlensystem  6^,'",6p  dem  zugehörigen  Systeme  Tj,  •  •  •,  r 
gleich,  die  n^  Gleichungen  (482)  gehören  sohin  alle  zur  ersten  Klasse 
und  es  reduzieren  sich  die  n^  Konstanten  C  gerade  so  wie  im  letzt- 
genannten Falle  auf  ^fi^. 

Ist  n  ungerade,  so  ist  6^  =  r^,  wenn,  im  Falle  daß  «^  =  0  ist, 

<y^  —  r^  =  0,  im  Falle  daß  «^  =  1  ist,  <^^  =  t^  =  — g—  ist.    Von  den 

n^  Gleichungen  (482)  ist  also  stets  nur  eine  einzige  zur  zweiten 
Klasse  gehörig,  und  da  für  die  soeben  angegebenen  zugehörigen 
Werte  der  Zahlen  6,  r,  e 

(489)  £^  +  2r^  =  n£^  0i  =  i.2,  ..,p) 

ist,  also  die  zugehörige  Gleichung  (483)  die  Form: 

p 

(490)  (-1)'*-^       =p 

annimmt,  so  ist  die  betreffende  Größe  C  gleich  Null,  wenn  für 
p  =  +  1  die  Charakteristik  [e]  ungerade,  für  p  =  —  1  die  Charakte- 
ristik [e]  gerade  ist,  während  jedesmal  im  anderen  Falle  die  Größe  C 
willkürlich  bleibt.  Es  beträgt  im  Falle,  daß  n  ungerade  ist,  also  die 
Anzahl  N  der  willkürlich  bleibenden  Konstanten  C^  ,  ,g  : 

1.  bei  gerader  Charakteristik  [s]  und  ^  »  -f  1  und  bei  ungerader 
Charakteristik  [e]  und  (>  =  —  !: 

(491)  N^r^  +  i  =  '^ 
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2.  bei  gerader  Charakteristik  [«]  und  q^  —  I  und  bei  ungerader 
Charakteristik  [«]  und  p  =  +  1 : 

(492)  ^  =  ^^- 

XLVL  Satz:   Ist  n  gerade,  so  gibt  es  zur  Chardkteristik  [0] 

Q  =  \(n^  +  2p)  linearunabhängige  gerade  und 

u  =  ^{n^  —  2^)  linearunabhängige  ungerade 

Thetafunktionen  n**'  Ordnung,  während  für  jede  andere  Charakteristik  [e\ 

g  =  I  n^  linearunabhängige  gerade  und 

u  =  \nP  linearunabhängige  ungerade 

solche  Funktionen  existieren.  Ist  n  ungerade,  so  gibt  es  m  gerader 
Charakteristik  [e] 

9  =  ^  (w^  +  1)  linearunabJuingige  gerade  und 

u  =  ^  (w''  —  1)  linearunabhängige  ungerade, 

dagegen  zu  ungerader  Charakteristik  [«] 

'  8  ==  i  (W*  —  1)  linearunabhängige  gerade  und 
u  =  ^  (n**  +  1)  linearunabhängige  ungerade 

ThetafunkMonen  n*®'  Ordnung. 

Eine  gerade  beziehlich  ungerade  Thetafunktiön  n^'  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  \a\  läßt  sich  also  aus  g  beziehlich  u  linear- 
unabhängigen solchen  Funktionen^  wobei  g  und  u  die  im  XLYI.  Satz 
angegebenen  Werte  besitzen^  linear  zusammensetzen  mit  Hilfe  von 
Koeffizienten,  die  Ton  den  Variablen  u  unabhängig  sind. 

Eine  beliebige  Thetafunktiön  n^  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
\e\  aber  kann  auf  Grund  der  Gleichung: 

^     ^  +*[©„[*].«-«,[*],([- «|] 

in  die  Summe  einer  geraden  und  einer  ungeraden  solchen  Funktion 
zerlegt  und  daher  gleichfalls  aus  den  vorher  genannten  g  +  U  »  n'' 
linearunabhängigen  geraden  und  ungeraden  zur  Charakteristik  [ß\  ge- 
hörigen Thetafunktionen  n^^  Ordnung  zusammengesetzt  werden. 

Für  den  Fall  p  ^  1  findet  sich  der  XLVI.  Satz  bei  Königsberger*), 
für    den   Fall   p=2    teilweise    schon    bei   Hermite^),    YoUständig   bei 


1)  Eönigsberger,  Die  Transformation,  die  Multiplication  nnd  dieModnlar- 
gleichnngen  der  elliptifichen  Functionen.    Lpz.  1868,  pag.  44. 

2)  Hermite,  Sur  la  th^orie  de  la  transf  etc.    G.  R.  Bd.  40.    1856,  pag.  427; 
dazu  Cajlej,   On   the   transformation  etc.     Quart.  J.  Bd.  21.    1886,  pag.  142. 
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Weber*),    für    beliebiges    p    wurde    er   zuerst   von    Schottky  *)    ange- 
geben. 

Die  Bildung  von  g  bez.  u  lineaninabhängigen  geraden  bez.  ungeraden 
Thetafunktionen  n^'  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik  [i]  aus  den 
2*^  Funktionen  (^[e](u}  siehe  för  i?  =  1  bei  Weber*),  für  i>  =  2  bei 
Hermite*)  und  Krause^). 


§16. 
Thetarelationen. 

Thetarelationen  nennt  man  die  algebraischen,  für  beliebige  Werte 
der  Argumente  u  geltenden  Gleichungen  zwischen  den  2*^  Funktionen 
&  [s]  ((«).  Beachtet  man  nun,  daß  ein  Produkt  &  [f  J  (u}  &  [s^]  ([w|  •  •  •  d  [e^]  ^u} 
von  n  Thetafunktionen  mit  Charakteristiken  [fj,  [^j],  •••,  [^„],  die 
auch  teilweise  oder  alle  einander  gleich  sein  können,  eine  Theta- 
fimktion  w*®'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [«^  «^  •  •  •  «J  ist,  daß  aber 
lineare  Relationen,  wie  aus  dem  Verhalten  der  Funktionen  ö„[«]([t«) 
bei  Änderung  der  Variablen  um  korrespondierende  Ganze  der  Perio- 
dizitätsmodulen  gemäß  der  Gleichungen  (XLIII)  und  (XLIV)  pag.  39  folgt, 
nur  zwischen  Thetafunktionen  gleicher  Ordnung  und  gleicher  Charak- 
teristik bestehen  können,  so  wird  man  bezüglich  der  allgemeinen 
Form  der  Thetarelationen  bemerken,  daß  sie  homogen  in  Bezug  auf 
die  Funktionen  '&[£]fu])  sind  und  zudem  so  beschaffen,  daß  för  jedes 
Glied  der  Relation  die  Charakteristikensumme  die  gleiche  ist. 

Thetarelationen  gehen  aus  den  Formeln  des  §  14  in  der  dort 
angegebenen  Weise  in  großer  Anzahl  hervor.  Handelt  es  sich  darum, 
die  so  gewonnenen  Formeln  in  übersichtlicher  Weise  anzuordnen,  so 
wird  man  bemerken,  daß  durch  zwei  Prozesse,  nämlich  der  Ver- 
mehrung der  Argumente  um  korrespondierende  Halbe  der  Periodizitats- 
modulen  und  der  linearen  Transformation  aus  jeder  Thetarelation 
neue  abgeleitet  werden  können.  Zur  Ausführung  des  ersten  Pro- 
zesses ersetzt  man  unter  Beachtung,  daß  die  vorliegende  Relation  für 
alle  Werte  der  Argumente  u  gilt,  das  System  (m)  durch  das  System 
(m+  {xjj),  wobei  (x),  ein  System  korrespondierender  Halber  der 
Periodizitätsmodulen  bezeichnet,  drückt  sodann  mit  Hilfe  der  Formel  (VII) 


1)  Weber,    Anwendung    der    Thetaf.    etc.      Math   Ann.    Bd.  14.     1879, 
pag.  173. 

2)  Schottky,  Abr.  e.  Th.  d.  Aberschen  Fanct.  etc.    Lpz.  1880,  pag.  9. 

3)  Weber,  Elliptische  Functionen  etc.    Braunschweig  1891,  pag.  54. 

4)  Her  mite,    Sur    la  thäorie   de   la  transf.   etc.     G.  R.   Bd.  40.     1855, 
pag.  485. 

5)  Krause,  Die  Transformation  etc.    Lpz.  1886,  pag.  57. 
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alle  Thetafiinktionen  mit  den  Argumenten  {u+  {x}^)  durch  solche 
mit  den  Argumenten  (u)  aus  und  entfernt  endlich  die  dabei  auf- 
getretenen Exponentialfaktoren,  soweit  sie  allen  Gliedern  der  Theta- 
relation  gemeinsam  sind,  durch  Division.  Der  zweite  Prozeß  wird 
in  der  Weise  ausgeführt,  daB  man  unter  Zugrundelegung  einer  ganz- 
zahligen linearen  Transformation  T  jede  in  der  vorliegenden  Relation 
auftretende  Thet^funktion  mit  Hilfe  der  Formel  (34)  durch  die 
Funktion  '^'L^lf^X»  ausdrückt.  Schreibt  man  dann  in  der  so  ent- 
standenen Thetaformel;  in  der  jetzt  nur  noch  Thetafunktionen  mit 
den  Argumenten  u  und  den  Modulen  a  vorkommen  und  die  für  be- 
liebige Werte  dieser  Argumente  und  Modulen  gilt,  wieder  u  statt  u 
und  a  statt  a'  und  entfernt  die  bei  Anwendung  der  Formel  (34) 
aufgetretenen  Faktoren,  soweit  sie  allen  Gliedern  der  Thetarelation 
gemeinsam  sind,  durch  Division,  so  erhält  man  eine  neue  Theta- 
relation, von  der  man  sagt,  daB  sie  aus  der  ursprünglichen  durch  die 
lineare  Transformation  T  abgeleitet  sei.  So  kann  man  durch  die 
beiden  beschriebenen  Prozesse  aus  jeder  gegebenen  Thetarelation  neue, 
in  diesem  Sinne  zu  ihr  gehörige  ableiten,  welche  dann  zusammen 
mit  ihr  ein  Formelsjstem  bilden;  die  in  der  ersten  Abteilung  dieses 
Kapitels  entwickelte  Gharakteristikentheorie  ermöglicht  es,  die  sämt- 
lichen in  einem  solchen  Formelsystem  vorkommenden  Thetarelationen 
in  einer  einzigen  allgemeinen  Formel  zusammenzufassen. 

Es  erhebt  sich  nun  die  weitere,  davon  verschiedene  Frage  nach 
der  gegenseitigen  algebraischen  Abhängigkeit  der  Thetarelationen 
voneinander;  die  Frage  nämlich,  wieviele  und  welche  von  den  ge- 
wonnenen Thetaformeln  die  wesentlichen  sind,  durch  deren  rationale 
Verbindung  sich  alle  anderen  als  ihre  notwendigen  Folgerungen  er- 
geben. Während  diese  Frage  in  den  niedrigsten  Fällen  j?  =  1  und 
p  =  2  sich  verhältnismäBig  einfach  erledigt,  hat  ihre  Beantwortung 
bei  größerem  p  erhebliche  Schwierigkeiten.  Soweit  sie  die  zwischen 
den  Thetaquadraten  '&'*[«]  fw))  bestehenden  Beziehungen  betrifft,  hat 
sie  durch  die  Untersuchungen  des  Herrn  Wirtinger*)  eine  ab- 
schlieBende  Behandlung  erfahren,  über  welche  im  folgenden  berichtet 
werden  soll. 

Jedes  Thetaquadrat  '&'*[«]  ((tij  ist  eine  gerade  Thetafunktion  zweiter 
Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0],  und  da  es  nach  dem  XL  VI.  Satze 
linearunabhängige  solche  Funktionen  nur  2^  gibt,  so  hat  man  die 
beiden  Sätze: 

XLVn.  Satz:  Zwischen  irgend  2^ -f  1  Thetaquadraten  besteht 
eine  lineare  BdaHon. 


1)  Wirtinger,    UnterBnchangen    über    ThetafunetioneD.     Leipzig    1896, 
pag.  22. 
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XLVm.  Satz:  Durch  2^  Thetaquadratej  die  linearunabhängig  si$id, 
läßt  sich  jedes  weitere  linear  ausdrücken. 

Damit  ist  man  auf  die  Aufgabe  geführt,  2^*  linearunabhangige 
Thetaquadrate  anzugeben.  Zu  dem  Ende  gehe  man  auf  die  Formeln 
(L)  und  (LI)  pag.  89  zurück  und  setze  darin: 

(494)  w  =  n  =  s  =  ^  =  l, 
wodurch 

(495)  A  =  2 
und 

(496)  <i.  =  aJi.  =  «,,.,    6i;i.  =  C  =  H.'       0...'-i.V-.,) 
wird;  setze  femer: 

(497)  „W  =  «W  =  «^  (,^i,%:.,) 

und,   indem   man   unter   q^,  q'^,  6^  (ft  =  1,  2,  •••,!?)  ganze   Zahlen 
versteht: 

(498)  *°*^'"  <'  =  -**.'     AJ'-A^^'H;, 
es  wird  dann: 

(499)    ^;'=p„  |i:>=0,      äJ>=0,  ä!:>-c„ 

und  die  Formeln  (L)   und  (LI)  liefern  unter  Anwendung  von  (VIII) 

die  Gleichungen: 

p 

(500)  *«[;] Wa =2'(- 1)"°' ' ' *['r]«o5.a *[;]«2«i.„ 

•If    .*p 

(501)  2Pfr['  +  '^C0|,„fr[3C2«|„-2'(-l)''°'  "  "^'UJW.. 

Da  nun,  solange  die  Thetamodulen  nicht  besonderen  Bedingungen 

unterworfen  werden,  die  2^  Größen  -^[^JCOI,^  (f^,  •••,  ^^  =  0, 1)  alle 

von   Null    verschieden    sind,    kann   man    für    den    allgemeinen    Fall 
durch  die  Gleichungen  (501)  die  2^  linearunabhängigen  Funktionen 
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'^[J](I2t*])2a  («i;  •  •  •;  «p  =  0;  1)  ^^^^^  ^^  ^  Thetaquadrate  a'*[^,]  Wa 
(%j  •••,  iy^'==  0, 1)  linear  ausdrücken  und  schließt  dann  daraus,  daß 
auch  diese  2^^  Funktionen  linearunabhängig  sind.  Es  wird  sich  im 
zehnten  Kapitel  zeigen,  daß  bei  speziellen  Modulwerten  tatsächlich 
gerade  Thetafunktionen  für  die  Nullwerte  der  Argumente  verschwinden; 

in   solchen   Fällen,  wo   eine   oder  mehrere   der   Größen   ^iQjCOJJaa 

Null  sind,  hört  die  Gültigkeit  des  vorher  gemachten  Schlusses  auf. 
Die  2^*  Charakteristiken  der  im  Vorigen  als  linearunabhängig 
nachgewiesenen  Thetaquadrate  bilden  ein  Göpelsches  System  von 
Th.  Char.^).  Beachtet  man  nun,  daß  man  nach  dem  XXXYII.  Satze 
durch  lineare  Transformation  und  Vermehrung  der  Argumente  um 
korrespondierende  Halbe  der  Periodizitätsmodulen  von  jedem  Göpel- 
sehen  Systeme  von  Th.  Char.  zu  jedem  anderen  übergehen  kann,  so 
erkennt  man,  daß  die  Eigenschaft  der  Linearunabhängigkeit  irgend 
2p  Thetaquadraten  zukommt,  deren  Charakteristiken  ein  Göpelsches 
System  bilden.    Man  hat  also  den 

IK  Satz:  2^  Thetaquadrate,  deren  Charakteristiken  ein  Göpdsches 
System  lüden,  sind  linearunabhängig. 

Mit  den  Göpelschen  Systemen  sind  die  Systeme  von  2^  linearunab- 
hängigen Thetaquadraten  durchaus  nicht  erschöpfL  Herr  Frobenius^) 
hat  ohne  Beweis  angegeben,  daß  2^  Thetaquadrate,  deren  Charakteristiken 
überhaupt  ein  System  von  Th.  Char.  bilden,  linearunabhängig  sind.  Im 
Falle  p  ^  2  kann  tatsächlich  jedes  Thetaquadrat,  wie  in  §  12  angegeben 
wurde,  sowohl  durch  vier  solche,  deren  Charakteristiken  ein  Göpelsches,  wie 
auch  durch  vier  solche,  deren  Charakteristiken  ein  Bosenhainsches  System 

bilden,  linear  dargestellt  werden;  überhaupt  gibt  es  im  Falle  |>  =»  2,  wie 

(1  ß\ 
j  =  1820  möglichen  Kombinationen  von 

vier  Thetaquadraten  nur  240  von  vier  linearabhängigen. 

Bezüglich  eines  Systems  von  2^  linearunabhängigen  Theta- 
quadraten besteht  nun  weiter  der  folgende 

L.  Satz:  Zwischen  2P  linearunahhängigen  Thetaquadroiten  bestehen 
keine  quadratiscfien  Bdationen. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  wie  folgt. 
Aus  der  Formel  (L)  pag.  89  folgt,  wenn  man  ebenso  wie  oben: 

1)  Andere  spezielle  Gröpelsche  Systeme  von  2^  lineamnabhängigen  Theta- 
quadraten gibt  Herr  Wirtinger  (Über  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Emnmer^schen  Fläche  und  ihrer  Beziehungen  zu  den  Thetafunctionen  zweier 
Variablen.    Monatsh.  f.  Math.  Bd.  1.    1890,  pag.  113)  an. 

2)  Frobenius,  Über  Thetafunctionen  mehrerer  Variablen.  J.  fär  Math. 
Bd.  96.    1884,  pag.  106. 
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(502)  ^a)„_^.^^^^^    Aj>  =  Aj'=.io;,        O«-..- ..) 
aber  weiter: 

(503)  wj^  =  0;    wü^==H  O'^^i.«,-    .1») 
setzt,  wodurch 

(504)  vj^  =  vjf^  =  2w^  Ca*«!,«.-  -.p) 
wird,  die  Formel: 

(505) 


p 

Mittelst  dieser  Formel  kömien  die  2P''^(2p  +  1)  geraden  Funktionen 
'9'[£]{2m))^  —  unter  der  Annahme,  daß  nicht  infolge  besonderer  Be- 
dingungen für  die  Thetamodulen  a  eine  oder  mehrere  der  Großen 
'^MC^L  verschwinden  —  als  homogene  Funktionen  zweiten  Grades 

der  2^  Funktionen  '&r^]([2wj,^  (f^,  ...,  £^  =  0,  1)  und  daher  weiter 
mit  Hilfe  der  Formel  (501)  als  homogene  Funktion  zweiten  Grades 
der  2P  Thetaquadrate  '^*[^.]Ha  (Viy  ••>  Vp^^j  1)  o^^r  irgend  2p 
anderer  linearunabhängiger  ausgedrückt  werden.  Da  nun  einerseits 
zu  2^  Thetaquadraten  im  ganzen  nur  2P"*(2p+  1)  verschiedene  Pro- 
dukte zweiten  Grades  existieren,  und  andererseits  die  auf  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (505)  auftretenden  ebensovielen  geraden 
Funktionen  ^[^]i2u]j2a  linearunabhängig  sind^),  so  sind  es  auch  die 

genannten  Produkte  zweiten  Grades  der  2^  Thetaquadrate  -0*^  f  ^A  {u\ 

{^17  *"9  Vp  ^=^9^)  od®^  irgend  2^  anderer  linearunabhängiger.  Damit 
ist  aber  der  letzte  Satz  bewiesen. 

Zwischen  2^  linearunabhängigen  Thetaquadraten  existieren  also 
nicht  nur  keine  linearen  sondern  auch  keine  quadratischen  Relationen. 
Im  Falle  ^;  =  2  existieren  zwischen  ihnen  auch  keine  Relationen 
dritten  Grades;  aber  für  p  >  2  müssen  solche  yorhanden  sein,  da 
man   aus   2p   Thetaquadraten   12^(2^  +  1)(2p  +  2)  Produkte   dritten 

1)  Daß  zwischen  den  2^^  Thetafunktionen  ^[£](tf}a  überhaupt  keine  linearen 
Relationen  bestehen  können,  folgt  schon,  in  Übereinstimmung  mit  der  am  An- 
fange dieses  Paragraphen  gemachten  Bemerkung,  aus  ihrem  verschiedenen  Ver- 
halten bei  Änderung  der  Variablen  um  korrespondierende  Ganze  der  Periodizit84»- 
modulen;  einen  ausführlichen  Beweis  dafür  gibt  Herr  Prjm  (Untersuchungen 
über  die  Riemann'sche  Thet^if.  etc.    Lpz.  1882,  pag.  32). 
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Grades  herstellen  kann^  diese  alle  gerade  Thetafunktionen  dritter 
Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  sind  und  derartiger  Funktionen 
im  ganzen  nur  ^(6''  +  2^)  =  2^~^(3^+  1)  linearunabhängige  existieren. 
Relationen  vierten  Grades  zwischen  2^  linearunabhängigen  Theta- 
quadraten gibt  es  dagegen,  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  §  12  Be- 
merkten, schon  im  Falle  p  =»  2,  da  die  Anzahl  der  möglichen  Produkte 
vierten  Grades  ^  2^  (2''  + 1)  (2p  +  2)  (2^  +  3)  auch  fär  p  =  2  größer  ist 
als  die  Anzahl  4^(8''  + 2'')  der  linearunabhängigen  Thetafunktionen 
vierter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]. 

Mit  den  Relationen  dritten  und  vierten  Grades  sind  aber  die 
wesentlichen  Beziehungen,  welche  zwischen  2^  linearunabhängigen 
Thetaquadraten  bestehen,  erschöpft.  Herr  Wirtinger  hat  nämlich 
bewiesen,  daß  jede  Relation  höheren  Grades  zwischen  diesen  Funk- 
tionen eine  notwendige  Folge  der  genannten  Relationen  dritten  und 
vierten  Grades  ist,  in  der  Art,  daß  ihre  linke  Seite  sich  rational  aus 
den  linken  Seiten  der  letzteren  zusammensetzt. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  bemerke  man  das  folgende.  Jede 
Relation  2n^^  Grades  zwischen  2^  linearunabhängigen  Thetaquadraten, 
und  ebenso  jede  Relation  2n  —  1**°  Grades  zwischen  ihnen,  nachdem 
man  sie  mit  einem  beliebigen  unter  ihnen  multipliziert  hat,  ist  eine 
Relation  n*®"  Grades  zwischen  den  quadratischen  Verbindungen  der 
2^  linearunabhängigen  Thetaquadrate  und  als  solche  nach  Obigem  in 
eine  Relation  n*^  Grades  zwischen  den  geraden  Thetafunktionen  des 
Argumentensystems  (2w)  überführbar.  Den  Beweis,  daß  alle  Rela- 
tionen höheren  als  des  vierten  Grades  zwischen  2^  linearunabhängigen 
Thetaquadraten  eine  rationale  Folge  der  Relationen  dritten  und 
vierten  Grades  zwischen  diesen  Funktionen  sind,  ist  also  erbracht,  wenn 
man  zeigt,  daß  alle  Relationen  zwischen  den  geraden  Thetafunktionen 
eine  rationale  Folge  der  Relationen  zweiten  Grades  zwischen  diesen 
Funktionen  sind. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  letzten  Behauptung  wird 
aber  von  Herrn  Wirtinger  in  der  folgenden  Weise  erbracht  Es 
wird  zunächst  angenommen,  daß  die  Thetafunktionen  spezielle,  in 
elliptische  zerfallende  seien,  d.  h.  daß  alle  Modulen  a^^,  für  welche 
fA  >  1/  ist,  Null  sind.  Unter  Annahme  dieser  speziellen  Modulen  wird 
eine  bestimmte  Normalform  für  die  Relationen  zwischen  den  geraden 
Thetafunktionen  hergestellt  und  sodann  mit  deren  Hilfe  gezeigt,  daß 
alle  Relationen  eine  notwendige  Folge  derjenigen  zweiten  Grades  sind. 
Endlich  wird  dann  dieses  Resultat  auf  Thetafunktionen  mit  beliebigen 
Modulen  ausgedehnt.  Bezüglich  der  näheren  Ausführung  dieses  Be- 
weises muß  mit  Rücksicht  auf  seinen  großen  Umfang  auf  die  Ab- 
handlung des  Herrn  Wirtinger  ^)  verwiesen  werden. 

1)  Wirtinger,  Unters,  über  Thetaf.    Lpz.  1896,  §  18—20. 
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Betrachtet  man  2^  lineanmabhängige  Thetaquadrate  als  homogene 
Pimktkoordinaten  eines  Raumes  von  2^  —  1  Dimensionen  and  denkt 
sich  sodann  den  Argumenten  ti,,  •••,  «^  alle  möglichen  Werte  erteilt^ 
so  entsteht  ein  Gebilde  von  p  Dimensionen  M^  in  diesem  Räume. 
Dabei  entspricht  jedem  Wertesysteme  iii,  •••,  w^  ein  und  nur  ein 
Punkt  des  Gebildes  Jf^,  jedoch  umgekehrt  einem  Punkte  yon  M^ 
unendlich  viele  Wertesysteme  Wj,  •  •  •,  w^;  ist  eines  von  ihnen  ii|',  •  •  •,  u^', 
so  sind  alle  in  der  Form  (±ti'+  {x})  enthalten,  wo  {x}  ein  be- 
liebiges System  korrespondierender  Ganzer  der  Periodizitatsmodulen 
bezeichnet. 

Das  Gebilde  M^  ist  ein  algebraisches  und  wird  durch  die  zwischen 
den  2^  Thetaquadraten  bestehenden  Relationen  dritten  und  vierten 
Ghrades  vollständig  definiert;  man  bedarf  dazu  2^  —  ^  —  1  solcher 
voneinander  unabhängiger  Gleichungen. 

Um  die  Ordnung  von  M^  zu  ermitteln,  hat  man  die  Anzahl  der 
Punkte  zu  bestimmen,  welche  sie  mit  p  linearen  Gebilden  von  p  —  \ 
Dimensionen: 

(506)         C«  *•[«.]«  +  C»^  WW  +  •  •  •  +  <^r**[«r]  W  =  0,         (_^, 

<^pi»\h'\W  +  c„^*[*,]  W  +  •  •  •  +  C,,^[*J  W  =  0 

gemeinsam  hat.  Solche  p  Gleichungen  besitzen  aber,  da  die  auf 
ihren  linken  Seiten  stehenden  Ausdrücke  Thetafunktionen  zweiter 
Ordnung  sind,  nach  dem  XVIII.  Satze  pag.  42  2^*  •  p\  nach  den  Perio- 
dizitatsmodulen inkongruente  gemeinsame  Losungen  u^,  •  -,  u^  und 
diese  liefern,  da  zwei  Lösungen  (u)  und  (—  u)  derselbe  Punkt  von 
M^  entspricht,  2^^"^  * p\  verschiedene  Punkte  von  Jf^;  die  Ordnung 
von  M^  beträgt  also  2^"*-^!. 

Das  Gebilde  M^  ist  im  speziellen  Falle  |>  =  2  eine  Eummerscbe 
Fläche  (vergl.  §  12);  auf  die  Verallgemeinerung  der  Kummerschen  Fläche 
fttr  den  Fall  i?  >  2  hat  zuerst  Herr  Klein  in  einer  Vorlesung  vom  W.-S. 
1886/87  ^)  hingewiesen  und  es  hat  dann  Herr  Wirtinger  vorerst  fEb- 
den  speziellen  Fall  1?  =  3  *)  und  später  fiir  beliebiges  p ')  gezeigt,  daß 
eine  Reihe  der  bekannten  geometrischen  Eigenschaften  der  Kummerschen 
Fläche  sich  bei  den  Gebilden  M^  far  |?>  2  wieder  finden;  Herr  Wirtinger 
zeigt  nämlich: 

1)  Siehe  bei  Reichardt,  Über  die  Darstellung  der  Eummer'schen  Fläche 
etc.    Nova  acta  Leop.  Bd.  60.    1887,  pag.  482. 

2)  Wirtinger,  Über  das  Analogen  der  Kummerschen  Fläche  fOr  pssS. 
Gott.  Nachr.  1889,  pag.  474. 

8)  Wirtinger,  Über  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  Kummer- 
schen Fläche  etc.    Monat«h.  f.  Math.  Bd.  1.    1890,  pag.  118. 
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1.  Den  2'^  Systemen  korrespondierender  Halber  der  Periodizitäts- 
modulen  entsprechen  2*^  singulare  Punkte  von  Jtf^;  sie  sind  2^^"*- fache 
Punkte  und  zugleich  die  einzigen  singulären  Punkte  von  M^, 

2.  Setzt  man  ein  beliebiges  Thetaquadrat  gleich  Null,  so  wird  da- 
durch aus  M^  eine  Mannigfaltigkeit  yon  p  —  1  Dimensionen  herausgegriffen, 
deren  Ordnung  2P~^ » p\  ist  und  die  doppelt  gezählt  der  vollständige 
Schnitt  von  M^  mit  einer  linearen  Mannigfaltigkeit  J?gP.2  ^^-  ^^^^t  man 
also  zur  Abkürzung  2**  —  1  «=  ^,  2^"*  * p\  =^  m  und  nimmt  die  Ordnungs- 
zahl  in    die  Bezeichnung   der  Mannigfaltigkeit   als   oberen  Index   auf,   so 

besitzt  2/t^    2'^  längs  einer  Jf/_7  berührende  Bs^i . 

3.  Die  2'^  unter  1.  genannten  singulären  Punkte  bilden  mit  den 
2'^  unter  2.  genannten  singulären  Bs—i  eine  Konfiguration  derart,  daß 
je  2''-  *  (2^  —  1)  der  Punkte  auf  einer  der  Rs^i  liegen,  und  je  2'"  *  (2''  —  1) 
der  Bii^i  durch  einen  der  Punkte  gehen. 

4.  Die  M^  geht  durch  2^^  Kollineationen,  die  eine  Gruppe  bilden, 
in  sich  über. 

5.  Die  M  geht  durch  2^^  Korrelationen  in  sich  über;  davon  sind 
2P-i(2''  -  1)  NuUsysteme  und  2^"'^  {2^  +  1)  Polarsysteme. 

6.  Die  2'^  unter  4.  genannten  Kollineationen  bilden  mit  den  2'^ 
unter  5.  genannten  Korrelationen  derart  eine  Gruppe,  daß  die  Punkte 
und  i?A^_i  des  Raumes  von  ^Dimensionen  zu  Konfigurationen  {2}^)  p^i^  . 
zusammengeordnet  werden. 
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Achtes  Kapitel. 

Die  Thetaftanktlonen,  deren  Charakteristiken 
aus  T*^  Zahlen  gebildet  sind. 

§1. 

.Sie  FnnkUoMn  ^[e]4u|. 

Im  folgenden  werdeb  Thetafanktionen  betrachtet,  deren  Charak- 
teristikenelemente g^,  •-•,gpf  Jh>'"t^p  beliebige  rationale  Zahlen  sind, 
die  man  sich  auf  gemeinsamen  Nenner  r  gebracht  denke,  sodaß: 

(1)  9,-^,    K-^  0.-1.».-.,) 

ist;  WO  die  €,  b'  ganze  Zahlen  bezeichnen.  In  diesem  Falle  sei  die 
Charakteristik  unter  Anfügung  des  Nenners  r  als  Index  an  die 
Gharakteristikenklammer  mit 

oder,  wenn  ausschließlich  Charakteristiken  mit  dem  nämlichen  Nenner 
in  der  Untersuchung  auftreten,  auch  unter  Fortlassung  des  Index  r  mit 

(3)  «=[;;- ;;:::  3' 

die  zugehörige  Thetafunktion  mit  ^[^j^M  oder  ^[^l^ti])  bezeichnel;. 
Für  diese  Funktionen  liefern  dann  die  Formeln  (XXIX) — (XLII) 
pag.  30  u.  f.  die  folgenden  Gleichungen. 

Die  Thetafunktion  ^[«]rW  *^  definiert  durch  die  Gleichung: 

-«....+.  i  i-..'(«.+'^)(v+'^)+»i(".+'^)(v+^-) 
(I)  ^w.w-S  '^'''"^  '"'  ' 

sie  ist  mit  der  Funktion  ^i[u}  verknüpft  durch  die  Gleichung: 
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(H) 


^^  =  M'=1  /.=  ! 


7 


(L  h.  sie  geht  abgesehen  von  einem  JExponenticüfakior  aus  der  Funktion 
^{u}  hervor,  wenn  man  deren  Argumentensystem  (u)  um  das  System 

p  p 

(lU)  [e\r  =  ^^<H^  +  -}«i\--\2T^p^+T''* 

zusammengehöriger  r^^  der  Periodizitätsmodulen  mit  der  Per.  Chor.  {sX 
vermehrt.  So  entspricht  der  Th,  Cfiar.  [e]^  also  die  Per,  Char.  («)^, 
tven7i  man  ^[^],.Cm))  relativ  gegen  die  Funktion  d'^u}  betrachtet. 

Die  durcJi  die  Gleichung  (I)  definierte  Thetafunktion  ^[«LW  ge- 
nügt der  Gleichung: 

^[a],C«+{r>c}J 

(IV)  p     p  p  j    p 

-2  ^*»/</*'*/*V"*^W  +  7'^  (V*Ai"  •/^V''' 

in  welcher  [rx]^  jenes  System  zusammengehöriger  Ganzer  der  Perio- 
dizitätsmodulen  bezeichnet,  welcJies  aus  (111)  für  b^  =  rx^,  «^  =  rx^ 
(ft  =  1,  2,  •••,  p)  hervorgeht  Aus  dieser  Gleichung  folgere,  indem  man 
das  eine  Mol  x/=  1,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen  x  und  die  p  Zahlen 
X  gleich  NuU  setzt ,  das  andere  Mal  x^  =  1 ,  die  übrigen  p  —  1  Zahlen 
X  und  die  p  Zahlen  x  gleich  Null  setzty  die  speziellen  Gleichungen: 

(V)  ^[a], (mJ  •  •  •  I «,  +  «i I  •  •  •  I «,)  »  *M.  W e"^, 


(VI)        ^H,(ui  +  aiJ...|ti^  +  a^,)  =^[aM4ß 

(r=l,2,-.,p) 

aus  dewew  man  rfic  Gleichung  (IV)  wieder  erzeugen  kann. 
Endlich  genügt  die  Funktion  ^\b\^u)j  den  Gleichungen: 

(vni)      »i^  +  r^W  =  *[d  W  «'"='" ', 

24* 
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Die  Formel  (VIII)  sagt  aus,  daß  zwei  Funktionen  ^[ß^W  ^^^ 
^bÜrMf  ^  welche  die  Charakteristikenelemente  «i,  •  •  •,  f,,  *iV  * ';  V 
^^^  %7  •'•;  ^p;  ^i'i  '">  V,'  dö^  2p  Kongruenzen: 
(4)  Bft  =  12^,     «^  =  ti'ft  (mod.  r)  C«=i,«,     ,p) 

genügen,  nur  um  einen  Faktor,  der  eine  r**  Einheitswurzel  ist,  von- 
einander verschieden  sind,  und  man  schließt  daraus,  daß  es  im  ganzen 
überhaupt  nur  r*^  wesentlich  verschiedene  Funktionen  '9'[«1.C**J  8^^^^ 
als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  bei  denen  die  Zahlen  £,  a' 
nur  die  Werte  0,  1,  ••  •,  r  — 1  besitzen. 

Die  Formel  (VE)  zeigt  weiter,  daß  man  von  jeder  dieser  r*' 
Funktionen  zu  jeder  anderen  von  ihnen  abgesehen  von  einem  Ex- 
ponentialfaktor  gelangen  kann,  indem  man  ihr  Argumentensystem  (u) 
um  ein  passend  gewähltes  System  zusammengehöriger  r^  der 
Periodizitätsmodulen  vermehrt.  Dadurch  erscheinen  die  r*^  Funk- 
tionen ^[^1.^^])  untereinander  als  gleichberechtigt  und  insbesondere 
die  Ausnahmestellung,  welche  von  vornherein  ^[0]^{wj  =«  ^{u}  hatte, 
au%ehoben. 

Die  Formel  (IX)  zeigt,  daß  die  im  vorigen  Kapitel  betrachteten 
Funktionen  ^[£]sl[u)),  deren  Charakteristiken  aus  halben  Zahlen  ge- 
bildet sind,  die  einzigen  Thetafiinktionen  sind,  welche  gerade  oder 
ungerade  Funktionen  ihrer  Argumente  sind.  Ist  r  gerade,  so  kommen 
sie  unter  den  r*'  Funktionen  ^[«J^fw])  vor,  die  r^P  —  2^p  übrigen 
Funktionen,  und  ebenso  im  Falle  eines  ungeraden  r  die  r*^  —  1  von 
^[0]W  verschiedenen  Funktionen  '9'[ß]^W  gehen  gemäß  der  Formel 
(IX)  abgesehen  von  einem  Exponentialfaktor  paarweise  ineinander 
über,  wenn  man  das  Argumentensystem  (u)  in  (-—u)  verwandelt. 


§2. 

Periodenoharakterifltlken. 

Sind  a)i„,  •••,  ö^„  (a  =  1,  2,  •••,  2p)  die  2p  einer  Thetafunktion 

im  Sinne  des  fünften  Kapitels  zu  gründe  liegenden  Periodensysteme 

und  fj,  ••*,  s^p  ganze  Zahlen,  so   nennt  man  ein  Größensystem  von 

der  Form: 

ip  ip 

(5)  y^^a^lay     •••?     T^^a^pa 

a  —  l  a  =  l 
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ein  System  zusammengehöriger  r*®^  der  Perioden  ©,  den  Komplex  der 
2p  Zahlen  a^,  •••,£,^  aber  die  PeriodencharaJderistik  {Per.  Char,)  (€\ 
oder,  wenn  nur  Per.  Char.  mit  demselben  Nenner  r  betrachtet  werden, 
(«)  des  Systems  (5). 

Führt  man  an  Stelle  der  Perioden  cd  neue  Perioden  m   ein  ver- 
mittelst einer  ganzzahligen  linearen  Transformation: 

/*  =  ! 

wobei  also  die  c^^  ganze  Zahlen  sind,  welche  den  Bedingungen  (8), 
(9)  pag.  242  genügen,  so  ist: 


%p  ip 


0)  2j  ^ß^i^ß^  2j^<^K<^y  (^=1.«,...^) 

wenn: 


=  ^Ca/»«« 


(8)  «^=^Ca/»««  (/5  =  1,2,...,2,) 

gesetzt  wird.  Man  sagt  dann,  daß  die  Per.  Char.  {a)  durch  die  Trans- 
formration (6)  in  die  Per.  Char.  (e)  übergehe.  Bezeichnen  weiter  («) 
und  (ly)  irgend  zwei  Per.  Char.,  («)  und  (^)  die  daraus  durch  die 
nämliche  ganzzahlige  lineare  Transformation  (6)  hervorgehenden, 
so  ist  auf  Grund  der  Gleichungen  (8)  und  unter  Beachtung  der 
zwischen  den  c  bestehenden  Relationen: 

p  2p       2p         p 

P 

es  bleibt  sohin  der  Wert  des  Ausdrucks: 

p 

(10)  2ip,i%^n-^p^^n^ 

bei  jeder  ganzzoMigen  linearen  Transformation  ungeänderf. 

Zwei  Systeme  (5),  bei  denen  die  Charakteristikenelemente  £i;*",£sp 
und  rj^,  •••,  %p  den  2p  Kongruenzen: 

(11)  ^a^Va    (^0d.r)  (a«l,«,    ..,«p) 

genügen,  sind  einander  nach  den  Perioden  o  kongruent;  zwei  solche 
Per.  Char.  (f)  und  (ij)  werden  in  diesem  Paragraphen  als  nicht  ver- 
schieden angesehen.  Es  gibt  dann  im  ganzen  nur  r^^  verschiedene 
Per.  Char.  (e),  als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  die  entstehen, 
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wenn  man  an  Stelle  des  Systems  der  2p  Elemente  s^,  •  •  •,  £,^  alle  r*' 
Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p*®"  Klasse  der  Zahlen  0, 1,  •  •  •,  r  —  1 
setzt.  Eine  solche  Per.  Char.  sei  in  der  Folge,  indem  man  ^i,  «j,  •  •  •,  «p 
statt  £p^i,  «p+27  •••;  *2p  ^^^  h'f  h'y   "f  V  ^****  h}hy"'f^p  schreibt,  mit: 

bezeichnet  Unter  den  r*'  Per.  Char.  nimmt  die  Per.  Char.  (0),  bei 
der  £j  =«...=«  £^  =  £j'  =...  =  £p'  =  0  ist,  den  r*'  — - 1  andern  gegen- 
über eine  Ausnahmestellung  ein,  da  sie  und  nur  sie  bei  jeder  Trans- 
formation (6)  in  sich  übergeht.  Man  teilt  daher  die  r*'*  Per.  Char. 
in  zwei  Klassen;  die  eine  besteht  aus  der  einzigen  Per.  Char.  (0), 
welche  die  uneigenÜiche  Per.  Char.  genannt  wird,  die  andere  aus 
den  r*^  —  1  übrigen  Per.  Char.,  welche  die  eigenÜichen  Per.  Char. 
genannt  werden. 

Unter  der  Summe: 

(13)  •  ^»(«'Jg-) 

mehrerer  Per.  Char.  (a),  (rf),  (g),  •  •  •  wird  jene  Per.  Char.  verstanden, 
deren  Elemente  durch  die  Kongruenzen: 

^^V  ,;^,;  +  ,;  +  g;  +  ...(mod.r) 

bestimmt  sind;  dabei  können  die  Per.  Char.  (e\  (17),  (g),  •  •  •  auch  alle 
oder  teilweise  einander  gleich  sein  und  es  soll  eine  Summe  von  g 
gleichen  Per.  Char.  (e)  mit  (s^)  bezeichnet  werden. 

Man  nennt  gegebene  eigentliche  Per.  Char.  («j),  (e,),  •  •  •,  (e^) 
Yon  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0)  unabhängig  oder  schlechtweg 
unabhängig,  wenn  die  Gleichung: 

(15)  (*?*r-o=(o), 

in  der  die  g  ganze  Zahlen  bezeichnen,  nur  durch  g^^g^  =  '"^ g^  =  0 
(mod.  r)  befriedigt  werden  kann;  man  nennt  femer  eine  aus  gegebenen 
Per.  Char.  («j),  (ag),  •  •  •,  (fi^)  zusammengesetzte  Per.  Char.  (aj*  «J"  •  •  •  «^), 
bei  der  die  g  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  eine  Kombination 
n**'  Ordnung  dieser  Per.  Char.,  wenn  gi+g^-] [-  ^^  «  w  ist,  und  be- 

zeichnet  sie  mit  (^f). 

Für  das  Symbol: 

p 

(16)  \^,v\-e     ^-^ 

bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 
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\e,e\  =  +  l,      |e,0|  =  +  l,      |0,c|  =  +  l, 

I  f  1  «1  •  •  •  *m»  »Jl  %  •  •  •  »?  J  =  I  «1 .  1?1  I  •  1  «1  >  %  i  •  •  •  I  «1 ,  1?  J 

(17)  •\h,nt\-\h>Vi\---\h>Vn\ 


Zwei  Per.  Char.  («)  and  (rj)  heißen  syzygetisch,  wenn  |  e,  ij  |  —  + 1 
ist,  anderenfalls  agygeUsch. 

Es  soll  die  Anzahl  s  jener  Per.  Char.  (x)  bestimmt  werden, 
welche  den  q  Gleichungen: 

(18)      |6i,:r|  =  c^     ',     i6„a;|  =  c-    ^  ...,   |£„a:|-6~  ' 

genügen^  wo  die  d  willkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  (b^,  (b^\  •  •  *;  (c^) 
aber  g  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen. 
Setzt  man  für  x  =  1,  2,  •••,  q: 

(19)  (o=0'?':::;r), 

N^IX^SX  *px/ 

80  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Anzahl  s  der  aus  Zahlen 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  gebildeten  Lösungen  x^,  •  •  •,  aj^,  x^\  •  •  •,  x^'  der  j  Kon- 
gruenzen: 

p 

(20)  2(*Mx^;-<x^^)  =  *x  (mod.r).  (x  =  i.2,...,,) 

Zunächst  kann  man  nun  ohne  Mühe  für  die  Zahl  s  einen  analytischen 
Ausdruck  anschreiben.  Genügen  nämlich  die  Zahlen  x,  x'  der  Kon- 
gruenz: 

V 

(21)  2  («;, X  ^;i  -  «;  X ^1^  =  *x  (mod.  r), 

wo  X  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2^  •••^  g  bezeichnet^  so  besitzt  der 
Ausdruck: 

(22)  fM-^^^e      ^^-'  r 

den  Wert  1;  genügen  dagegen  die  Zahlen  Xj  x  der  Kongruenz  (21) 
nicht,  so  besitzt  f^(x)  den  Wert  0.  Daraus  folgt  sofort,  daß  der 
Ausdruck: 


376  VÜL  2.  PeriodencharakteriBtiken 

(23) 

e 


1         ^       ^        »=ll^—l  J 


für  jedes  Zahlensystem  Xy  a!j  das  eine  Losung  des  Eongrnenzensystems 
(20)  ist^  den  Wert  1,  fQr  jedes  andere  den  Wert  0  hat,  und  daß 
daher  die  über  alle  r^^  Per.  Ghar.  {x)  erstreckte  Summe: 

(24)  ^F{x) 

den  Wert  s  angibt.  Man  hat  also  fSr  die  Anzahl  5  der  Losungen 
des  Eongruenzensystems  (20)  den  Ausdruck: 

^.(.  .«;  / 

Nun  besitzt  aber  die  am  Schlüsse  der  letzten  Zeile  stehende  in  be- 
sondere Klammem  eingeschlossene  Summe  nur  dann  einen  von  Null 
yerschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert  r*^,  wenn  die  Zahlen  (>i,  •  •  •,  (>- 
den  2p  Kongruenzen: 

2*/*»<*»  =  ^  (mod.r), 
^'^xPx^O  (mod.  r) 


(26)  ^-^ 


x»! 


genfigen.  Sind  aber  die  g  Per.  Ghar.  (c^),  («j),  •*-,  (c^)  wie  voraus- 
gesetzt unabhängige  so  werden  diese  Kongruenzen,  während  die  Zahlen 
Pi,  •  •  •,  p  unabhängig  voneinander  die  Reihe  der  Werte  0, 1,  •  •  •,  r  —  1 
durchlauien,  nur  von  dem  einen  Zahlensysteme  ^^  =  • .  *  »  ^^  »  0  er- 
f&Ut,  und  man  erhält  daher  aus  (25): 

(27)  s^L^9^^P-^ 

und  hat  den 
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I.  Sats:  Unter  den  r^^  Per.  Char,  (x)  gibt  es  stets  y*^-«,  welche 
den  q  Gleichungen: 

(X)       \€^,x\^e''    \    \B^,x\  =  e-    \    ...,    \B^,x\^e^    ' 

genügen,  wo  die  d  wülkürlich  gegebene  ganze  Zahlen,  {a^y  (e^),  •  •  •,  (s^) 
aber  q  unabhängige  Per.  Char.  bezeichnen.  Insbesondere  gR)t  es  also 
stets  r^P-9  Per.  Char.,  welche  zu  q  gegebenen  unabhängigen  Per.  Char. 
syzygetisch  sind. 

Man  wird  bemerken,  daß  die  obige  Definition  der  Unabhängig- 
keit von  Per.  Char.  (e^),  (s^),  •••,  (b^  in  dem  Falle,  wo  r  keine  Prim- 
zahl ist,  schon  für  jede  einzelne  Per.  Char.  (b)  eine  Bedingung  nach 
sich  zieht.     Da  nämlich  die  Gleichung 

(28)  («')  =  (0) 

nur  durch  ^  =  0  (mod.  r)  soll  befriedigt  werden  können,  so  dürfen 
die  2p  Charakteristikenelemente  von  (b)  nicht  mit  r  einen  Faktor  ge- 
meinsam haben;  es  ist  diese  Bedingung  gleichbedeutend  damit,  daß  die  r 
Per.  Char.  (0),  (e),  («^),  •••,  («^"^)  alle  voneinander  verschieden  sind. 
Tatsachlich  gilt  der  I.  Satz  bei  nicht  primzahligem  r  nur  für  solche 

Per.  Char.  (O,  (^2),  '  •  •,  (^,). 

Alle  Kombinationen  von  q  unabhängigen  Per.  Cha/r.  («i),  (f^),  •  •  •,  {b^ 
bilden  nebst  der  uneigentlichen  Per.  Char.  (0)  eine  Gruppe  E  von  r« 
verschiedenen  Per.  Char.  Die  Zahl  q  heißt  der  Bang,  die  Zahl  r«  die 
Ordnung  der  Gruppe  Ey  die  q  Per.  Char.  (b^),  (b^\  •  •  •,  (b^)  oder  irgend 
andere  q  unabhängige  Per.  Char.  von  E  die  Basis  der  Gruppe  E. 

Die  sämtlichen  r^^  Per.  Char.  überhaupt  bilden  eine  Gruppe  vom 
Range  2^*,  es  befinden  sich  also  unter  ihnen  2p  unabhängige.  Als 
Basis  der  Gruppe  können  hier  zweckmäßig  jene  2p  Per.  Char.  ge- 
wählt werden,  bei  denen  immer  nur  ein  Element  den  Wert  1  hat, 
während  jedesmal  die  2p  —  1  anderen  den  Wert  Null  besitzen.  Daß 
diese  2p  Per.  Char.  unabhängig  sind,  erkennt  man  unmittelbar,  und 
ebenso,  in  welcher  Weise  sich  eine  beliebige  Per.  Char.  {b)  aus  ihnen 
zusammensetzen  läßt. 

Man  bemerkt  noch,  daß  die  Gruppe  E  mit  den  Basischarakte- 
ristiken (fj),  («2);  •  •  •,  {b^  nicht  geändert  wird,  wenn  man  als  Basis- 
charakteristiken die  Per.  Char.  («J*),  («J*),  •  •  •,  (a^?)  wählt,  wo  die  g 
irgend  welche  zu  r  relativ  prime  positive  ganze  Zahlen  also,  wenn 
r  eine  Primzahl  ist,  beliebige  ganze  Zahlen  sind. 

Nach  dem  1.  Satze  gibt  es  zu  g  unabhängigen  Per.  Char. 
ih)}  (h)>  '"9  i^q)  stete  r*^-«  Per.  Char.,  welche  zu  ihnen  syzygetisch 
sind;  diese  r*'"«  Per.  Char.  sind  dann  syzygetisch  zu  allen  r«  Per.  Char. 
jener  Gruppe  E  vom  Range  3,  welche  die  Per.  Char.  («j),  (a,),  •  •  •,  (b^ 
als  Basischarakteristiken  besitzt,  und  sie  bilden  selbst  eine  Gruppe  M 
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von  Per.  Char.  vom  Range  2p  —  g,  die  man  zur  Gruppe  E  adjungieri 
nennt.     Es  ist  dann  auch  E  za  H  adjungiert. 

Um  die  gegenseitigen  Beziehungen  der  Per.  Char.  einer  Gruppe 
E  zu  erforschen^  untersuche  man,  ob  es  in  jE?  außer  der  uneigeni- 
lichen  Per.  Char.  (0)  noch  andere  Per.  Char.  (a)  gibt,  die  zu  allen 
Per.  Char.  der  Gruppe  E  syzygetisch  sind;  dazu  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  sie  es  zu  den  q  Basischarakteristiken  sind.  Sind 
(«i),  (oj)  zwei  solche  Per.  Char.,  so  ist  auch  (c/'iC^)  eine;  denmach 
bilden  die  Per.  Char.  (a)  selbst  wieder  eine  Gruppe  Ä,  die  man  die 
syzygeHsche  Untergruppe  A  von  E  nennt;  zwischen  je  zwei  ihrer 
Per.  Char.  besteht  die  Beziehung  |a^,  a^l  =  -f  1.  Die  Per.  Char.  von 
A  gehören  immer  auch  der  zu  E  adjungierten  Gruppe  H  an. 

Sind  je  zwei  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  syzygetisch,  wozu  not- 
wendig und  hinreichend  ist,  daß  es  je  zwei  Per.  Char.  ihrer  Basis 
sind,  so  heißt  die  Gruppe  selbst  syzygetisch.  Der  Rang  q  einer  syzy- 
getischen  Gruppe  kann  nicht  größer  als  p  sein;  denn  da  sie  ganz  in 
der  adjungierten  Gruppe  H  vom  Range  2p  —  q  enthalten  ist,  so  muß 
q^2p  —  q  also  q^p  sein.  Eine  syzygetische  Gruppe  vom  Range 
p  heißt  eine  Göpdsclie  Gruppe.  Eine  Göpelsche  Gruppe  ist  mit  ihrer 
adjungierten  Gruppe 'identisch. 


§3. 

Thetacharakteristlken. 

Betrachtet  man  zwei  Th.  Char.  \b\  und  \r[\,  deren  Elemente  f,  b 
und  riy  rl  den  2p  Kongruenzen: 

(29)  «/u  =  1?;* ;     «/l  =  n'ii  (mod.  r) 

genügen,  als  nicht  verschieden,  so  gibt  es  im  ganzen  nur  r***  ver- 
schiedene Th.  Char.  [e],  als  welche  man  diejenigen  wählen  kann,  die 
entstehen,  wenn  man  an  Stelle  des  Systems  des  2p  Elemente  £,  d 
alle  r*^  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2p*^  Klasse  der  Zahlen 
0,  1,  •  •  •,  r  —  1  setzt. 
Unter  der  Bummex 

(30)  M  =  [«i?g-] 

mehrerer  Th.  Char.  [«],  [i^],  [g],  •  •  •  wird  in  diesem  Paragraphen  jene 
Th.  Char.  verstanden,  derep  Elemente  durch  die  Kongruenzen: 

^^ii  =  ^ii  +  ^ii  +  fii  H (mod.  r), 

^  <  =  «M  +  ^A«  +  5a«  +  •  •  •   (naod-  0 

bestimmt  sind;  dabei  können  die  Th.  Char.  [«],  [iy],  [g],  •••  auch  alle 
oder  teilweise  einander  gleich  sein   und  es   soll   die   Summe  von  g 
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gleichen  Th.  Char.  [e]  mit  [f^]  bezeichnet  werden.  Man  nennt  femer 
eine   aus   gegebenen   Th.  Char.   [fj],  [f,],  •••,  [a^]   zusammengesetzte 

Th.  Char.  [^^  «?  "  *  ^»rl?  ^®^  ^^^  ^^®  5^  positive  ganze  Zahlen  oder 
Null   sind,   eine   Kombination  n*®'    Ordnung   dieser   Th.  Char.,   wenn 

n 

5^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^m  '^  **  ist,  und  bezeichnet  sie  auch  mit  [^gl.    Jene 

n 

Kombinationen  [^e],  bei  denen  die  Ordnungszahl  «=1  (mod.  r)  ist, 
heißen  die  ivesenflichen  Kombinationen  der  gegebenen  Th.  Char.,  und 
wesentlich  unabhängig  werden  Th.  Char.  [^j],  [fj],  •••,  [a^]  genannt, 
wenn  keine  aus  ihnen  gebildete  Kombination  [f^  ^  *"  ^^m^j  ^^^  der 
9i  +  9i  +  '"+9m  —  ^  (mod.  r)  ist,  der  Th.  Char.  [0]  gleich  ist,  ohne 
daß  jede  einzelne  der  m  Zahlen  gi,  g^y  "f  9m^^  (mod.  r)  ist. 

Addiert  man  zu  den  sämtlichen  Per.  Char.  einer  Gruppe  E  eine 
beliebige  Th.  Char.  [x]  und  faßt  die  entstehenden  r^  Charakteristiken 
als  Th.  Char.  auf,  so  sagt  man  von  ihnen,  daß  sie  ein  System  von 
Th.  Char.  bilden,  und  nennt  q  den  Rang  des  Systems.  Läßt  man  an 
Stelle  von  [x]  der  Reihe  nach  die  2p  —  q  Per.  Char.  einer  Gruppe  Z 
vom  Range  2p  —  q  treten,  deren  Basischarakteristiken  zusammen  mit 
den  q  Basischarakteristiken  von  E  2p  unabhängige  Per.  Char.  bilden, 
so  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise  aus  einer  Gruppe  (0),  (a), 
(tj),  •••  von  r*  Per.  Char.  im  ganzen  r*^"«  verschiedene  Systeme  von 
Th.  Char.  [x],  [xf],  [xrf\,  •••,  welche  zusammen  alle  r^^  überhaupt 
existierenden  Th.  Char.  und  jede  nur  einmal  enthalten;  von  solchen 
yip-q  Systemen  sagt  man,  daß  sie  einen  Komplex  bilden.  Eine  Gruppe 
Z  der  vorher  bezeichneten  Art  heißt  zur  Gruppe  E  konjugiert,  und 
entsprechend  nennt  man  auch  die  r^P-^  Systeme  eines  Komplexes 
einander  konjugiert. 

Die  r^  Th.  Char.  eines  Systems  vom  Range  q  können  auch  als 
die  wesentlichen  Kombinationen  von  q+  1  wesentlich  unabhängigen 
unter  ihnen  definiert  werden;  solche  2+1  Th.  Char.  eines  Systems 
sollen  in  diesem  Sinne  eine  Basis  desselben  genannt  werden. 

Adjungiert  werden  zwei  Systeme  von  Th.  Char.  genannt,  wenn 
die  beiden  Gruppen  von  Per.  Char.  es  sind,  aus  denen  sie  abgeleitet 
wurden.  Endlich  soll  jedes  aus  einer  Göpelschen  Gruppe  von 
Per.  Char.  abgeleitete  System  von  Th.  Char.  ein  Göpdsches  System 
genannt  werden. 


§4. 

Die  Verallgemeinening  der  Blemannsohen  Thetaformel. 

Man  gehe  auf  den  XVI.  Satz  pag.  91  zurück,  setze  darin  n  =  2r 
und  lasse  an  Stelle  des  Systems  der  4  r*  Zahlen  c^?^)  (p,  (J  =  1,  2,  •  •  •,  2r) 
das  spezielle  den  Gleichungen  (LYII)  genügende  Zahlensystem: 
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c(ii)    =  1  -  r,    c(")    =1,  . . .,   c(^«'-)  -  1, 

(32)  ^"^    =1^  c(^«)    »1-r,    ...,    c(Mr)   „1, 

treten.  Setzt  man  dann  femer,  indem  man  unter  den  rjy  ^  beliebige 
ganze  Zahlen,  unter  den  (»,  q  ganze  Zahlen  versteht,  welche  den  2j9 
Bedingungen: 

(33)  ?i:'+?:'+-+pr=r»„  c+c+-+c-«; 

genügen,  in  denen  die  s,  ^  ganze  Zahlen  bezeichnen: 
80  wird: 

(36)     ^l:>=i,,+s,-e  ??:'=< +«;-?r,  C:ii::::r) 

und  das  auf  der  rechten  Seite  von  (LVIII)  stehende  Thetaprodukt 
geht,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 

(36)  ««  +  ««  +  . ..  +  a(-)  =  ^^,    ^J)  +  ^;)  +  ...  +  ^-)»4; 

0i  =  l,2....,p) 

setzt  und  beachtet,  daß  dann: 

(37)  ^">  =  ^^-r«<;>,  ?;  =  4-r/t>  C^l'f-.'D 
wird,  unter  Anwendung  der  Formel  (VIII)  über  in: 

(38)         -^'i(^+'.+v-;+^'i'  h'^^'H^ 

Da  nun  weiter  die  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (LYIII)  hinter 
dem  Thetaprodukte  stehende  Exponentialgröfie  gleich 

(39)  c        "-'  "="•=' 

wird,  so  erhält  man  aus  der  Formel  (LVlil)  zunächst  die  Formel: 

(40)  (r»'«)?  9\yi  +  (.<')]{«(«)|  •  •  •  *h  +  (.<»')]  C«<"->5 

0,1,    -.r-l 
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In  dieser  Gleichung  bezeichnet  s  die  Anzahl  der  Normallösungen 
des  Eongnienzensystems: 

(l^r)a^^)+  a^«)  +  ...+  a^'^^^O  (mod.  r), 

(41)  a;<^)  +  (l-r)ic<«)+...+  a^*'^  =  0  (mod.  r), 

a;(i)  +  a;(2)  +  . . .  +  (1  -.r)a;<«^)  =  0  (mod.  r). 

Diese  2r  Eongnienzen  sind  aber  erfüllt^  sobald  die  erste  von  ihnen 
besteht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sobald 

(42)  a;(^)  +  a:(2)  +  . . .  +  ic(8'-)  =  0  (mod.  r) 

ist  und  diese  Kongruenz  besitzt  r^''-^  Normallösungen;  man  erhält 
dieselben,  wenn  man  in  den  Gleichungen: 

(43)  a!<i)  =  |„    a^«)-!,,    •  •  •,   a:<''-»- |,,_i,    a:<»'->  =  l,, 

an  Stelle  des  Systems  der  2r— 1  Zahlen  g^,  5,,  •••,  ^^r-i  ^®^  Reihe 
nach  die  sämtlichen  Variationen  mit  Wiederholung  zur  2r  —  1*^  Klasse 
der  Elemente  0,  1,  •••,  r— 1  treten  läßt  und  jedesmal  dann  fttr  1^^ 
jene  einzige  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  r— 1  setzt,  welche  der 
Kongruenz 

(44)  |,^^_|^_g, 1,,_^  (moAr) 

genügt.    Es  ist  also  5  =  r*'*~^ 

Auf  der  rechten  Seite  von  (40)  ist  endlich  die  Summation  in  d^ 
Weise  auszuführen,  daß  fUr  fi=l,2,--,p  an  Stelle  des  Systems 
der  2V  Größen  a^^\  a^\  •  •  •,  a^^'^  und  ebenso  an  Stelle  des  Systems  der 
2r  Größen  /jJJ^,  ft^j  -  •  •,  ß^^''\  unabhängig  voneinander,  die  r*'*  Varia- 
tionen mit  Wiederholung  zur  2r*~  Klasse  der  Elemente  0, 1,  •  •  •,  r  —  1 
treten.  Berücksichtigt  man  aber,  daß  hierbei  die  Größe  Äf^  bez. 
ä;  r'^^-^-mal  der  Zahl  0,  r^'-^-mal  der  Zahl  1,..,  r^'-^-mal  der 
Zahl  r  —  1  kongruent  wird  nach  dem  Modul  r,  und  daß  das  all- 
gemeine Glied  der  auf  der  rechten  Seite  von  (40)  stehenden  Summe 
seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  eine  ZaM  -4^  oder  -4^^  durch 
eine  ihr  nach  dem  Modul  r  kongruente  ersetzt,  so  erkennt  man, 
daß  diese  Summe  das  r*''"*- fache  jener  Summe  ist,  die  aus  ihrem 
allgemeinen  Gliede  hervorgeht,  wenn  man  jede  Größe  Ä^^  bez.  Ä^ 
einmal  der  Zahl  0,  einmal  der  Zahl  1,  •••,  einmal  der  Zahl  r  — 1 
nach  dem  Modal  r  kongruent  setzt.  Dies  erreicht  man  aber  u.  a., 
wenn  man 

(46)  -4^  =  £^  —  iy^ ,     ^^  =  £^  —  ri'f,  (/i=i,2,  •  -.p) 

setzt  und  hierauf  jede  der  2p  Zahlen  s,  b'  unabhängig  von  den 
anderen  die  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  •••,  r— 1  durchlaufen  läßt.    Divi- 
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diert  man  noch  linke  und  rechte  Seite  der  Gleichnng  dorch  f<- **-*)*', 
stellt  die  von  den  Sununationsbuchstaben  e,  b  freien  Teile  der  EIi- 
ponentialgröBe  auf  die  linke  Seite  und  f&hrt  an  Stelle  der  bisherigen 
Variablen  u,  v  neue  w^  t  ein,  indem  man  unter  den  w  unabhängige 
Veränderliche,  unter  den  t  dag^en  Veränderliche  versteht,  welche 
den  2p  Bedingungen: 

(46)  <<;»+. ..  +  ^;')  =  o,   f)+...  +  <<;'>-o    (.=1.«.-.,) 

genügen,  und: 

(47)       «:>=<+ c  «r"=<+r   K?-"":;) 

setzt,  wodurch: 

wird,  so  erhalt  man  schließlich  das  Endresultat: 

n.  Sats:   Bezeichnen  w^^\  w^^  (ft  =  1,  2,  •  •  •,  p)  2p  unabhängige 

Veränderliche,  f;'\  t^^^  C=i'2  -'p)  ^^*  Veränderliche,  welche  die 
2p  Gleichungen: 

(XI)  <<;')+. ..  +  <j')  =  o,   <<;«  +  . ..  +  <;f^)=o   (.=i.v-.,) 

erfüllen  y  und  setzt  man,  indetn  man  unter  den  q,  q'  ganze  Zahlen  ver- 
steht, welche  den  2p  Bedingungen: 

(xn)  p<^)  +  ,j)+...  +  ,<-)  =  .s^,  ,;»  +  p<«)+...  +  pj-)  =  r.; 

(iu=i,i,  •••,rt 
genügen,  in  denen  die  s,  s'  ganze  ZaMen  bezeichnen: 

«t.j  =-■»[£+ s  -  (.(')]Cu»w  -  <(")| . . .  d[« + s  -  (.wiJttK»)  -  <(»');! 

»[s  +  s- p('+ »)]fM;W - <("))) . . .  »[6  +  s - (.(>•■)]{«;(») - 

2ä»   X7         .  2^* 


(Xni)  ><e        ''-'       .e 


> 


P  P 

xe        ^==V      •«        "^^       , 


so  sind  die  Orößen  x  und  y  miteinander  verknüpft  durch  die  Glei- 
chungen : 
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lei  denen  emt  AbhSreung: 


^^(vA-'mV 


(XV)  |«,i?|-e     "=• 

^fese&er^  ts/,  rffe  Summatian  über  dUe  r*^  2%.  CÄar.  [s]  (mszudehnen  ist  und 
M  eine  bdiänge  Th.  Chor.,  {fP\  (p(«)),  ..,  ((>(«'•))  öfter  2r  Per.  Char. 
hejseichnen,  welche  den  Bedingungen  (XII)  genügen. 

Bezüglich  der  hier  auftretenden  Charakteristiken  gilt  das  zum 
XXX Vm.  Satz  pag.  308  Bemerkte. 

Denkt  man  sich  in  der  Gleichung  (XIV)  die  Per.  Char.  (q^^^\  •  •  •, 
(p(*''))  festgehalten  und  läßt  an  Stelle  von  [lyj  der  Reihe  nach  die  r*' 
Th.  Char.  treten,  so  entsteht  daraus  ein  System  S  von  r*^  Glei- 
chungen, welche  alle  auf  ihren  rechten  Seiten  die  nämlichen  r*^ 
Größen  x^^^  haben;  aus  den  r^^  Gleichungen  dieses  Systems  S  sollen 
im  folgenden  durch  lineare  Verbindung  neue  Gleichungen  abgeleitet 
werden. 

Zu  dem  Ende  verstehe  man  unter  (oj),  (a^),  •••,  (a^)  irgend  m 
unabhängige  Per.  Char.,  bilde  zu  ihnen  als  Basis  die  zugehörige 
Gruppe  Ä  von  5  =  r^  Per.  Char.  {(Iq),  (%),  •••,  (a,_i)  und  lasse  in 
der  Gleichung  (XIV)  an  Stelle  von  [ly]  der  Reihe  nach  die  5 
Th.  Char.  [i^a^],  [lyaj,  •••,  [i?a,_i]  treten,  indem  man  unter  [iy]  wieder 
eine  beliebige  Th.  Char.  versteht.  Diese. 5  Gleichungen  multipliziere 
man,  indem  man  mit  [gj  ebenfalls  eine  beliebige  Th.  Char.  bezeichnet, 
mit  I  «0^  S  i>  I  ö^i,  5 1,  •  • ',  I  a,_i,  g  I  beziehlich  und  addiere  sie  zueinander. 
Man  erhält  dann  zunächst  die  Gleichung: 

(49)  rP^\a,,t\y^^,^^='^\B,ri\x^J^\B,a,\'\a,,i\). 

a=0  [«]  \o=0  / 

In  dieser  Gleichung  besitzt  die  am  Ende  stehende,  in  besondere 
Elammem  eingeschlossene  Summe 

(50)  2'l*-S'«<'l=II     2*     "" 

a=0  x=l     \fl  =0  / 

nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  und  zwar  den  Wert 
r^j  wenn  die  Per.  Char.  («  —  5)  zu  den  m  Basischarakteristiken  (a^),  (a^\ 
•••,  («^  und  daher  zu  allen  s  Per.  Char.  der  Gruppe  Ä  syzygetisch  ist; 
solcher  Per.  Char.  gibt  es  aber,  wie  in  §  2  bewiesen  wurde,  im  ganzen 
t  =  r^p-m  ^jjj  gjß  bilden  die  zu  Ä  adjungierte  Gruppe  £  von  t=^r^P~^ 
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Per.  Char.  (6^),  (hj),  •••,  (6<_i),  deren  Basischarakteristiken  (ß^,  (ß^), 
'">  {ßip-nd   2p  — M  unabhängige  Lösungen  der  m  Gleichungen: 

(51)  |c^,a:|  =  +  l,     \a,,x\^  +  l,   •  • -,    \a^,x\^  +  l 

sind.  In  der  auf  der  rechten  Seite  von  (49)  stehenden  Summe  bleiben 
also  nur  jene  t  Glieder  stehen,  för  welche  [f]  eine  der  t  TL  Char.  [56ol 
[S^ily  '"f  \i^t-i\  ^^^9  ^^^  ^^^  erhält,  wenn  man  noch  linke  und 
rechte  Seite  durch  r^'  dividiert,  das  Resultat: 

m.  Sats:  Sind  (a^),  (aj,  •  •  •,  (a,_i)  die  5  =  r~  Per.  Char. 
einer  bdiebigen  Gruppe  A  vom  Bange  m,  (6q),  (h^\  •••,  (6,_i)  die 
t=^r^p-m  Per.  Char.  der  dajsu  adjungierten  Gruppe  B  und  bezeidinen 
[rj]  und  [g]  irgend  zwei  Th.  Char.,  so  besteht  zwisclien  den  unter  (XIII) 
definierten  Größen  x,  y  die  Gleichung: 

*—!  #—1 

(XVI)         »*-2|o,,g|srt,<.„i-|g,i?|^|&„i?|%»,„ 

aus  der  insbesondere  für  m  =  p  die  halbe  Umkehrung  der  Formel  (XIV): 

(xvn)  2  l«»,e|y,,.„]- 15,^1^16,, 'jkic»,] 

Hn<2  speziell  für  eine  Cröpelsche  Gruppe  A  die  Gleichung: 

(xvni)  2'l«<'>siyi».ai-IS'^l2'l«<"^l%-oi 

oder  in  anderer  Fassung: 

IV.  Satz :  Sind  M,  hi],  •  •  •,  h-il  s - 1-,  uwd  [g^],  KJ,  •  •  •,  [t,^d 
t  =1  f.2p-m^  g^^  adjungierte  Systeme  von  Th.  Char.,  so  ist: 

•—1  /— 1 

(XIX)       »*-»2'l'?<"So|yt,-i  =  l'?«' Soleis,,  %l%,]. 

In  der  Gleichung  (XVI)  kann  man  sowohl  für  [rj]  wie  fiar  [{] 
eine  jede  der  r^P  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber  auf  diese  Weise 
im  ganzen  nur  r^^  verschiedene  Gleichungen,  die  man  sämtlich  und 
jede  nur  einmal  enthält,  wenn  man  mit  (a^*),  (%'),  •••,  (a/«i)  die 
i  ^r^p-f»  Per.  Char.  einer  zu  Ä  konjugierten  Gruppe  Ä',  und  ebenso 
mit  (Iq),  (bi"),  •••,  (i/_i)  die  s  =  r^  Per.  Char.  einer  zu  B  kon- 
jugierten Gruppe  B'  bezeichnet  und  sodann  an  Stelle  von  \ri]  der 
Reihe  nach  die  t  Th.  Char.  eines  Systems  [^cTq'],  [ija^],  •••,  [^«/«il 
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und  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  s  Th.  Char.  eines  Systems 
Ü6o1KVl'--;K6;-i]  setzt,  wo  M,  [t]  beliebige  Th.  Char.  be- 
zeichnen.  Das  System  8'  dieser  r^'  Gleichungen  kann  man,  wenn 
man  noch  der  Einfachheit  wegen  [i?]=[ä="[0]  setzt,  durch  die  Formel: 
«—1  «—1 

(52)      »*-"  2 1  «<"  V I  yiaia„,  - 1 K, «/ 1  ^  I K, «/ 1  «(»;y 

fixieren. 

Die  r^P  Gleichungen  (52)  des  Systems  8'  können  in  t^r^p-^ 
Gruppen  von  je  s  =  r~  Gleichungen  eingeteilt  werden,  indem  man 
zu  einer  Gruppe  alle  diejenigen  Gleichungen  zusammenfaßt,  für  welche 
X  denselben  Wert  besitzt  und  die  sich  daher  nur  durch  yerschiedene 
Werte  von  x  unterscheiden.  In  einer  solchen  Gruppe  treten  dann 
auf  der  linken  Seite  jeder  Gleichung  immer  dieselben  r^  Großen  y 
auf,  während  irgend  zwei  rechte  Seiten  dieser  Gleichungen  niemals 
eine  Größe  x  gemeinsam  haben  und  die  rechten  Seiten  zusammen- 
genommen denmach  die  samtlichen  t^p  Gh*ößen  x  und  jede  nur 
einmal  enthalten.  Aus  jeder  solchen  Ghruppe  kann  man  dann  durch 
passende  Verbindung  der  ihr  angehörigen  Gleichungen  rückwärts 
diejenigen  r*"  Gleichungen  (XIV)  des  Systems  8  erhalten,  deren 
linke  Seiten,  abgesehen  yon  dem  Faktor  t*,  von  den  auf  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  der  Gruppe  yorkommenden  Größen  y  gebildet 
werden  und  die  auch  ausschließlich  bei  der  Herstellung  der  Glei- 
chrmgen  (52)  der  Gruppe  auf  Grund  der  Formel  (XIV)  in  Betracht 
kommen.  Entsprechend  kann  das  ganze  System  8'  der  Gleichungen 
(52)  das  ursprüngliche  System  8  der  Gleichungen  (XIV),  aus  dem 
es  abgeleitet  wurde,  in  jeder  Beziehung  ersetzen ,  insofern  als  man 
durch  passende  Verbindung  derr*'  Gleichungen  von  8'  rückwärts 
wieder  die  r***  Gleichungen  (XIV)  des  Systems  8  erhalten  kann.  Das 
System  8  der  Gleichungen  (XIV)  kann  selbst  als  ein  spezielles,  dem 
Werte  m  =»  0  entsprechendes  System  8'  angesehen  werden. 

Wie  aus  der  durchgeführten  Untersuchung  hervorgeht,  ist  das 
System  8'  der  Gleichungen  (52)  vollständig  bestimmt,  sobald  die 
Gruppe  der  s  =  t^  Per.  Char.  (a^),  (o^),  •••,  (a,_i)  gegeben  ist,  und 
umgekehrt.  Daraus  folgt,  daß  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme 
S'  mit  der  Anzahl  aller  möglichen  Gruppen  von  Per.  Char.  überein- 
stimmt. 

Thetafonktionen,  deren  Charakteristiken  aus  gebrochenen  Zahlen  mit 
einem  Nenner  r  >  2  bestehen,  habe  zuerst  ich^)  für  den  speziellen  Fall 

1)  Krazer,  Über  Thetafunctionen ,  deren  Charakteristiken  aus  Drittebi 
ganzer  Zahlen  gebildet  sind.  Hab.  -  Schrift.  Würzbarg  1888  und  Math.  Ann« 
Bd.  22.    1883,  pag.  416;  vergl.  auch  §  7  dieses  Kapitels. 

Kraier,  Thetftfünktlonen.  25 
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r  »  3  und  p  ^  1  eingef&hrt;  ich  habe  für  diese  Fonktionen  die  Formel 
(XIV)  aufgestellt  und  auf  Grund  derselben  die  zwischen  ihnen  bestehenden 
Beziehungen  ermittelt.  Meine  Untersuchungen  haben  später  durch  Herrn 
Schleicher^)  eine  Fortsetzung  gefunden,  indem  derselbe  ihnen  das  Ad- 
ditionstheorem und  das  Umkehrproblem  der  aus  den  genannten  Funk- 
tionen  gebildeten  Quotienten  hinzufugte. 

Daß  sich  die  n&mlichen  Untersuchungen  für  jene  Thetafunktionen 
einer  Veränderlichen,  bei  denen  der  gemeinsame  Nenner  r  der  Charakte- 
ristikenelemente 5  oder  überhaupt  eine  ungerade  Zahl  ist,  anstellen  lassen 
ohne  wesentlich  neue  Hilfsmittel  zu  erfordern,  war  einzusehen;  diese 
Untersuchungen  hat  für  den  Fall  r  =  5  Herr  Sievert*)  durchgeführt 

Nun  lag  andererseits  auch  der  Gedanke  nahe,  die  in  meiner  Habi- 
litationsschrift angestellten  Untersuchungen  auf  Thetafunktionen  mehrerer 
Veränderlichen  auszudehnen,  umsomehr  als  die  zur  Grundlage  dienende 
Formel  sich  ohne  weiteres  für  beliebiges  p  aufstellen  ließ.  Die  Durch- 
führung dahin  gehender  Untersuchungen  eiforderte  zunächst  eine  Charak- 
teristikentheorie; die  Lösung  dieser  Aufgabe  hat  Herr  v.  Braunmühl') 
unternommen.     Zu  diesen  Untersuchungen   ist  das  folgende  zu  bemerken. 

Der  Begriff  des  Charakters 

P 

(53)  |6|  =  e      '*=' 

und  die  Einteilung  der  r^'  Th.  Char.  in  Klassen,  je  nachdem 

%ni  jrrti  2{r  —  l)ni 

(64)  |f|-l,     e*-  ,     c -,...,    e      ^ 

ist,   dürfte  verfehlt  sein,   da  einmal  die  Einführung  des  geraden  und  un- 


1)  Schleicher,  Darstellung  und  Umkehrung  von  Thetaquotienten,  deren 
Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind.  Inaug.-Diss.  Würz- 
burg und  Progr.  Bayreuth  1890;  dazu  auch:  Sievert,  Beiträge  zur  Behandlung 
des  ümkehrproblems  von  Thetafunctionen ,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln 
ganzer  Zahlen  bestehen.    Nürnberg  1898. 

2)  Sievert,  Über  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  Fünfteln 
ganzer  Zahlen  bestehen.    Progr.  Nürnberg  1891  und  Bayreuth  1895. 

8)  V.  Braunmühl,  Note  über  jp- reihige  Charakteristiken,  die  aus  Dritteln 
ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  das  Additionstheorem  der  zugehörigen  Theta- 
functionen.  Erlanger  Sitzb.  Heft  18.  1886,  pag.  87;  Untersuchungen  über  p- reihige 
Charakteristiken,  die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  die  Ad- 
ditionstheoreme der  zugehörigen  Thetafunctionen.  München  Abb.  IL  Cl.  Bd.  16. 
1888,  pag.  326;  Über  die  Göpelsche  Gruppe  p- reihiger  Thetecharakteristiken, 
die  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  und  die  Fundamentalrelationen 
der  zugehörigen  Thetafunctionen.  Math.  Ann.  Bd.  32.  1888,  pag.  518;  Über 
Gruppen  von  p- reihigen  Charakteristiken,  die  aus  n***°  ganzer  Zahlen  gebildet 
sind,  und  die  Relationen  zugehöriger  Thetafunctionen  n^'  Ordnung.  Math.  Ann. 
Bd.  87.    1890,  pag.  61. 
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geraden  Charakters  einer  Th.  Char.  mit  halben  Zahlen  als  Elementen 
doch  vorzüglich  deshalb  wichtig  ist,  weil  die  zugehörige  Thetafunktion 
dann  eine  gerade  bez.  ungerade  Funktion  ihrer  Argumente  ist,  in  letzterem 
Falle  also  insbesondere  für  die  Nullwerte  der  Argumente  verschwindet. 
Dann  aber  ist  der  Charakter  ■  b  \  einer  Th.  Char.  mit  halben  Zahlen  als 
Elementen  eine  für  die  lineare  Transformation  invariante,  also  eine  wesent- 
liche Eigenschaft;  der  Th.  Cbar.;  auch  dieser  Umstand  fällt  für  die  Theta- 
funktionen  -^W^C^))»  ^^i  denen  r  >  2  ist,  weg.  Dazu  kommt  noch,  daß, 
wie  Herr  v.  Braunmühl  übersehen  hat,  alle  dahingehörigen  Abzahlungen, 
insbesondere  die  Bestimmung  der  Anzahlen  der  Th.  Char.  von  gegebenem 
Charakter  nur  für  den  Fall,  wo  r  eine  Primzahl  ist,  gelten.  Schon  der 
grundlegende  VII.  Satz  pag.  66  ^)  ist  nur  für  diesen  Fall  richtig.  So 
wird  sich  die  Charakteristikentheorie  bis  jetzt  wesentlich  auf  den  Be- 
griff der  Gruppen  von  Per.  Char.  und  Systemen  von  Th.  Char.  beschränken 
müssen,  und  hier  nur  die  syzygetischen  Gruppen  bez.  Systeme  hervorheben. 
Die  SchaflFung  von  F.  S.  von  Per.  Char.  oder  Th.  Char.  dürfte  dagegen 
ebenfalls  verfehlt  sein,  da  die  den  F.  S.  bei  den  Charakteristiken  mit 
halben  Zahlen  als  Elementen  zukommenden  wichtigen  Eigenschaften  keine 
Ausdehnung  auf  den  Fall  r  >  2  gestatten. 

Ist  die  Charakteristikentheorie  geschaffen,  so  wird  weiter  die  Formel 
(XIV)  als  Grundlage  der  Untersuchungen  über  die  Additionstheoreme  und 
über  die  zwischen  den  r*^  Funktionen  bestehenden  Beziehungen  zu  dienen 
haben.  Diese  Formel  wurde  als  Verallgemeinerung  der  von  mir  meiner 
Habilitationsschrift  zu  gründe  gelegten  Formel  von  Herrn  Prym  und 
mir*)  aufgestellt. 


§5. 

Das  Additionsfheorem  fAr  die  Qnotienten 
der  Funktionen  ^[€]^([^l- 

Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  gewonnenen  Formeln  haben 
für  die  Thetafonktionen  '9'[£]^((ti))  die  nämliche  Bedeutung  wie  die 
Riemannsche  Thetaformel  und  ihre  Folgerungen  für  die  Funktionen 
'&[€]i|[ti]);  sie  liefern  durch  passende  Spezialisierung  der  in  ihnen 
vorkommenden  Variablen  und  Charakteristiken  einmal  die  Additions- 
theoreme für  die  Quotienten  der  Funktionen  ^'[fj^fw))  und  sodann  die 
zwischen  den  r^^  Funktionen  bestehenden  Relationen. 

Um  die  Additionstheoreme  zu  erhalten^  setze  man  im  U.  Satze 
far  p- 1,2,  . ..,!,: 


1)  V.  Braunmühl,   Über  Gruppen  von  p-reihigen  Charakt.  etc.     Math. 
Ann.  Bd.  37.    1890,  pag.  66. 

2)  Krazer  and  Prym,   Über  die  Verallgemeinerung   der  Riemann'schen 
Thetaformel.    Acta  math.  Bd.  3.    1883,  pag.  240. 
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«?■ 


-0,  c-c — r-0. 


c-r-- 

<   =0, 

(55)        ij^  =0, 

(1)  (1)  (S)  (8)  (2r)  (2r) 

indem  man  nnter  den  Uy  a    ganze  Zahlen  versteht^  welche  den  2p 
Bedingongen: 

(56)  .  C«  =  l,8.    ••,!») 

genügen.    Man  erhält  dann: 


y  j»[«_«(i)]4_«|^[,_^«)]^([t,|»[a_«<»)]40J...*[5-«<')LC0)  \ 


^ 


-^2^ 


'a*V 


Indem  man  sodann  ans  dieser  Formel  eine  zweite  ableitet,  bei 
der  an  Stelle  der  a  andere  Zahlen  /3  treten,  welche  denselben  Be- 
dingungen genügen  wie  die  a  und  für  welche  zudem 

(58)  ^«=«;;'  o.=..v..i.) 

ist,  und  die  beiden  Gleichungen  durcheinander  dividiert,  erhalt  man 
den  Quotienten       \t  rational  ausgedrückt   durch   die  Quo- 

tienten   — ':!;!'  ^^'     und   — z^^-^  ^    iind   ©s   treten   als   Koeffizienten 
dabei  außer  Einheitswurzeln  die  Nullwerte  dieser  Quotienten  auf. 

Diese  Additionstheoreme  sind  von  den  Herren  Schleicher^)  und 
Sievert*)  für  die  speziellen  Fälle  p  =  1,  r  =  3  und  i?  =  1,  r  =  5  auf- 
gestellt und  zur  Lösung  des  ümkehrproblems  der  Thetaquotienten  ver- 
wendet worden. 


1)  S  c  hl  ei  eher,  Darstell  ong  und  Umkehrong  von  Thetaquot.  etc.  Inaug.-Diss. 
Würzburg  und  Progr.  Bayreuth  1890. 

2)  Sievert,  Beiti^e  zur  Beh.  des  Umkehrpr.  etc.    Nürnberg  1898  und: 
Über  Thetafunctionen  etc.    Progr.  Nürnberg  1891  und  Bayreuth  1896. 
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§6. 

Über  die  iwisohen  den  r^^  Funktionen  ^[€]^((u)) 
bestehenden  Relationen. 

Ebenso  wie  sicli  die  Untersuchungen  über  die  Relationen  zwischen 
den  2*^  Funktionen  '9'{fifw])  im  allgemeinen  auf  die  Relationen 
zwischen  den  Quadraten  dieser  Funktionen  als  den  Thetafunktionen 
zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  beschränken^  so  werden 
sich  auch  die  Untersuchungen  über  die  zwischen  den  r^^  Funktionen 
^[^l-C^I  bestehenden  Relationen  auf  jene  Verbindungen  dieser  Funk- 
tionen beschränken,  welche  Thetafunktionen  r^'  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [0]  sind;  dies  sind  aber  außer  den  r*^  Potenzen  der 
Funktionen  0'[£]^([m))  auch  aUe  Produkte  von  solchen  r  unter  ihnen, 
deren  Charakteristikensunmie  gleich  [0]  ist;  die  ersteren  sollen  kurz 
jjdie  Thetapoteneen",  die  letzteren  „die  vollständigen  Thetaprodukk^' 
genannt  werden.  Da  im  allgemeinen  weder  die  einen  noch  die 
anderen  gerade  oder  ungerade  Funktionen  des  Argumentensystems 
(u)  sind,  so  gelten  die  beiden  folgenden  Sätze: 

V.  Sats:  Ztvischen  f*  +  1  Thetapotenzen  und  vollständigen  Theta- 
Produkten  existiert  stets  eine  homogene  lineare  Bdation. 

VI.  Sats:  Durch  r^  linearunabhängige  Thetapoteneen  oder  vdOr 
ständige  Thetaprodukte  läßt  sich  jede  weitere  dieser  Funktionen  homogen 
und  linear  ausdrücken. 

Zur  Gewinnung  dieser  Relationen  dienen  gleichfalk  die  Formeln 
des  vorletzten  Paragraphen.  Setzt  man  nämlich,  indem  man  unter 
tij,  •••,  Up  unabhängige  Veränderliche  versteht: 

setzt  femer: 

(60)  (p('-+>))==(x(y<^)),    (pC^+^O^Cxe^^«)),  ...,  ((>(«'•))  =  (x(^'-)) 

und  legt,  während  (x)  eine  ganz  beliebige  Per.  Char.  bezeichnet,  den 
Per.  Char.  (p<*)),  -..,  (p^*-)),  ((J^^)),  ...,  {(^^))  die  Bedingungen: 

(61)  ((>(i)  p(«) . . .  Q^-))  =  (0),      (<y<i)  (y<«) . . .  ö<'-))  =  (0) 
auf,  sodaß 

(62)  (s)  =  (x) 

wird,  so  werden  die  Ausdrücke  (XIII)  zu: 
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(63)  ^^.    P 


und  die  Formeln  (XIV)  und  (XVT)  —  (XIX)  gehen  in  lineare  Re- 
lationen zwischen  vollständigen  Thetaprodukten  bez.  Thetapotenzen 
über,  aus  denen  nunmehr  durch  bloße  lineare  Verbindung  jene  Glei- 
chungen entstehen,  vermittelst  welcher  alle  die  genannten  Funktionen 
durch  f^  passend  gewählte  unter  ihnen  linear  und  homogen  aus- 
gedrückt werden  können. 

Vergl.  dazu  für  ^  =  1  bei  mir,  Schleicher  und  Sievert  a.  a.  0^ 
für  p  >  1  bei  v.  Braunmühl  a.  a.  0.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß 
bei  spezielleren  Untersuchungen  in  dieser  Richtung,  was  v.  Braunmühl 
übersehen  hat,  der  Fall  eines  geraden  r  von  dem  eines  ungeraden  ge- 
trennt werden  muß;  in  welcher  Weise  diese  beiden  Fälle  verschieden  zu 
behandeln  sind,  habe  ich^)  in  einer  Abhandlung  gezeigt,  in  der  die  Frage 
nach  den  Bedingungen  der  Linearunabhangigkeit  von  t^  vollständigen 
Thetaprodukten  erörtert  wird. 

Betrachtet  man  dann  die  gewählten  r^  linearonabhängigen  Funk- 
tionen als  homogene  Punktkoordinaten  im  Räume  von  f^  —  1  Dimen- 
sionen, die  Argumente  tti,  "',%  a^^^r  als  bewegliche  Parameter,  so 
wird  dadurch  ein  algebraisches  üebilde  von  p  Dimensionen  in  diesem 
Räume  definiert,  und  es  handelt  sich  noch  um  die  weitere  Aufgabe 
solche  rP  —  p  —  1  Relationen  zwischen  den  t*  linearunabhängigen 
vollständigen  Thetaprodukten  oder  Thetapotenzen  aufzusuchen,  welche 
dieses  Gebilde  vollständig  definieren. 


§7. 
Der  besondere  Fall  2>  =  1,  r  =  3. 

Die  neun  verschiedenen  Thetafunktionen  des  Falles  p^l,  r=^S 
gehen  aus 

(64)  *[«](»)  =^« 

Hl  SB — 00 


1)  Erazer,    Über    lineare    Relationen    zwischen    Thetaproducten.      Acta 
math.  Bd.  17.    1893,  pag.  281. 
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hervor,  wenn  man  e  und  s'  der  Reihe  nach  die  Werte  0,  1,  —  1  an- 
nehmen läßt.  Ist  (a)  eine  beliebige  der  8  eigentlichen  Per.  Char. 
und  (ß)  eine  zweite  davon  unabhängige,  so  kann  man  die  8  eigent- 
lichen Per.  Char  in  der  Form^): 

(65)  («),  (-«),  (ß),  iß  +  a),  (ß-a\  (-/J),  (-ß  +  a),  {-ß-a) 
darstellen.     Es  gibt  vier  Gruppen  von  Per.  Char.  vom  Range  1: 

(0),   («),         (-«); 
(0),   iß),        (-ß); 

(66)  (0),     (ß  +  a),    i-ß-a); 
(0),    (ß-a),    i-ß  +  a); 

und  entsprechend  vier  Komplexe  von  je  drei  Systemen  von  Th.  Char.: 

[0],      M,  [-«];  [0],      \fi],  [-ffl; 

[ßl      \ß  +  ^l     [^-«];       M,      [«  +  ffl,      [«-ffl; 

[-ßl  [-^  +  «1,  [-^-«];    [-«],  [-cc  +  ß],  [-«-«; 
(67) 

[0],        [/»  +  «],       [-ß-a]]     [0],        [ß-al       [-ß  +  a]; 
M,        [ß-a],       [-ß]',  [«],        [ßl  [-ß-a]; 

[-«],  [ßl  [-ß  +  al     [-«],   [ß  +  al        [-ßl 

Neben  den  9  Thetapotenzen  '9'*[£](m)  existieren  also  12  vollstöndige 
Thetaprodukte '^[x](M)'^[x  +  iy](w)^[x  —  i2](u);  diese  21  Funktionen 
sind  Thetafunktionen  dritter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0];  im 
folgenden  sollen  durch  die  drei  unter  ihnen: 

^[0](ü)  ^M(u)  ^[-  «](u)5     ^[«(u)  ^[ß  +  a-]{u)  ^[ß -  a](u); 

(68)  ^,-_  ^-|(^)  ^,-_  ß  +  ^](^)  ^j-_  ß .  „j(^) 

die  18  übrigen  linear  ausgedrückt  werden. 
Zu  dem  Ende  setze  man  zur  Abkürzung: 

(69)  e»       =|6|,      e»  =U,  i?|, 

femer: 

*M(«)  *[x  +  X](«)  »[x -l](u)-\x\  =  »[x,l] («), 

^     ^  n^](u).\x\  =  9»[x](u); 

auch: 


1)  Die  hier  angewandte  von  den  Festsetzungen  der  §§  2  and  3  abweichende 
BezeichnimgBweise  bedarf  keiner  Erläuterung. 
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(71)  »{x,l)(0)  =  »{x,l},      ^{x}(0)  =  »»{x). 

Setzt  man  dann  noch  in  (63): 

._„,  (?<'>)  =  (0),    ((»(»')=-(«),    ((»<'))  =  (-«), 

^'^^  («<'>)  =  (0),   («<*))  =  (/?),   («<")  =  (-Ä, 

so  wird: 

.„  .  y(,i  =  |x,i?l*{i?,«)*{«+i?, /J}(«), 

^     ^  x^„  =  \x,B\»{e,ß)»[x  +  B,a]iu) 

und  die  aus  (XVIII)  folgende  Gleichung: 

(74)  y[0]  +  Vui]  +  Vi-ß]  -  ^[0]  +  ^un  +  ^'[-^i 
liefert  nach  einfachen  Rechnungen  die  Formel: 

[»{0,  a]  +  »[ß,  a)  +  »[-ß,  «]-\»{x,  ß](u) 

(75)  =  »[0,  ß}[»{x,  «}(«)  +  |x,  ß\»{x  +  ß,  «}(u) 

+  |ft«l*{x-/3,a)(tt)]. 

Vermittelst  dieser  Formel  erhält  man  znnächst,  indem  man  der  Reihe 
nach  (x)  =  (0),  (a),  (— a)  setzt,  durch  die  drei  vorgelegten  Theta- 
prodakte: 

(76)  *{0,«}(u),    *{ft  «)(«),    »\-ß,a)(u) 
die  drei  Thetaprodukte: 

(77)  *{0,^}(«),    »{a,ß)iu),    »{-a,ß)(u) 

und^  indem  man  dann  in  diesen  Formeln  an  Stelle  von  (ß)  zuerst 
(ß  +  a)  und  sodann  (ß  —  a)  treten  laßt,  auch  die  6  übrigen  voll- 
standigen  Thetaprodukte: 

.    .        *{0,/S  +  a}(M),     »{a,ß  +  a](u),    »{-a,  ß  +  a](u), 
^^^        »{0,ß-a]iu),    *{«,/?-«)(«),    ^{_«, /}-«}(„) 

linear  ausgedrückt. 

Setzt  man  dagegen  in  (63): 

(p(i))  =  (p(«))  =  (p(»))  =  (0), 

(79)  (ö<'0  =  (O),    («<'')  =  («),    («<'>)-(-«), 

«  =  (0), 
SO  wird: 

^  ^  xj,j  =  »{*,«)  *»{*}(«) 

und  die  aus  (XVIII)  folgende  Gleichung: 

(81)  ^'^  + 1 «» 6 1  y„+„]  +  I  &  « I  y(,_ „] 
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liefert  die  Formel: 

(82)  =|g,i7l^{g,a}[^»{e)(u)  +  |a,g  +  i?|d»{g  +  a}(u) 

Vermittelst  dieser  Formel  kami  man  aber,  indem  man  an  Stelle  von 
{rj)  der  Reihe  nach  die  Charakteristiken  (0),  (ß)  und  (—ß)  treten 
HLßt  und  die  drei  so  entstandenen  Gleichungen  zueinander  addiert, 
^*{5)(w)  also,  indem  man  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die  9  ver- 
schiedenen Th.  Char.  setzt,  die  9  Thetapotenzen  linear  durch  die  drei 
vorgelegten  Thetaprodukte  (76)  ausdrücken. 

Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst,  durch  die  drei  Thetaprodukte  (76) 
die  neun  übrigen  vollständigen  Thetaprodukte  und  die  neun  Theta- 
potenzen linear  darzustellen.  Bevor  die  zwischen  den  Funktionen 
(76)  selbst  bestehende  Gleichung  abgeleitet  werden  kann,  ist  es  notig, 
die  Nullwerte  der  neun  Thetafunktionen  und  die  Relationen  zwischen 
ihnen  zu  untersuchen. 

Man  wird  dabei  zunächst  anmerken,  daß  von  den  neun  Werten 
d'le](0)  acht  infolge  der  aus  (IX)  folgenden  Beziehung 

(83)  *[-a](0)  =  *W(0) 

paarweise  einander  gleich  sind,  und  daß  infolgedessen  auch 

(84)  ^{_5}  =  fr»{*},    »[-B,ri)  =  »[B,fl) 
ist.    Betrachtet  man  nun  zunächst  die  vier  Quotienten: 

(85)  ^      *{0,«)'  '^      »[o,ß)' 

»{a,ß  +  a]  9{a,ß-a) 

SO  liefert  die  Formel  (75),  wenn  man  in  ihr  (x)  =  (a)  und  u  =  0 
setzt,  zwischen  c,  und  c,  die  Gleichung: 

(86)  (l+2ci)c,  =  l-ci 
oderr 

(87)  '^  =  ^' 

und  da  c^,  wenn  man  (/S)  durch  {ß  +  a)  bez.  (/}  —  «)  ersetzt,  in 
\cij  ß\c^  bez.  \ßj  (^\c^,  c^  aber  in  c,  bez.  c^  übergeht,  so  ist  weiter, 
wenn  man  zur  Abkürzung 

(88)  |«,^|  =  e^'^"'^-"''^-r 
setzt: 
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also: 

(90)  '*'>'*  =  T^^- 

Die  aus  den  Nullwerten  der  Thetapotenzen  gebildeten  Quotienten 
lassen  sich  auf  Grund  der  Gleichungen: 

mit  Hilfe  von  (89)  und  (90)  gleichfalls  durch  die  eine  Größe  q 
ausdrücken. 

Alle  im  folgenden  auftretenden  Relationen  zwischen  Thetanull- 
werten  werden  durch  Einführung  des  einen  Parameters  q  identisch 
erfallt. 

Man  betrachte  jetzt  die  drei  Thetaprodukte  (76)  als  homogene 
Punktkoordinaten  in  der  Ebene,  setze  also: 

(92)  a;i  =  d{0,«}(u),    x,^  »{ß,  a]iu),    x,  =  »{-ß,  tt}(u). 

Indem  man  u  als  beweglichen  Parameter  betrachtet,  wird  durch  diese 
Gleichungen  eine  ebene  Kurve  definiert,  und  es  handelt  sich  darum 
ihre  Gleichung  au&ustellen.  Drückt  man  aber  mit  Hilfe  der  Formel 
(82)  in  der  oben  angegebenen  Weise  die  drei  Thetapotenzen  -ö*'  { 0 )  (w), 
d^[a](u)  und  d^[  —  a]{u)  durch  x^,  x^y  x^  aus  und  multipliziert  die 
drei  so  entstandenen  Gleichungen  miteinander,  so  erhält  man  nach 
einfachen  Rechnungen  zwischen  x^^  x^,  x^  die  Gleichung: 

(93)  a;3  +  a^  +  a^s  +  Gax^x^x^  -  0, 

wobei: 

{qA\       a-^1  »M0}  +  2»'{«} 1  +  gcf 

^""^^       **  2   >»{j?}  +  T-&»{j?  +  a}  +  T»-&«{|?-a}  6cf 

ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  die  vorher  genannte  ebene  Kurve  eine 
allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  ist^).  Eine 
solche  Kurve  besitzt  9  Wendepunkte,  die  zu  je  dreien  auf  12  Ge- 
raden, den  Wendepunktlinien,  liegen;  diese  12  Wendepunktlinien  kann 
man  in  4  Gruppen  zu  je  3  so  anordnen,  daß  die  3  Linien  einer 
Gruppe  zusammen  alle  9  Wendepunkte  enthalten;  von  solchen  3  Wende- 
punktlinien sagt  man,  daß  sie  ein  Wendepunktdreieck  bilden,  und  auf 
ein   solches  Wendepunktdreieck  als  Koordinatendreieck  bezogen  hat 

1)  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie;  bearb.  von  Lindemann.  Bd.;l. 
Lpz.  1876,  pag.  497. 
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die  Kurve  eine  Gleichung  von  der  Form  (93).  Dabei  berechnet  sich 
die  Konstante  a  aus  den  Invarianten  8  und  T  der  allgemeinen  Form 
dritten  Grades  vermittelst  der  Gleichung  12.  Grades: 

rOM  g'  884o'(a'-l)«    . 

V"^^  r«  —  (8a«  +  20o»  -  !)• ' 

die  9  Wendepunkte  aber  haben  die  Koordinaten: 


0 


(96) 


1 

t*:      0 
1  :-r 


-1, 
1, 
0, 


0:      1   :-t,  0 

-1  :      0  :      1,       -r 

1 :  -  r»  :      0,  1 


1 

0 

-1 


—  t* 


1, 
0, 


WO  T  in  Übereinstimmang  mit  Früherem  eine  primitive  dritte  Ein- 
heitswnrzel  bezeichnet. 

Würde  man  in  (92)  an  Stelle  der  Charakteristik  (ß)  die  Charak- 
teristik (ß  +  a)  bez.  (ß  —  «)  setzen,  so  würden  2^,  a;^  in  tx^,  tx^  bez. 
t^x^,  t^oo^  übergehen,  also  auch  a  in  ra  bez.  r'a.  Es  entspricht 
diesem  Umstände  die  Eigenschaft  der  Gleichung  (95)  in  sich  über- 
zugehen, wenn  man  a  durch  ta  oder  x^a  ersetzt. 

Dem  Übergange  von  einem  Wendepunktdreieck  als  Koordinaten- 
dreieck  zu  einem  anderen  entspricht  der  Übergang  von  x^j  x^,  x^  zu 
drei  anderen  vollständigen  Thetaprodukten: 

(97)  x,'^»[0,ß](u),    ^'=*{a,^}(«),    x,'=»{-a,ß)(u), 

deren  Charakteristiken  einen  Komplex  von  3  Systemen  von  Th.  Char. 
bilden,  vermittelst  der  aus  (75)  durch  Vertauschung  von  (a)  und  (ß) 
folgenden  Gleichungen: 

Xi^k{xj;+     x^'+     x{), 

(98)  x^^Tc{x^+xx^+x^x^), 

x^^k  (a;/  4-  r^x^  +  t  x{)j 
wo: 


*  = 


»{0,  «} 


ist     Die  Gleichung  dritten  Grades  (93)  geht  dabei  über  in: 
(100)  V  +  x^^  +  V  +  Qax^'x^x^'  =  0, 

wobei 
(101) 


a  = 


1  — g 
l  +  2a 


ist,  und  es  entspricht  wiederum  diesem  Übergange  die  Eigenschaft 
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der  Gleichung  (95)  ungeandert  zu  bleiben,  wenn  man  a  durch  ^T^ 
ersetzt. 

Wählt  man  den  beiden  noch  übrigen  Wendepnnktdreiecken  ent- 
sprechend 

a;,'-d{0,/J  +  «}(u),    <=#{«,/?  +  «}(«), 


(102) 

oder 

(103) 


80  tritt  an  Stelle  von  a   die  Größe  -t—t-^ —  ^z.  ^ -,-—.-  - 

Die  beiden  Substitutionen  S  a  =  za  mit  der  Periode  3  und  T 
a  =  "i-x~2~  ^^*  ^^^  Periode  2  geben  Anlaß  zu  der  Gruppe  von  12 
Substitutionen: 

1,  S,  S«, 

(104)  ^'         ST,        S^T, 

TS,      STS,      S*TS, 

welche  alle  die  Gleichung  (95)  in  sich  überführen.^ 

Als  Substitutionen  der  8  eigentlichen  Per.  Char.  (65)  betrachtet 
ersetzt  S  die  Per.  Char.  (a),  (ß)  durch  («),  (ß  +  a),  T  dagegen  durch 
(ß),  (ff);  als  Eoordinatentransformationen  betrachtet  liefern  endlich 
die  drei  in  einer  Horizontalreihe  von  (104)  stehenden  Substitutionen 
das  nämliche  Wendepunktdreieck  als  Eoordinatendreieck^  wahrend 
den  vier  verschiedenen  Horizontalreihen  die  vier  verschiedenen  Wende- 
punktdreiecke entsprechen. 

Die  Gruppe  der  12  Substitutionen  (104)  ist  holoedrisch  isomorph 
mit  der  Gruppe  der  Drehungen  eines  regulären  Tetraeders  in  sich, 
und  es  werden  daher  die  Substitutionen  (104)  von  Herrn  Klein  ^) 
die  Tetraedersubstitutionen,  die  durch  die  Gleichung  (95)  definierte 
Größe  a  die  Tetraederirrationalität  genannt. 

Noch  wird  man  aus  dem  Vorigen  schließen,  daß  die  12  Wende- 
punktlinien im   ursprünglichen   Koordinatensystem   die    Gleichungen: 


1)  Vergl.  Klein,  Über  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.  Math.  Ann.  Bd.  14.  1879, 
pag.  111;  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen 
vom  fünften  Grade.  Lpz.  1884  und:  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfanctionen,  ausgearb.  von  Fricke.    Bd.  1.   Lpz.  1890. 
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^1  =  0,  a?!  +     a:,  +     a?8  =  0, 

x^  =  0,  Xi  +  t  x^  +  r^x^  =  0, 

^8  =  0,  Xi  +  r^x^  +  r  rr,  =  0, 

(105) 

a?!  +  r  Xj  +  T  iCj  =  0,     Xi  +  t^x^  +  t^x^  =  0, 

Xi  +  i*x^+     als  =  0,     Xi+     x^  +  t  x^=^  0, 

Xi+     x^  +  T^X^  =  0,     Xi  +  t  x^+     x^^O 

haben;  dieselben  sind  hier  so  angeordnet,  daß  je  3  untereinander 
stehende  Wendeponktlinien  immer  ein  Wendeponktdreieck  bilden. 

Legt  man  als  Fnndamentalfiinktionen,  durch  welche  alle  anderen 
Thetapotenzen  und  vollsl^digen  Thetaprodukte  linear  ausgedrückt 
werden  sollen,  die  drei  Thetapotenzen: 

(106)  y,  =  ^{0)(«),    y,  =  »»{«)(M),    y,  =  »»{-«)(«) 

ZU  gründe,  so  geschieht  der  Übergang  von  den  früheren  Fundamental- 
funktionen (76)  zu  den  jetzigen  durch  die  aus  (82)  für  (f)  =  (0), 
(ri)  =  (0),  (ß\  (— /S)  folgenden  Gleichungen: 

^1  =  *i  (yi  +    »2  +    y«); 

(107)  ^,-h{yi  +  ry,  +  T'ys), 
aj2  =  *2(yi  +  ^*y2  +  ^ys); 

wo: 

ist    Dadurch  geht  aber  die  Gleichung  (93)  in  die  Gleichung: 

(109)  (yi  +  ^2  +  y^y  +  ^hyiy^yz  -  o 

über,  bei  der: 

ist,  und  welche,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  aus  der  ersten  Gleichung 
(107)  folgt,  wenn  man  deren  linke  und  rechte  Seite  zur  dritten  Potenz 
erhebt. 

Da  für  ^1  ==  0  nunmehr  y»  =  —  y2  dreifache  Wurzel  der  Glei- 
chung ist,  so  ist  die  Linie  yi  =•  0  Wendetangente  im  Wendepunkte 
y^  :  yj :  yj  =  0  : 1  :  —  1 ;  ebenso  ist  y^  =*  0  Wendetangente  in  yi :  y2 :  y« 
=  —  1:0:1,  y^  =  0  in  y^ :  y^ :  yj  =  1  :  —  1  :  0.  Das  Koordinaten- 
dreieck besteht  also  jetzt  aus  drei  Wendetangenten  und  zwar  jenen 
drei,  welche  die  Kurve  in  den  auf  der  Wendepunktlinie 
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(111)  yi  +  y,  +  y»  =  0 

oder 

(112)  iTi  =  0 

liegenden  Wendepunkten  herrühren. 

Solcher  Koordinatensysteme  gibt  es  zu  den  12  Wendepunkt- 
linien (105)  gehörig  12  verschiedene.  Da  der  Übergang  von  einer 
Wendepunktlinie  zu  einer  in  derselben  Yertikalreihe  stehenden 
durch  Änderung  von  u  um  Periodendrittel  bewirkt  wird^  so  bleibt 
bei  diesem  Übergange  die  Eonstante  b  in  der  Gleichung  (109)  un- 
geandert.  Beim  Übergange  von  einer  Vertikalreihe  von  (105)  zu 
einer  anderen  dagegen  ändert  sich  b,  und  zwar  geht  beim  Übergange 
von  der  ersten  Vertikalreihe  zur  zweiten: 

,  ,    .  4(1  — a)» 

also      0  m   —  z—\ — rr-i» 
1  — 2a+4a*' 


,  ,     .  4(1— ro)' 

also      0  m   —  - — s ,   /  t  t 

1  —  2ta-\-  4t*a* 


(113)           a  in 

1— O 

l  +  2a' 

zur  dritten: 

(114)           a  in 

1  — ro 
l-\-2ta' 

zur  vierten: 

(115)           a  in 

1  — T*0 

l  +  2r»a' 

über. 

,  ,    .  4(1 -t*a)» 

also        6    in    —  :; — )—i — r- ^ i 

1  —  2t*o  +  *^« 

Die  vorstehenden  Resultate  wird  man  schließlich  wie  folgt  zu- 
sammenfassen: 

vn.  Sats:    Setzt  man  die  drei  homogenen  PunkiJcoordinaten  der 
Ebene: 

(XX)  x,^^[0,a](u),    x,^^{ß,a)(u),    x,^  ^{-- ß,  a)(u) 

und  betrachtet  u  als  beweglichen  Parameter,  so  mrd  durch  diese  Glei- 
chungen eine  allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  de- 
finiert; sie  ist  bezogen  auf  ein  Wendepunktdreieck  als  KoordifuUen- 
dreieck  und  hat  die  Gleichung: 

(XXI)  a^,  +  üfi^  +  xl  +  6ax^x^x,^0, 
wo: 

1  »»{0)  +  2»»(g  }     


(XXII)  «  =  -2       -&8{jJ)  +  T^»{(J  +  a}  +  T*^»{(J- 

ist.    Die  12  Gleichungen: 

(XXTTTT)  ^{«,  ^}(w)  =  0 

stellen  die  12  Wendq^unkUinien,  die  9  Gleichungen: 

(XXIV)  %^[b]{u)^0 
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die  9  Wendetangenten  dar;  von  den  12  Wendepunküinien  enthalten 
3  alle  9  Wendepunkte^  bilden  also  ein  Wendepunktdreieck ^  wenn  die 
drei  hei  ihren  Gleichungen  auftretenden  Systeme  von  Th.  Char.  einem 
und  demselben  Komplexe  angehören;  von  den  9  Wendetangenten  haben 
3  ihre  Berührungspunkte  auf  der  nämlichen  WendepunkÜinie,  wenn 
ihre  3  Charakteristiken  ein  System  von  Th,  Char.  bilden.  Wählt  man 
3  solche  Wendetangenten  als  Koordinalendreieck,  setzt  also: 

(XXV)  y,  =  ^{x}(ti),     %  =  ^M^  +  «}W;     t/3  =  ^{x~a}(ü), 
so  lautet  die  Gleichung  der  Kurve: 

(XXVI)  (y.  +  y,  +  y»)»  +  66  y^  y,  y,  =  0, 
wo: 

rXXVin  h-         ^   (»'{0)  +  2»'{a)Y_  36a» 

(ÄÄVu;        ^--j [     wjö;^)     )  -    r+8^» 

isi^). 


§8. 

Die  elliptischen  Normalkurven. 

Mit  0<^)(w),  &^^(u)y  •••,  6K'')(w)  seien  r  linearunabhängige  Theta- 
fonktionen  r*®'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0],  etwa  vollständige 
Produkte  von  r  Funktionen  '9"[f]^([w])  oder  r**  Potenzen  solcher  Funk- 
tionen bezeichnet.  Versteht  man  dann  unter  x^,  a^,  •••,  x^  homogene 
Punktkoordinaten  eines  r—  1-dimensionalen  Raumes  und  setzt: 

(116)  Xi=^0^%u),  (.=1,8,    •-.r) 

SO  wird  durch  diese  Gleichungen^  sobald  man  u  als  beweglichen 
Parameter  betrachtet,  eine  Kurve  in  diesem  Räume  definiert,  welche 
eine  elliptische  Normalkurve  genannt  wird.  Indem  u  ein  einzelnes 
Periodenparallelogramm  überstreicht,  durchläuft  der  Punkt  (116)  die 
Kurve  vollständig. 

Man  wird  dazu  bemerken,  daß  keine  allgemeineren  Kurven  erhalten 
werden,  wenn  man  unter  &^\u),  •••,  6K'*)(m)  Thetafunktionen  r**'  Ord- 


1)  Zu  diesem  Paragraphen  vergl.:  Bianchi,  Über  die  Normalformen 
dritter  und  fünfter  Stufe  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.  Math. 
Ann.  Bd.  17.  1880,  pag.  234.  Krazer,  Ober  Thetafunctionen,  deren  Charak- 
teristiken etc.  Hab. -Schrift.  WOrzburg  1883  und  Math.  Ann.  Bd.  22.  1883, 
pag.  416.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunc- 
tionen  ausgearb.  von  Fricke.    Bd.  2.   Lpz.  1892,  pag.  290. 
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nung  mit  einer  beliebigen  Charakteristik  kj  versteht^  da  es  nur  der 
EinfQhmng  eines  neuen  Parameters: 

(117)  „'=„  +  £fi*!^' 

bedarf^  um  wieder  zu  Thetafunktionen  mit  der  Charakteristik  [0] 
überzugehen  (vergl.  Formel  (120)  pag.  41). 

Jede  homogene  ganze  rationale  Funktion  mf^  (Grades  der  x^  ist 
eine  Thetafunktion  wr*"  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  und 
verschwindet  als  solche  im  Periodenparallelogramm  an  mr  Stellen 
Ml,  ti,,  •••;  u^^y  für  welche  wie  pag.  41  bewiesen: 

(118)  t,^  +  u,  +  ...  +  ti„,^  ^(a  +  Tti) 

ist.     Für  m  =  1  heißt  dies,  daß  jede  lineare  Verbindung  der  x^  auf 
der  Kurve  r-mal  Null  wird,  die  Kurve  also  von  der  r*"°  Ordnung 
ist.     Wir  heißen   sie  daher  von  jetzt  an  die  elliptische  Normalkurve 
r^  Ordnung. 
Sind: 

(119)  y^=©(0(t|)  (.-=1,2. -...r) 

r  andere  linearunabhängige  Thetafunktionen  r^'  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  [0],  so  definieren  diese  Gleichungen,  wenn  man 
Vii  y%f  '"}  Vr  wieder  als  homogene  Punktkoordinaten  des  r  —  1-di- 
mensionalen  Raumes,  u  als  beweglichen  Parameter  ansieht,  gleichfalls 
eine  elliptische  Normalkurve  r**'  Ordnung.  Da  nun  die  y^  nach 
dem  VI.  Satz  pag.  389  durch  die  x^  homogen  und  linear  darstellbar 
sind,  80  ist  die  Kurve  (119)  zur  Kurve  (116)  kollinear  verwandt;  für 
die  projektive  Auffassung  gibt  es  daher  nur  eine  einzige  Normalkurve 
r**'  Ordnung. 

Die  2r*  Substitutionen: 

(120)  u'=±w  +  ^^±^*, 

wo  Xy  A'  zwei  Zahlen  aus  der  Reihe  0,  1,  •••,  r— 1  bezeichnen,  sind 
Transformationen  der  elliptischen  Normalkurve  r^  Ordnung  in  sich; 
da  aber  gemäß  den  Formeln  (YII)  pag.  371  und  (IX)  pag.  372  die 
Größen: 

(121)  <=  ®«(ti')  «  ©(0(±  U  +  ^^+/^^),  (.•-l,«..-..r) 

nachdem  man  sie  von  einem  allen  gemeinsamen  Faktor  befreit  hat^ 
als  Funktionen  von  u  betrachtet,  wieder  Thetafunktionen  r*"  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  [0]  und  als  solche  homogen  und  linear 
durch  die  ursprünglichen  x^  darstellbar  sind,  so  sind  die  2f^  Trans- 
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formationen  (120)  der  elliptischen  Normalkurve  r*^  Ordnung  in  sich 
EoUineationeU;  und  man  hat  damit  bewiesen^  daß  die  elliptische 
Normalkurve  r**'  Ordnung  2r*  Eollineationen  in  sich  besitzt^  welche 
durch  die  Oleichungen  (120)  dargestellt  werden. 

Man  projiziere  jetzt  die  elliptische  Normalkurve  r^  Ordnung 
aus  einem  ihrer  Punkte  in  einen  durch  diesen  Punkt  hindurchgehenden 
linearen  Raum  J?^_g  von  r  —  2  Dimensionen.  Der  Einfachheit  halber 
setze  man  voraus,  daß  der  Punkt  rCi  =  0,  ir^  =*  0,  •  •  •,  x^_^  =  0  auf 
der  Kurve  liege,  und  wähle  diesen  Punkt  als  Projektionszentrum,  als 
Projektionsbasis  aber  den  durch  die  Gleichung  rc^  ==  0  *  definierten 
-Br-2-  ^^®  ^^  B/^^Q  stehende  Projektion  wird  dann  analytisch  durch 
die  Weglassung  der  r*®°  Variable  x^  und  Deutung  der  r  —  1  übrigen 
als  homogene  Punktkoordinaten  in  ü^.i  ausgeführt.     Entspricht  nun 

dem  Projektionszentrum  der  Wert  m  =  Wq  +  ^"^    *,  so  gehen  x^y  x^y 

'"yXy^iy  wenn  man  sie  alle  durch  '0'(w  —  li^)  dividiert,  in  Theta- 
funktionen  r  —  1*®'  Ordnung  mit  der  nämlichen  Charakteristik  über, 
die  also  in  Rf.-i  ^^^^  elliptische  Normalkurve  r  —  1*"  Ordnung  de- 
finieren. Durch  Projektion  der  elliptischen  Normalkurve  r*"  Ordnung 
von  einem  ihrer  Punkte  aus  erhält  man  also  eine  elliptische  Normal- 
kurve r  —  1*®'  Ordnung.  So  fortfahrend  erhält  man  schließlich  als 
r  —  4**  Projektion  eine  elliptische  Normalkurve  4**'  Ordnung  im 
Räume  von  3  Dimensionen  und  endlich  als  r  —  3*®  Projektion  eine 
ebene  elliptische  Normalkurve  3*®'  Ordnung.  Diese  ist  aber  wie  im 
vorigen  Paragraphen  gezeigt  eine  allgemeine  ebene  Kurve  3*^  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt,  und  da  diese  keine  vielfachen  Punkte  und 
mehrfach  zu  zählenden  Kurvenzweige  besitzt,  so  ergibt  sich  das  Re- 
sultat, daß  auch  die  elliptische  Normalkurve  r^'  Ordnung  weder  viel!- 
fache  Punkte  noch  mehrfach  zu  zählende  Kurvenzüge  enthält. 

Aus  den  r  Größen  x^  kann  man  ^r(r+  1)  Kombinationen  mit 
Wiederholung  zur  zweiten  Klasse  bilden;  jede  solche  ist  eine  Theta- 
funktion  2r*"'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0],  und  da  es  deren 
nur  2r  linearunabhängige  gibt,  so  müssen  —  wenn  wir  für  das 
folgende  r  >  3  voraussetzen,  da  der  Fall  r  =-  3  im  vorigen  Para- 
graphen vollständig  erledigt  ist  —  zwischen  den  r  Größen  x^ 
^r(r  +  l)  —  2r  =  i  *"(*"""  3)  linearunabhängige  homogene  Relationen 
zweiten  Grades  existieren.  Jede  dieser  Relationen  stellt  eine  Fläche 
zweiten  Grades  im  Räume  22^. ^  dar  und  auf  jeder  dieser  Flächen 
zweiten  Grades  liegt  die  elliptische  Normalkurve.  Man  kann  nun 
wiederum  durch  die  Methode  des  Projizierens  den  Beweis  erbringen, 
daß  diese  ^r(r  —  3i)  Flächen  zweiten  Grades  die  elliptische  Normal- 
kurve rein  zum  Ausschnitt  bringen  d.  h.  außer  ihr  kein  Gebilde  ge- 
meinsam haben,  sobald  man  berücksichtigt,  daß  dies  im  niedrigsten 
Falle  r  =  4  zutrifft,  in  welchem  die  elliptische  Normalkurve  von  der 

Kr»ier,  Thetaftmktionen.  26 
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vierten  Ordnung  und  als  Durchschnitt  zweier  Flachen  zweiter  Ord- 
nung Yon  der  1.  Spezies  ist^). 

Die  ^r{r  —  S)  Flachen  zweiter  Ordnung  geben  nämlich  Anlafi 
zu  einem  ^r{r  —  S)  —  1-fach  unendlichen  linearen  System  von  Flachen 
zweiter  Ordnung,  in  welchem  sich  ein  ^(r^  —  ör  +  2)'iacbL  unendliches 
lineares  System  von  Kegeln  mit  einem  g^ebenen  Punkte  der  Normal- 
kurye  als  gemeinsamer  Spitze  befindet.  Wählt  man  diesen  als  Pro- 
jektionszentrum; so  liefern  die  eben  genannten  Eegel  als  Projektion 
in  einen  JBr-a  ^^  System  von  ^(r— l)(r  — 4)  linearunabhängigen 
Flächen  zweiter  Ordnung;  und  die  von  diesen  ausgeschnittene  Kurve 
ist  die  vollständige  Projektion  der  Durchschnittskurve  jener  ^r(r  —  S) 
Flächen  zweiter  Ordnung  im  12^. i,  von  denen  wir  ausgegangen 
sind.  Würde  also  diese  nicht  nur  aus  der  elliptischen  Normalkurve 
r^  Ordnung  bestehen ,  sondern  noch  einem  davon  verschiedenen 
Kurvenzug;  so  müßte  auch  in  der  Projektion  sich  außer  einer  ellip- 
tischen Normalkurve  r  —  1**^  Ordnung  noch  ein  anderer  Kurvenzug 
vorfinden;  da  dies  aber  für  r  =  4  nicht  der  Fall  ist;  so  auch  all- 
gemein nicht'). 

Gemäß  der  für  beliebiges  r  geltenden  leicht  zu  verifizierenden  Formel: 

(122)    »Ul(«)a*    Ä  +  1   «■••»   h  +  '^   {«)a  =  c»y^h+'-^j(rul.. 

in  der  c  von  der  Variable  u  und  den  Charakteristikenelementen  g^  h  un- 
abhängig ist,  sind  die  r  Thetaprodukte 

(123)  X„  -  *[;]^(«)  ^[;]  W  •  • .  *[^Ii]^(«),         (a  =  0...  ...r-.) 

wenn  r  ungerade  ist,  r  linearunabhängige  Thetafunktionen  r^  Ordnung 
mit   der    Charakteristik    [0],    aus    denen    also   jedes    andere    vollständige 


1)  Clebsch,  Über  diejenigen  Gurren,  deren  Coordinaten  sich  als  ellip- 
tische Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen.  J.  fOr  Math.  Bd.  64. 
1866,  pag.  210.  Eilling,  Der  Flächenbüschel  zweiter  Ordnung.  Inaug.-Diss. 
Berlin  1872.  Harnack,  Über  die  Darstellung  der  Baumcurve  vierter  Ordnung 
erster  Species  und  ihres  Secantensystems  durch  doppeltperiodische  Functionen. 
Math.  Ann.  Bd.  12.  1877,  pag.  47.  Lange,  Die  sechzehn  WendeberOhrungs- 
punkte  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species.   Inauff^Diss.   Leipzig  1882. 

2)  Zum  vorstehenden  Paragraphen  vergl.:  Klein,  Über  unendlich  viele 
Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.  Math.  Ann.  Bd.  17. 
1880,  pag.  183  und  München  Sitzb.  Bd.  10.  1880,  pag.  683;  Zur  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  n^  Stufe.  Leipz.  Ber.  Bd.  86.  1884,  pag.  61;  Über  die 
elliptischen  Normalcurven  der  N*^  Ordnung  und  zugehörige  Modnlfunctionen 
der  Art»  stufe.  Leipz.  Abh.  Bd.  13.  1886,  pag.  337;  Vorlesungen  über  die  Th. 
d.  eil.  Modulf.  etc.    Bd.  2.   Lpz.  1892,  pag.  236. 
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Thetaprodukt  und  jede  Thetapotenz  linear  znsanmiengesetzt  werden  kann. 
Die  im  Falle  r>3  zwischen  den  Größen  x^  bestehenden  4"  ^(**~"  3) 
quadratischen  Belationen,  welche,  wie  im  Vorigen  gezeigt  wurde,  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  x  vollständig  bestimmen,  ergeben  sich  aus  der 
Weierstraßschen  Thetaformel  (XLVill)  pag.  323.    Setzt  man  nämlich  darin: 

(124)       *-T  +  T«--V'    «-y  +  ?«--^, 

,  =  ±  +  ^a_i±^-,     «,  =  i.  +  ^a-^^S 
und  schreibt  sodann  ru  statt  jer,  auch  ra  statt  a,  so  erhält  man: 

(125)  +c,^[^t  '^\(r^)ra  * ["*  I "*l(r«)„ 

wo  die  c  Yon  u  unabhängig  sind,  und  hieraus  auf  Grund  von  (122): 

(126)  c^x^^^x^^^^  +  c^x^^^^x^^^  +  c^x^^^^^x^^^  =  0. 

Um  zu  beweisen,  daß  in  dieser  Formel  tatsächlich  ^r(r  — 3)  linearunab- 
hängige Belationen  enthalten  sind,  beachte  man  zunächst,  daß  für  jedes 
der  drei  Glieder  von  (126)  die  Indexsumme  der  beiden  Größen  x  die 
gleiche  ist,  femer,  daß  es  zu  jeder  gegebenen  Indezsumme  «  =»  0,  1,  •••,  r  —  1 

r  4- 1 
gerade     T^     verschiedene  Produkte  von  je  zwei  Größen  x  gibt,  und  end- 
lich,   daß   vermittelst   der   Formel    (126)    durch    zwei   unter   diesen   die 
-- g—  Übrigen   ausgedrückt  werden  können.     Auf  diese  Weise  erhält  man 

für  jeden  Wert  von  s  — 5 — ,  für  die   r  verschiedenen  Werte  von  $  also 

zusanunen  ^r(r— 3)  Belationen,  welche  zudem  ihrer  Natur  nach  linear- 
unabhängig sind. 

Im  Falle  r  =»  5  sind  die  Formeln  (126)  zuerst  von  Herrn  B  ianchi  ^)  und 
später  in  ähnlicher  Weise  von  Halphen^)  abgeleitet  worden;  auf  anderem 
Wege  gelangt  dazu  Herr  Sievert').  Für  beliebiges  ungerades  r  hat 
sie  Herr^Klein^)  angegeben;  daß  man  sie  auf  r  — 2  unabhängige  muß 


1)  B ianchi,  Über  die  Normalformen  etc.  Math.  Ann.  Bd.  17.  1880, 
pag.  284. 

2)  Halphen,  Memoire  sur  la  räduetion  des  äquations  diff^ntielles 
lindaires  aox  formes  int^grables.  M^m.  pr^s.  p.  div.  sav.  k  Tacad.  des  sc.  de 
France.    Sc.  math.  et  phys.  (2)  Bd.  28.    1884,  pag.  1. 

8)  Sievert,  Über  Thetaftinctionen  etc..    Progr.  Bayreuth  1896. 
4)  Klein,  Über  gewisse  Teil  werte  der  O- Function.    Math.  Ann.  Bd.  17. 
1880,  pag.  565. 
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reduzieren  können  ist  klar,  die  Redaktion  selbst  ist  aber  bis  jetzt  nur 
im  Falle  r  «=  5  yon  Herrn  Bianchi  und  Halphen  a.  a.  0.  ausgefEQirt 
worden. 

Bezüglich  der  Übertragung  der  vorstehenden  Resultate  auf  den  Fall 
eines  geraden  r  vergl.  außer  den  oben  genannten  speziellen  Unter- 
suchungen des  Falles  r  =  4  die  Arbeit  des  Herrn  Hurwitz  ^). 

Herr  Witting^)  hat  die  Formulierungen  des  Herrn  Klein  auf  den 
Fall  j9  =  2  übertragen,  dabei  aber  das  hier  vorliegende  Problem  der  Zu- 
sanunensetzung  von  r^  linearunabhängigen  Thetafunktionen  r^'  Ordnung 
mit  der  Charakteristik  [0]  aus  den  r^^  Funktionen  '^[f]^([t«])  und  der 
Untersuchung  der  zwischen  diesen  Grundfonktionen  bestehenden  r^—p  —  1 
algebraischen  Relationen  nicht  berührt. 


§9. 

Übergang  von  den  Funktionen  ^[b^Iu} 
in  den  Funktionen  ^[b^Iu}. 

Man  verstehe  unter 

.W      /.W      ...       ..W.  m         (l)      _^         (1) Ar)         Cr)      __         (r) 


ri27^     c^"^     c^"^     .  .  .     c^"^-     c^'^    c^''     .  .  .     c^^^ d''^    c^""^     ...     r' 


p 


r  +  1  Systeme  von  je  p  Konstanten^  die  zunächst  gar  keiner  Be- 
dingung unterworfen  seien.  Definiert  man  dann  Größen  s  durch  die 
Gleichungen: 

(128)  un  -  <' + f + •  ■  •  + .?'        e:?:;;:::;;) 

und  setzt  in  der  Formel  (310)  pag.  318^  nachdem  man  in  ihr  m 
durch  r  ersetzt  hat: 

(129)  2w^^^^u+s^^\     2^^^^-u   +s^r'\     C^^l'l'     '") 

so  geht  dieselbe  in  die  Formel: 


1)  Hurwitz,  Über  endliche  Gruppen  linearer  Substitationen,  welche  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  auftareten.  Math.  Ann.  Bd.  27. 
1886,  pag.  183;  dazu  Klein,  Vorlesungen  über  die  Th.  d.  eil.  Modulf.  Bd.  2. 
Lpz.  1892,  pag.  267. 

2)  Witting,  Über  eine  der  Hesse^schen  Configuration  der  ebenen  Gurve 
dritter  Ordnung  analoge  Configuration  im  Räume,  auf  welche  die  Transforma- 
tionstheorie der  hyperelliptischen  Functionen  (p «»  2)  fahrt.  Inaug.-Diss. 
Göttingen  1887  und:  Über  Jacobi'sche  Functionen  k*^  Ordnung  zweier  Variabler. 
Math.  Ann.  Bd.  29.  1887,  pag.  167;  dazu:  Burkhardt,  Untersuchungen  aus 
dem  Gebiete  der  hyperelliptischen  Modulfunctionen.  Zweiter  Theil.  Math. 
Ann.  Bd.  88.    1891,  pag.  161. 
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Über. 

Setzt  man  daher  jetzt  voraus,  daß  die  p  Eonstanten  cf^^  des  ersten 
Systems  von  (127)  nach  wie  vor  vollständig  willkürlich  seien,  die 
rp  übrigen  Eonstanten  c  dagegen  den  p  Bedingungen: 

(131)  c);^  +c^^)  +  ...  +  cjf  «0  0-=i. 2, . . ,p) 
genügen,  sodaß 

(132)  <^=^<'  (/*  =  M,    -.P) 

wird,  so  erhält  man  mittelst  der  Formel  (130)  jedes  Thetaprodukt 
von  der  Form: 

(133)  ^u  +  c(^)))  ^u  +  c(»)))  '"^u  +  d% 

bei  dem  die  c  die  Bedingungen  (131)  erfüllen,  durch  die  2^^  Funk- 
tionen '9'[£]|^u])  ausgedrückt.  Führt  man  dann  in  der  gewonnenen 
Formel  für  die  Größensysteme  (127)  korrespondierende  r^  der  Perio- 
dizitätsmodulen  mit  den  Per.  Char.  (x^^\,  (^^Or;  '  *  *;  {^^"^  ®^^;  'welche 
der  Relation  (131)  entsprechend  der  Bedingung 

(134)  (xWx(«)...x(^))  =  (0) 

zu  genügen  haben,  und  wendet  auf  die  linke  und  rechte  Seite  von 
(130)  die  Formel  (U)  pag.  371  an,  so  erhält  man  das  vollständige 
Thetaprodukt 

(135)  *[x(^)iw  ^[«(UH  •  •  •  »[»'%M 

und  endlich,  indem  man  hierin 

(136)  (x('))  ^  (x(*)) (x(^- 1))  =  (x) 

setzt,  die  Thetapotenz 

(137)  n«W«D 

als  homogene  ganze  rationale  Funktion  r*^  Ch-ades  der  2'*'  Funk- 
tionen '^'[cli^t«])  dargestellt;  dabei  setzen  sich  die  Eoeffizienten  rational 
zusammen  aus  2r^  Einheits wurzeln  und  Thetanullwerten,  und  zwar 
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im  Falle  eines  geraden  r  den  Nullwerten  der  r^^  Funktionen  -©"[«Ij-C**)» 
im  Falle   eines  ungeraden  r  den  Nullwerten  der  (2ry^  Funktionen 

Beachtet  man  dann  noch;  daß  man  aus  f^  linearunabhangigen 
Funktionen  von  der  Art  (133),  (135)  oder  (137)  jede  beliebige  Theta- 
funktion  r^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  zusammensetzen 
kann,  so  erhält  man  endlich  das  Resultat,  daß  mit  Hilfe  der  Formel 
(130)  jede  Thetafunktion  r^  Ordnung  mit  der  Charakteristik  [0]  als 
homogene  ganze  rationale  Funktion  r^  Grades  der  2'^  Funktionen 
^[^IsC^H  dargestellt  werden  kann. 

Eine  Verallgemeinerung  der  Formel  (130),  welche  den  Übergang 
von  den  r'^  Funktionen  '&[e]r([u]|  zu  den  8^^  zu  irgend  einem  anderen 
Nenner  s  der  Gharakteristikenelemente  gehörigen  Funktionen  ^M«{u), 
und  entsprechend  die  Darstellung  jeder  Thetafunktion  r^'  Ordnung  mit 
der  Charakteristik  [0]  als  homogene  Funktion  r*^  Grades  der  5*'  Funk- 
tionen -^[ej^fuj  vermittelt,  siehe  bei  Herrn  Prym  und  mir^). 

Das  vorher  ausgesprochene  Resultat  ist  einer  f&r  das  folgende 
wichtigen  Verallgemeinerung  fähig.  Auf  der  rechten  Seite  der  Formel 
(130)  treten  nämlich  nicht  nur  dann  ausschließlich  die  2^'  Funktionen 
^[^ItM  ^^?  wenn  die  Bedingungen  (131),  (132)  erfüllt  sind,  sondern 

— - — \  =  (c(i)  +  c^*)  H 1-  d^y) 

ein  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitatsmodulen  ist. 
Mittelst  der  Formel  (130)  läßt  sich  daher  auch  jedes  solche  Theta- 
produkt  von  der  Form  (133)  ausschließlich  durch  die  2'^  Funktionen 
^[^]sM  ansdrücken,  f&r  welches 

(138)      c!;>  +  c!:> + . . .  +  cj-^ = 1  ^%.%,.  +  W,^i 

ist,  wo  die  %  if{  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Führt  man 
dann  wiederum  an  Stelle  der  Größensysteme  c  korrespondierende  f^ 
der  Periodizitatsmodulen  mit  den  Per.  Char.  (x^®))^,  {yP'\^  •  •  •,  («^''Or  ®^ 
welche  den  Gleichungen  (138)  entsprechend  nunmehr  der  Bedingung: 

(139)  (xWxW...x('')),  =  (9y), 

zu  genügen  haben,  so  erhält  man  ein  Thetaprodukt  (135),  bei  dem 
die  Per.  Char.  (x)^  der  Bedingung  (139)  genügen,  durch  die  Funk- 
tionen '^[ßJsM  ausgedrückt  und  schließt  weiter  wie  oben,  daß  über- 
haupt jede  Thetafunktion  r^  Ordnung  mit  einer  Charakteristik  [i^],, 
deren  Elemente  halbe  Zahlen  sind,  sich  mit  Hilfe  der  vorstehenden 
Formeln  als  homogene  ganze  rationale  Funktion  r^  Grades  der  V^ 
Funktionen  '^'C^lsC^^D  darstellen  läßt. 

1)  Erazer  und  Prym,  Nene  Grundlagen  etc.    Lpz.  1892,  pag.  66. 
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§10. 
Die  Transformation  der  Funktionen  ^[B\iu}. 

Die  Bedeutung  der  Formeln  des  yorigen  Paragraphen  liegt  in 
ihren  Beziehungen  zum  Transformationsproblem  der  Funktionen 
'^WiC^L;  ^®°^  Probleme  nämlich  eine  Funktion  -©"[fiCu])^  nicht 
schlechthin  durch  Thetafunktionen  mit  den  transformierten  Argu- 
menten u  und  den  transformierten  Modulen  a\  sondern  speziell  durch 
die  2'^  Funktionen  '^C^lsC^X'  auszudrücken.  Nur  für  die  ganzzahlige 
lineare  Transformation  geben  die  früheren  Formeln  die  Lösung  dieses 
Problems  (vergl.  Formel  (XXIX)  pag.  181).  Im  folgenden  soll  die 
ganzzahlige  Transformation  höherer  Ordnung  der  Funktionen  '^[ßJtCu]!^ 
behandelt  werden. 

Als  Ausgangspunkt  hat  der  XI.  Satz  pag.  166  zu  dienen^  wonach 
die  Funktion: 

(140)  iiM -*[«!, ((«Le^ 

eine  Thetafunktion  n^  Ordnung  mit  den  Argumenten  u^',  den  Mo- 
dulen a^^,  und  der  Charakteristik  [b\  ist,  deren  Elemente  durch  die 

Gleichungen: 

p 

(141)  ^=1  (•'=1.8.  ••,*») 

bestimmt  sind.  Nun  ist  aber  gerade  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesen worden^  daß  jede  solche  Thetafimktion  höherer  Ordnung  mit 
einer  Charakteristik^  deren  Elemente  halbe  Zahlen  sind^  ausschließlich 
durch  die  2'^  Funktionen  ^[«Js^mD^'  ausgedrückt  werden  kann,  und 
es  ist  daher  durch  die  dort  angegebenen  Formeln  das  Transforma- 
tionsproblem der  Funktionen  '^[flsC^la  im  angegebenen  Sinne  gelöst. 
Bei  der  Aufstellung  der  Transformationsformel  wird  man  an  jene 
Formeln  anknüpfen,  welche  im  fünften  Kapitel  (pag.  167  u.  f.)  angegeben 
wurden  und  welche  H^)j  linear  darstellen  durch  n**  Potenzen  oder 
n-gliedrige  Produkte  von  Thetafunktionen  mit  den  Argumenten  u', 
den  Modulen  d  und  Charakteristiken,  die  im  vorliegenden  Falle,  wo 
die  (/,  A  halbe  Zahlen  sind,  aus  2n^'^  ganzer  Zahlen  als  Elementen 
bestehen,  und  es  erübrigt  nur  noch  eben  diese  Potenzen  oder  Pro- 
dukte von  Thetafunktionen  mit  Hilfe  der  Formel  (130)  durch  die 
2*''  Funktionen  'ö'MgC^^la'  auszudrücken.  Dabei  treten,  wie  oben  er- 
wähnt, in  den  konstantan  EoefiGizienten  die  Nnllwerte  von  Theta- 
funktionen auf,  deren  Charakteristiken  n^  bez.  2n^  ganzer  Zahlen 
sind.  Die  Lösung  des  Transformationsproblems  würde  als  eine  voll- 
standige  erst  dann  zu  bezeichnen  sein,  wenn  es  gelange,  diese  Gh'ößen 
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und  ebenso  die  bei  der  Darstellung  der  Funktionen  ^inu\^,  durch 
die  Funktionen  d'lu}^.  auftretenden  Konstanten  K  (pag.  168)  aus- 
schließlich durch  die  Nullwerte  der  2*^-^(2^  +  1)  geraden  Funktionen 
'^[^IsC^la'  auszudrücken;  dies  ist  aber  bis  jetzt  nur  im  Falle  der 
quadratischen  Transformation  erreicht  worden^). 

Will  man  nicht  auf  die  Formeln  des  ffinften  Kapitels  zurück- 
gehen^ so  kann  man  zur  Aufstellung  der  Transformationsformeln  der 
Funktionen  -ö'CeiWa  auf  direkterem  Wege  verfahren  wie  folgt 

Da  die  Funktion  n([u},  je  nachdem  die  Charakteristik  [e]  ge- 
rade oder  ungerade  ist^  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  des 
Argumentensystems  (u)  ist,  so  laßt  sie  sich  nach  dem  in  §  15  des 
vorigen  Kapitels  Bemerkten  aus  g  bez.  u^  wo  g  und  u  die  im 
LXYI.  Satz  angegebenen  Werte  besitzen,  linearunabhängigen  geraden 
bez.  ungeraden  Thetafunktionen  n^  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
[c]^  zusanmiensetzen  mit  Hilfe  von  Koefüzienten,  welche  von  den 
Variablen  u'  unabhängig  sind.  Die  Lösung  des  Transformations- 
problems der  Funktionen  '^[clsC^JIa  kann  man  also  auch  in  der  Weise 
erreichen,  daß  man  einmal  (vgl  pag.  362)  aus  den  2'^  Funktionen 
^[B]g([u\,  Q  bez.  u  linearunabhängige  gerade  bez.  ungerade  Theta- 
funktionen n**'  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik  [b]^,  ^n^lßlii^'h 
^n^[^\i^l)9 '"  zusammensetzt  und  sodann  in  dem  linearen  Ausdrucke: 

(142)  <i®i*>[«]4«l  +  '^«!f'[*lC«l  +  - 

die  von  den  Variablen  u'  unabhängigen  Koeffizienten  c^y  c^,  -"  so 
bestimmt,  daß  derselbe  der  vorgelegten  Funktion  n{u]j  gleich  wird. 
Bezüglich  der  Bestimmung  dieser  Konstanten  c  kann  man  zwei 
verschiedene  Methoden  anwenden.  Bei  der  ersten  Darstellung  werden 
die  c  ausgedrückt  durch  die  Teilwerte  der  Funktionen  'ö'[£],{wX';  d.  h. 
durch  jene  Werte,  welche  diese  Funktionen  für  rationale  Vielfache 
der  Periodizitätsmodulen  annehmen;  bei  der  zweiten  Darstellung 
werden  die  c  ausgedrückt  durch  die  Nullwerte  der  ursprünglichen 
Thetafunktionen   -©"[«IsWa   ^^^   ^^^  transformierten   '9'[£]j((ii'J^. .     In 

lyFwc  p=t:  Eönigsberger,  Die  Transformation  etc.  Lpz.  1868,  §  19;  för 
j9=»2:  Eönigsberger,  Über  die  Transf.  des  zweiten  Grades  etc.  J.  f.  Math. 
Bd.  67.  1867,  pag.  68;  auch:  Pringsheim,  Zur  Transformation  zweiten  Grades  der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.  Math.  Ann.  Bd.  9.  1876,  pag.  445; 
Rohn,  Betrachtungen  über  die  Kummer* sehe  Fläche  und  ihren  Zusammenhang 
mit  den  hyperelliptischen  Functionen  p  =  2.  Inaug.-Diss.  München  1878  und: 
Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  p  =  2  und  ihre  Bedeutung  fSlr 
die  Kummer'sche  Fläche.  Math.  Ann.  Bd.  16.  1879,  pag.  316  und  Hab.-Schrift 
Leipzig  1879;  ftlrp  =  3:  Weber,  Ober  die  Transformationstheorie  etc.  Ann.  di 
Mat.  (2)  Bd.  9.  1879,  §7;  für  beliebiges |7:  Krazer,  Die  quadratische  Transfor- 
mation der  Thetafunctionen.  Math.  Ann.  Bd.  46.  1896,  pag.  442  und  Baker, 
Abel's  theorem  and  the  allied  theory  including  the  theory  of  the  Theta-func- 
tions.    Cambridge  1897,  §  364.  366  und  370. 
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beiden  Fällen  ist  das  Transformationsproblem  nur  unvollständig  ge- 
löst; im  ersten  Falle  erübrigt  es  noch  die  Teil  werte  der  Funktionen 
'^[^iC^la'  durch  die  Nullwerte  dieser  Funktionen  auszudrücken  (spezielles 
Teilungsproblem);  im  zweiten  Falle  die  Nullwerte  der  Funktionen 
^blsWa  durch  die  Nullwerte  der  Funktionen  'ö'[«iCu'J^,  auszudrücken 
(spezielles  Transformationsproblem)  ^). 

1)  Vergl.  dazu:  Brioschi^  Sur  la  thäorie  de  la  transformation  des  fonc- 
tions  ab^iexmes.  Extrait  d'une  lettre  adressäe  k  M.  Hermite.  C.  B.  Bd.  47. 
1868,  pag.  310;  Sulla  trasformazione  delle  funzioni  iperellittiche  del  primo  or- 
dine.  Roma  Acc.  Line.  Rend.  (4)  Bd.  1.  188&,  pag.  315;  Le  equazioni  modulari 
nella  trasformazione  del  terzo  ordine  delle  funzioni  iperellittiche  a  due  variabili. 
Borna  Acc.  Line.  Rend.  (4)  Bd.  1.  1886,  pag.  769.  Eönigsb erger,  Die  Trans- 
formation etc.  Lpz.  1868;  Ueber  die  Transformation  dritten  Grades  und  die  zu- 
gehörigen Modulargleichungen  der  Abel' sehen  Functionen  erster  Ordnung.  J.  für 
Math.  Bd.  67.  1867,  pag.  97;  Die  Modulargleichungen  der  hyperelliptischen 
Functionen  erster  Ordnung  für  die  Transformation  dritten  Grades.  Math.  Ann. 
Bd.  1.  1869,  pag.  161.  Krause,  Über  die  Transformation  fänften  Grades  der 
hyperelliptischen  Fimctionen  erster  Ordnung.  Math.  Ann.  Bd  16.  1880,  pag.  83; 
Die  Modulargleichungen  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  für 
die  Transformation  dritten  Grades.  Math.  Ann.  Bd.  19.  1882,  pag.  103;  Über 
die  Modulargleichungen  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung. 
Math.  Ann.  Bd.  19.  1882,  pag.  423  und  489;  Die  Modulargleichungen  der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  fcLr  die  Transformation  fünften 
Grades.  Math.  Ann.  Bd.  20.  1882,  pag.  226;  Sur  la  transformation  des  fonc- 
tions  elliptiques.  Acta  math.  Bd.  3.  1883,  pag.  93;  Sur  la  transformation 
des  fonctions  hyperelliptiques  de  premier  ordre.  Acta  math.  Bd.  3.  1888, 
pag.  153;  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.  Math. 
Ann.  Bd.  26.  1885,  pag.  319;  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  zweier 
Veränderlichen.  Math.  Ann.  Bd.  26.  1885,  pag.  323;  Die  Transformation 
der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.  Lpz.  1886,  §  36 — 41; 
Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  einer  veränderlichen  Größe.  Bd.  1. 
Lpz.  1896,  §  69—63,  §  76.  Müller,  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 
Arch.  für  Math.  (2)  Bd.  1.  1884,  pag.  161.  Bohde,  Zur  Transformation  der 
Thetafunctionen.  Arch.  für  Math.  (2)  Bd.  8.  1886,  pag.  138.  Weber,  Über  die 
Transformationstheorie  etc.  Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9.  1879,  pag.  126;  Elliptische 
Functionen  und  algebraische  Zahlen.  Braunschweig  1891.  —  Die  späteren  Ar- 
beiten des  Herrn  Krause  (Über  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  ge- 
brochene Zahlen  sind.  Math.  Ann.  Bd.  26.  1886,  pag.  669;  Zur  Transformation 
der  elliptischen  Functionen.  Leipz.  Ber.  Bd.  38.  1886,  pag.  39;  Über  Fourier- 
sche  Entwicklungen  im  Gebiete  der  Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen. 
Math.  Ann.  Bd.  27.  1886,  pag.  419;  Die  Transformation  etc.  Lpz.  1886,  §  46  u.  f.; 
Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Leipz.  Ber.  Bd.  46.  1898,  pag.  99,  349, 
523,  806  und  Bd.  48.  1896,  pag.  291 ;  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen 
etc.  Bd.  1.  Lpz.  1895,  4.  Abschnitt  und  Bd.  2.  1897,  1.  Abschnitt;  Über  die 
Tfansformationstheorie  der  elliptischen  Functionen.  Jahresber.  d.  D.  Math.-Ver. 
Bd.  4.  1897,  pag.  121;  dazu  auch:  Möller,  Zur  Transformation  der  Theta- 
functionen. Liaug.-Diss.  Bostock  1887  und  Voß,  Theorie  der  Thetafunctionen 
einer  Veränderlichen^  deren  Charakteristiken  sich  aus  gebrochenen  Zahlen  zu- 
sammensetzen lassen.  Inaug.-Diss.  Bostock  1886  und  Arch.  für  Math.  (2)  Bd.  4. 
1886,  pag.  386)  bewegen  sich  in  der  im  Anfange  dieses  Paragraphen  geschilderten 
Richtung. 


Dritter  Teil 
Die  speziellen  Thetafonktionen. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  Abelschen  Thetaftmktionen. 

§1. 

Vorbemerknngen  ans  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen. 

Mit    der    unabhängigen    komplexen   Veränderlichen    e    sei    eine 
zweite  Variable  s  durch  eine  irreduzible  algebraische  Qleichung 

(1)  FC8\h  =  0 

vom    Qeschlecht  p    verknüpft.     In    der    dadurch    definierten    Klasse 


gibt  es  dann  p  linearunabMngige  Integrale  I.  Gattung 

«—2  m— 2 


(2) 


jede    der    hier    auftretenden    Funktionen    9>(s|£r)    wird  0^    in    den 

d  =  (w  —  1)  (n  —  1)  —  p  Doppelpunkten 

vou  (1)  und  außerdem  noch  in  m(n  —  2) 

+  n(m  —  2)  —  2d  ^  2p  —  2    weiteren 

Punkten.      Die    zur    Klasse    gehörige 

n- blättrige  Riemannsche  Fläche  T  mit 

2  (p  -f  n  —  1)  Verzweigungspunkten  sei 

durch  p  Querschnittpaare  a^,  b^;  a^,  b^] 

•  •  •;  a  ,  6p  und  p  von  einem  Punkte  m 

ausgehenden    Hilfslinien    c^,  c^^  -",  c^ 

in     die     einfach     zusammenhängende 

Fläche  T   verwandelt.     Es   seien  t«i, 


u      die    p    Normalintegrale 


Flg.  2. 


I.  Gattung^   welche   dadurch   charakterisiert   sind^    daß 


(3) 


längs  a/.   uj  = 

längs  b^:    u^^u;;  +  a^^, 

längs  c^:    wjj"  =  u^ 


1,   wenn   (i  =  v, 
'^  f**      0,   wenn   /i  <  v, 


0«,v=l,2,.   -,1») 
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ist;  ihre  Integranden  mögen  U|^  ti^V";  %   heißen^  sodaß 

(4)  u;=^  (.-I.V.,) 

ist.  Mit  t{B)  sei  weiter  das  im  Punkte  b  mit  dem  Qewichte  1 
cx>^  werdende  Normalintegral  U.  Gattung  bezeichnet^  f&r  das 

längs  a^:   t[B)  =  «(c), 

(5)  längs  \:    t(s)  —  t(B)  —  2u^\s),  (r=i, j.    ..ji) 
längs  c^:    t(jB)  —  <(«) 

ist,  und  endlich  sei  w(ßj^\B^)  das  in  «^  mit  dem  Gewichte  +  1,  in  £| 
mit  dem  Gewichte  —  1  logarithmisch  unendlich  werdende  Normal - 
integral  lU.  Gattung,  bei  dem 

längs  a,:   w  («J  £,)  =•  ii?"(^J  «,), 

(6)  längs  6,:    w{e,  \  b,)  =  w(b,  \  s,)  +  2[u^(e,)  -  u,(£,)], 

längs  c^:    «?(fi|«2)-«'(^iU») 

ist,  wozu  hier  noch  Periodizitätsmodulen  ±  27ci  an  den  von  w  nach 
€^  und  £,  führenden  Linien  folgen. 

Sind  dl,  dj,  •••,  d^  die  0^,  «j,  £,,  •••,  s  die  oo*  Punkte  irgend 
einer  Funktion  f(s\jg)  der  Klasse,  so  sind  diese  Punkte,  wie  sich  un- 
mittelbar aus  der  Darstellung  von  log  f{s\0)  durch  Normalintegrale 
in.  Gattung  ergibt,  durch  p  Gleichungen  von  der  Form: 


(7) 


9  9  P^ 


«=1 


bei  denen  die  x,  k  ganze  Zahlen  bezeichnen,  oder,  wie  in  der  Folge 
dafür  abgekürzt  geschrieben  werden  soll,  durch  die  p  Kongruenzen: 


^%{ßn)^^%{K 


(8)  >   UU)  =    >   U   (*J  O«-!.«.     -.rt 


«=»1 


verknüpft  (Abelsches  Theorem),  und  weiter  ergibt  sich  aus  der  Dar- 
stellung von  f{s\z)  durch  Normalintegrale  U.  Gattung,  daß  die  Ge- 
wichte gif  g^,  "'yg^  der  oo^  Punkte  von  f{s\z)  den  p  Gleichungen: 


Z*^««- 


(9)  >,</,«:(o-o  o.=i.«.  .rt 


x=l 


genügen  (Riemann- Rochscher  Satz);   das  Gleiche  gilt  von  den  Null* 
punkten  d. 
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Soll  nun  die  Funktion  f(s\0)  sich  ab  Quotient  zweier  Inte- 
granden  I.  Gattung  darstellen  lassen^  so  müssen  Ghrößen  c^,  c^,  -•-,  c^ 
so  bestimmt  werden  können^  daß  die  q  Gleichungen: 

(10)  ^c^t*;(o-o  («=^M,...,) 

bestehen.    Aus.  den  beiden  Gleichungensystemen  (9)  und  (10)  folgt 
aber^  daß  der  Rang  der  Matrix: 

<(0   <{h)  •••  VK) 


(11) 


V(*i)  <(«,)  •  •  •  V(«,) 


kleiner  sein  muß  als  die  kleinere   der  beiden  Zahlen  p  und  g.    Be- 
zeichnet man  diesen  Bang  mit  r,  so  hat  man  die  beiden  Resultate: 

1.  Die  p  Gleichungen  (9)  sind  nicht  unabhängig  voneinander; 
p  —  T  von  ihnen  sind  eine  Folge  der  r  anderen;  es  bleiben  also  q  —  r 
der  Größen  g  willkürlich^  die  r  anderen  sind  dadurch  bestimmt;  es 
gibt  folglich  q  —  r  linearunabhange  Funktionen  f{s  \  e),  welche  in  den 
q  gegebenen  Punkten  b^^  s^,  "*,  s^  oo^  werden;  aus  ihnen  setzt  sich 
die  allgemeinste  derartige  Funktion  vermittelst  q  —  r+1  homogen 
und  linear  auftretender  willkürlicher  Konstanten  Xq,  x^  •••,  x^_^  zu- 
sammen in  der  Form: 

(12).    /•(*|«)-Xo  +  «l/i(«l')  +  '«»^,(«l«)  +  -  +  «,-r/;-r(«14 

2.  Die  q  Gleichungen  (10)  sind  nicht  unabhängig  voneinander; 
q  —  r  von  ihnen  sind  eine  Folge  der  r  anderen;  es  bleiben  also  p  —  r 
der  Größen  c  willkürlich,  die  r  anderen  sind  dadurch  bestimmt;  es 
gibt  folglich  p  —  r  linearunabhangige  Integranden  I.  Gattung  u\ 
welche  in  den  q  gegebenen  Punkten  s^,  s^,  ••*,  s  0^  werden;  aus 
ihnen  setzt  sich  der  allgemeinste  derartige  Integrand  vermittelst  p  —  r 
homogen  und  linear  auftretender  willkürlicher  Eonstanten  ^;  ^;  ***;  A^.r 
zusammen  in  der  Form: 

(13)  ti'=  A^ti'W  +  ;i,u'W  +  ...  +  A^.,m'<^-'-). 

Eine  Funktion  f(s\z)  der  Klasse,  die  sich  als  Quotient  zweier 
Integranden  I.  Gattung  oder  was  dasselbe  zweier  9 -Funktionen  dar- 
stellen laßt,  heißt  eine  Funktion  L  Gattung  und  ihre  q  Nullpunkte 
*i>  •'•;*£  ^^^  ebenso  ihre  q  Undlichkeitspunkte  «!,•••,€,  Pu/nkt- 
Sf^teme  I,  Gattung.  Zähler  und  Nenner  von  f{8\is)  verschwinden 
noch  in  den  j'  =  2p  —  2  —  g  luunlichen  weiteren  Punkten  y^,  •  •  •,  y^ , 
die  sowohl  das  Punktsystem  d^,  '"9  9^  ab  das  Punktsystem  £^,  **.,  b^ 
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zu  einem  vollständigen  Punktsystem  I.  Ghittung  von  2p  —  2  Punkten 
erganzen  und  daher  ein  dazu  gehöriges  Bestpunktsystem  genannt 
werden;  die  Punktsysteme  5^^  •  •  •,  8^  und  «i,  •••,  «^  aber  heißen 
Jcorresidaal  und  die  Kongruenzen  (8)  erscheinen  als  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  zwei  korresiduale  Punktsystem^ 

Aus  (12)  folgt,  daß  man  der  in  f^,  •••,  £  c»^  werdenden  Funk- 
tion f(s  I  £f)  q  —  r  ihrer  0*  Punkte  willkürhch  vorschreiben  kann; 
dadurch  ist  dann  sie  und  damit  auch  das  System  ihrer  r  weiteren 
0^  Punkte  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt  Nennt  man  daher  r 
den  Rang  des  Punktsystems  f^,  ••*,  s^,  so  hat  man  das  Resultat,  daß 
für  das  zu  einem  Punktsystem  s^,  •••,  s  vom  Bange  r  korresiduale 
Punktsystem  dj,  •  •  -,  S  q  —  r  seiner  Punkte  willkürlich  gewählt 
werden  können;  diese  Zahl  nennt  man  den  Überschuß  des  Punkt- 
systems s^,  "j  B^,  Berücksichtigt  man  nun,  daß  man  die  gleichen 
Schlüsse  alle  unter  Vertauschung  der  Punktsysteme  b^,  •••,  a  und 
S^y  ••*,  9^  machen  kann,  so  schließt  man  rückwärts,  daß  r  auch  der 
Bang  des  Punktsystems  d^,  •••,  d  ist,  also  weiter,  daß  korresiduale 
Punktsysteme  stets  von  gleichem  Bange  sind. 

Bezüglich  des  zu  den  Punktsystemen  d^,  ••-,  d^  und  t^,  •••,  s^ 
gehörigen  Bestpunktsystems  y^j  •••,  y^,  aber  zeigt  die  Gleichung  (13), 
daß  p  —  r  —  \  seiner  Punkte  willkürlich  gewählt  werden  können, 
und  man  schließt  daraus,  daß  sein  Bang  r' ^q  —  (p  —  r  —  1) 
=  p  —  q  +  r  —  1  ist.  Man  nennt  die  Zahl  p  —  r  —  l  den  Defekt  des 
Punktsystems  £^,  ••*,  b^  und  es  sagen  dann  die  Gleichungen: 

(14)  q—r^p  —  r—ly      q  —  r=p  —  r  —  l 

aus,  daß  der  Überschuß  eines  Punktsystems  dem  Defekt  seines  Rest- 
punktsystems gleich  ist^). 


§2. 
Bie  Siemannsolie  Thetaftmktio&. 

Die  Periodizitätsmodulen  a^^,  (fi,  fi'=  1,  2,  •••,  p)  der  Normal- 
integrale I.  Gattung  Ui,  •••,  w^  an  den  Querschnitten  ft^,  •••,  b^  ge- 
nügen den  i  (p  —  l)p  Gleichungen: 

(15)  %^'^%',i  0i,^'=l,2,-..,|»;/i</.') 

1)  Zum  Inhalte  dieses  Paragraphen  vergl.  Christof  fei,  Über  die  cano- 
nische Form  der  Riemann'schen  Integrale  erster  Gattung  (Ann.  di  Mat.  (2)  Bd.  9. 
1879,  pag.  240)  und  Rost,  Theorie  der  Riemann'schen  Thetafunction  (Hab.-Schrift 
Würzburg  1901.  I.  Abschnitt);  aus  letzterer  Abhandlung  mögen  insbesondere 
jene,  übrigens  leicht  ersichtlichen  Änderungen  entnommen  werden,  welche  die 
obigen  Gleichungen  im  Falle  mehrfacher  Null-  und  Unendlichkeitspunkte  der 
Funktion  f{8  \  z)  zu  erfahren  haben. 
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und  es  ist  weiter  die  aus  ihren  reellen  Teilen  r^^,  als  Koeffizienten 
gebildete  quadratische  Form 

p      p 

(16)  2^2^%^'^,iV 

eine  negative.  Infolgedessen  kann  man  mit  diesen  Qrößen  a^^,  als 
Modulen  eine  Thetareihe  bilden,  und  wenn  man  dann*  als  deren  Argu- 
mente die  Normalintegrale  I.  Gattung  u^,  ••*,  ti^  vermindert  um  Eon- 
stanten ^1, -••,  e^,  welche  die  Parameter  der  Thetafunktion  heißen, 
einführt  und  den  Reihenwert  als  Funktion  der  gemeinsamen  oberen 
Grenze  o  der  Integrale  u  ansieht,  erhält  man  die  Rietnannsche  Theta- 
funktion: 

p      p  p 

(17)  ^([u(o)-4==2      ^^''"' 

mit  den  Eigenschafken,  daß 

längs  a/.   d+  =  d", 

(18)  längs  6„:    ^+  =  d"- e-^r»-«K-'r),  (r^i.a,  •  ,p) 
längs  c^:    '&•+  =  '&•-. 

Die  algebraischen  Funktionen  einer  Klasse  hängen  (im  Falle 
p  >  1)  von  Sp  —  3  wesentlichen,  durch  eindeutige  Transformation 
nicht  zerstörbaren  Größen,  den  Elassenmodulen,  ab^).  Vergleicht  man 
diese  Anzahl  mit  der  Anzahl  ^p(j^  +  1)  ti^i*  soeben  als  Modulen  in 
die  Thetareihe  eingeführten  Größen  a^^,,  so  ergibt  sich,  daß  die 
letzteren,  sobald  p  >  3  ist,  nicht  voneinander  unabhängig  sind,  daß 
vielmehr  zwischen  ihnen 

(19)  ^p(p  +  1)  -  {Sp  -  3)  =  ^(p-2)(p-3) 

Relationen  bestehen.  *  Die  in  diesem  Paragraphen  definierten  Theta- 
funktionen  sind  also  spezielle  in  dem  Sinne,  daß  ihre  ip(p+l)  Mo- 
dulen a^^,  nicht,  wie  in  den  vorangehenden  Kapiteln  durchweg  an- 
genommen wurde,  einzig  und  allein  der  oben  angegebenen  Eonvergenz- 
bedingung  genügen,  sondern  noch  weitere,  bei  den  allgemeinen 
Thetafunktionen  nicht  bestehende,  ^  (p  —  2)  (p  —  3)  Bedingungen 
erfüllen;  derartige  Thetafunktionen  sollen  als  Abelsche  Thetafunktionen 
bezeichnet  werden. 

Welcher  Art  die  zwischen  den  ^p(p+l)  Modulen  einer  Abelschen 
Thetafunktion  bestehenden  Relationen  sind,  ist  bis  jetzt  nur  im  niedrigsten 


1)  Biemann,  Th.  d.  Abelschen  Functionen.   G^es.  math.  Werke.  Lpz.  1876, 
pag.  118  und  Stahl,  Th.  d.  Abelschen  Functionen.    Lpz.  1896,  pag.  167. 
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Falle  |)  =  4  bekannt.  Die  eine  Relation,  welche  hier  fftr  die  10  Modalen 
der  Thetareihe  notwendig  und  hinreichend  ist,  damit  diese  eine  Abelsche 
wird,  hat  Herr  Schottkj^)  wie  folgt  aofgefimden. 

Der   Quotient    zweier   ungeraden    Thetafunktionen  ^^   und  9^   wird. 


■ß 


wenn  man  an  Stelle  der  Argumente  u^  Integrale  f  du^  einführt,  eine 
symmetrische  mnd  zerfallende  Funktion 

der  beiden  (Frenzen  a  und  ß.  Nun  gibt  es  in  der  Theorie  der  allgemeinen 
Thetafunktionen  ein  System  homogener  quadratischer  Gleichungen,  welches 
nur  ungerade  Thetafunktionen  enthält.  Diesem  dadurch  zu  genügen,  daß 
man  für  jede  vorkommende  ungerade  Thetafunktion  einen  Ausdruck  von  der 
Form  <P^(a)  ^jt(ß)  setzt,  ist  nur  dann  möglich,  wenn  zwischen  den  Null- 
werten der  geraden  Thetafunktionen  eine  gewisse  im  allgemeinen  Falle 
nicht  bestehende  Gleichung  angenommen  wird.  Nach  dem  XXXVI.  Satze 
pag.  303  gibt  es  nämlich  im  Falle  p  ==  4  in  dem  zu  einer  syzygetischen 
Gruppe  vom  Bange  3  gehörigen  Komplexe  von  32  Systemen  von  Th.  Char. 
inuner  3  Systeme,  die  aus  8  geraden  Th.  Char.  gebildet  sind.  Bezeichnet 
man  mit  R^^  R^^  R^  die  3  zugehörigen  Produkte  von  je  8  geraden 
Thetafunktionen,  mit  r^,  r^,  r,  aber  die  Werte,  welche  diese  Produkte 
für  die  Null  werbe  der  Argumente  annehmen,  so  hat  auch  für  allgemeine 
Thetafunktionen  der  Ausdruck: 

(21)  j^rl  +  rl  +  fi-  2rir,  -  2r,r,  -  2r,r^ 

für  jede  syzygetische  Gruppe,  von  der  man  ausgehen  mag,  den  nämlichen 
Wert.     Das  Verschwinden  dieser  Invariante,  also  die  Gleichung: 

(22)  rj  +  f|  +  i  -  2rir,  -  2r,r,  -  2r,r,  =  0, 
oder  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(23)  Vn  +  Vr»  +  Vr,-0 

ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  die  vorliegenden 
Thetafunktionen  Abelsche  sind. 

Auch  Herr  Poincar^*)  hat  die  im  Falle  j)  =  4  zwischen  den  Mo- 
dulen einer  Abelschen  Thetafunktion  bestehende  Relation,  aber  nur 
unter  der  Annahme,  daß  jene  Modulen  a  ,  für  welche  fi  ^  v  ist,  ihrem 
Betrage  nach  sehr  klein  sind,  ermittelt.  Bei  Abelschen  Thetafunktionen 
zieht  nämlich  die  Gleichung  ^i[u]j  ==  0  nach  sich,  daß  sich  die  Argumente 
Uj ,  •  •  *,  u^  als  Sununen  von  jep  —  l  Integralen  darstellen  lassen  (vergl.  §  5). 


1)  Schottky,  Zur  Theorie  der  Abelschen  Functionen  von  vier  Variabelo. 
J.  fttr  Math.  Bd.  102.    1888,  pag.  304. 

2)  Poincar^,  Remarques  diverses  sur  les  fonctions  ab^ennes.  J.  de  Math. 
(6)  Bd.  1.  1895,  pag.  221;  dazu  auch:  Sur  les  surfaces  de  translation  et  les 
fonctions  ab^liennes.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  29.    1901,  pag.  61. 


Die  Anzahl  der  Nullpunkte  der  Biemannschen  Thetafunktion.         419 

Die  Annahme,  daß  die  Thetafunktion  verschwindet,  sobald  fOr  ihre  Argu- 
mente Ausdrücke  dieser  Form  eingeführt  werden,  liefert  aber,  wenn  die 
Modalen  a^^  (f^  ^  v)  ihrem  absoluten  Betrage  nach  sehr  klein  sind,  im 
Falle  |>  =  4  die  Beziehung: 


(24)  fölSÖliOssOji  +  f«14«l««3^«82  +  y"«!«  «18  ^4»  «43  =  ö« 

Aus  der  Gleichung  (22)  schließt  man  noch,  daß,  wenn  bei  Abelschen 
Funktionen  vom  Qeschlecht  4  zwei  gerade  Thetafnnktionen  ftLr  die  Null- 
werte der  Argumente  verschwinden,  dann  noch  eine  dritte  verschwindet, 
wodurch  der  Fall  als  der  hyperelliptische  charakterisiert  ist*). 


§3. 
Bie  Anitahl  der  Nnllpiinkte  der  Siemannsohen  Thetaftinkttoii. 

Es  wird  sich  später  zeigen^  daß  für  gewisse  Werte  der  Para- 
meter e  die  Riemannsche  Thetafdnktioii  identisch  verschwindet,  d.  h. 
daß  ^iu{o)  —  «]) »  0  ist  für  jede  beliebige  Lage  der  gemeinsamen 
oberen  Grenze  o  der  Integrale  u^,  •••,  u  .  Dies  ist  aber  jeden&lls 
nicht  für  alle  Werte  der  Parameter  e  der  Fall^  denn  sonst  müßte 
^{v}  für  alle  Werte  der  Größen  v  verschwinden  und  folglich  müßten 
in  seiner  Entwicklung  nach  ganzen  Potenzen  von  e  ^^,  •-,  e^^  sämt- 
liche Koeffizienten  Null  sein^  was  nicht  der  Fall  ist.  Es  sei 
Cj,  •  •  •,  6^  ein  Parametersystem,  für  welches  d([w(o)  —  ßj  nicht 
identisch  verschwindet. 

Da  die  w  allenthalben  endlich  sind,  so  wird  ^^{p)  —  ^  nirgendwo 
in  T  unendlich  und  es  liefert  daher  das  über  die  ganze  Begrenzung 
von  T  erstreckte  Integral: 


(25)  i^/'^log* 

die  Anzahl   der   einfachen  Nullpunkte   der  Thetafunktion.     Zu  dem 
Integrale: 


/' 


(26)  /  dlog^ 

liefert  aber,  da  jeder  Querschnitt  und  jede  Hilfslinie  zweimal  in  ent- 


1)  Yergl.  Weber,  Über  gewisse  in  der  Theorie  der  Abelschen  Functionen 
auftretende  Ausnahmefälle.    Math.  Ann.  Bd.  13.   1878,  pag.  86. 

27* 
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gegengesetzter  Richtung  durchlaufen  wird,  weder  ein  Querschnitt  a, 
noch  eine  EUlfslinie  c^  einen  Beitrag,  da  längs  jeder  solchen  Linie 
-&•+  =  d"',  also  auch  d  log'&'+  =  d  logd"  ist.  Es  wird  also  das  Integral 
(25)  ausschließlich  von  den  Beitragen  der  Querschnitte  b^  gebildet. 
Von  einem  Querschnitte  h^  rührt  aber  der  Beitrag  her: 

(27)  fd  log  d  +Jd  log  ^  -  ^(d  log.d-  ^  d  log  d+), 

«  y  *y 

wo  das  letzte  Integral  in  positiver  Richtung  längs  des  Querschnittes 

b^  d.  h.  vom  negativen  Ufer  von  a^ 
zum  positiven  zu  erstrecken  ist;  es 
ist  aber  nach  (18)  längs  &,: 

(28)    d  log d+  =  d  log ^-  -  2dM,, 

wobei    an    letzter   Stelle    die  Marke 
—  weggelassen  ist,   da  für  die  Inte- 
granden  u/   die  Querschnitte   keine   Unstetigkeitslinien   sind.     Folg- 
lich ist: 


f(d  logd-  -  d  log«'+)  =  2  J  du^. 


(29) 

Es  ist  aber: 

/ 

(30)  \du,^u+-u:, 

wenn  u^  den  Wert  von  u^  auf  dem  positiven,  w^  den  Wert  auf  dem 
negativen  Ufer  von  a,  bezeichnet.     Längs  a,  ist  aber  nach  (3): 

(31)  xi^ ""  ^7  '^  ^*' 

folglich  besitzt  das  Integral  (30)  den  Wert  xi,  das  Integral  (29)  den 
Wert  2üci  und  das  Integral  (26)  den  Wert  2ni'Py  also  endlich  das 
Integral  (25)  den  Wert  p  und  man  hat  den  Satz  bewiesen: 

L  Sats:  Verschwindet  die  Riemannsche  Thetafunktion  ^{u^c^  —  e} 
nicht  identisch,  d.  h.  infolge  der  besonderen  Werte  der  Parameter  Ci,  •  •  •,  c^ 
für  jede  Lage  der  gemeinsamere  oberen  Grenze  o  der  Integrale  W|,  •  •  •,  u^, 
so  verschwindet  sie  nur  in  p  Punkten  der  Fläche  T';  diese^ien  seien 
mit  fji,  ly,,  •",  Vp  bezeichnet. 
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§4. 

Znaammenhang  swlsohen  den  Parametern  ^n  ^g»  ••*,  e^ 

nnd  den  Nnllpnnkten  ijn  %f  •  -i  i]^  der  Siemannschen 

Thetaftinktlon. 


Das  über  die  ganze  Begrenzung  von  T'  erstreckte  Integraf: 
(32)  J^^.  fu^dlog» 


liefert  die  Summe  der  Residuen  der  Funktion  u  — ■^—  in  der  ganzen 


Fläche  T'  imd  besitzt  daher,  da  w^  nirgendwo,  — ^—  aber  nur  i 


den  Punkten  rj^^    ••,  17^  unendlich  wird  und  zwar  mit  den  Residuen 
1,  den  Wert: 

(33)  J-^%{v.y 

Andererseits  kann  man  das  Integral  (32)  auswerten,  indem  man 
es  über  die  einzelnen  Stücke  der  Begrenzung  von  T'  erstreckt;  dabei 
können  die  Hilfslinien  c^  weggelassen  werden,  da  sie  ersichtlich  keinen 
Beitrag  zum  Integrale  Uefem.  Von  einem  Querschnitte  a^  rührt  der 
Beitrag  her: 


Ju^d\og^+fu^ 


.rflog^+  /  w^dlogd 
(34)  •/  -^    ' 

r  / 

-J  {u^dXogff^-u^  dlog^  )^S^,%iJ  dlog^, 

wobei   an   letzter   Stelle   die  Marke  +  oder  —  weggelassen  ist,   da 
längs  a^  -&•+  =  -&•"   also  auch  d  log  d+  ==  d  log  -&•"  ist.    Nun  ist  aber: 


/ 


(35)  1  d  log  -^  =  log ^+  -  log ^-, 


wenn  log^+  den  Wert  von  log-ö-  auf  dem  positiven,  logd^  auf  dem 
negativen  Ufer  von  h^  bezeichnet.    Längs  h^  ist  aber: 

(36)  log  ^+  =  log  ^~  —  a^^  —  2(tt-  —  e^)  —  2p^  jri. 
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wo  p/  eine   uns  unbekannte  aber  bestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet. 
Folglich  hat  das  Integral  (34)  den  Wert: 

(37)  -  S^^ni{a,,  +  2u,{a)  -  2e,  +  2q;%%) 

und  der  Beitrag  aller  Querschnitte  a^,  a^j  -",  a^  zum  Integrale  (32) 
beträgt: 

(38)-  -ia^M-K(a)-«^-p;«*- 

Die  Werte   von   u^   in   den  Punkten  a  und  ß  sind   einander   nicht 
gleich;  sie  unterscheiden  sich  vielmehr  um  xi  und  es  müßte  also  bei 
Wahl  des  Punktes  ß  die  Zahl  p^  um  1  vermindert  werden. 
Von  einem  Querschnitte  b^  rührt  der  Beitrag  her: 


(39) 


J  u^dlog»  +J  u^dlog»  =  /  («^  rflog*  -  u^dlog»*). 

a  r  K 


Längs  b^  ist  aber  nach  (3)  und  (28): 

(40)  «+  d log »*  =  u-d  log »-  -  2u- dtt,  +  a^,d  log »"^ , 
und  es  besitzt  daher  das  Integral  (39)  den  Wert: 

(41)  2fu-du,-a^,fdlog»^. 

»»  »» 

Es  ist  aber: 

(42)  fd  log  »+  =  log  *-  -  log  »+ , 
K 

wenn  log-Ö*"  den  Wert  von  log-ö"  in  dem  auf  dem  negativen  Ufer 
von  a^  gelegenen  Punkte  d,  log  ^"^  diesen  Wert  in  dem  auf  dem 
positiven  Ufer  gelegenen  Punkte  y  bezeichnet,  also,  da  längs  a^ 
^  =  d-  ist: 

(43)  J  dlog^+  =  2p,3ri, 

wo  Py  eine  uns  nicht  bekannte  ganze  Zahl  ist.  Indem  man  diesen 
Wert  in  (41)  einführt,  erhalt  man  dafür: 


(44)  2  1  w^  du^  -  2p^a    sri 
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Aus  (38)  und  (45)  erhalt  man  aber  fQr  das  Integral  (32)  den  Wert: 
J=e^-ia^^-ti^(a) 

+  ii  2"  /  ^  ^**-  -  ( P/^  ^  *  +  ^  p-  %  J  • 

Von  den  Integralen  der  an  vierter  Stelle  stehenden  Summe  kann  man 
endlich  das  dem  Werte  i/ » /i  entsprechende  auswerten.   Es  ist  nämlich: 


(47) 


Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (46)  ein,  so  wird  endlich: 

Setzt  man  nun  endlich  die  beiden  Werte  (33)  und  (48)  von  J  ein- 
ander gleich^  so  erhält  man: 

p 

(49)  ^-1 


6, 


und  hat  das  Resultat: 

n.  Säte:  Die  Parameter  e^,  e,,  •••,  e^  und  die  NuOpunlUe  ly^,  iy,, 
'•ffjp  einer  nicht  idenHsch  verschwindenden  Riemannschen  Thetafunktion 
hängen  miteinander  zusammen  durch  die  Gleichungen: 


(1) 


in  denen  \,  Jc^,  '"9  K  ^*^  ^^^  ^^  Paramefem  wnrf  Nullpunkten  un- 
abhängigen Riemannsdtefi  Konstanten: 
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p        + 

(E)  *M=H«^,.-«»)-ii2'    /    »Vrf«,  (M='t.i.-   .P) 

hejgeichnen,  die  ganzen  ZaJden  q,  q'  aber  dadurch  bestimmt  sind,  daß 

längs  o/   log  ^+  =  log  »^-2^^  ni, 
V     )  i/y^e  j^:    logd+^log-^-  — a,^  — 2(w7  — O  — 2()/3ri 


Die  Resultate  der  letzten  Paragraphen  lassen  sich  unmittelhar  auf 
Thetafunktionen  höherer  Ordnung  ühertragen.  Definiert  man  nämlich  eine 
Riemannsche  Thetafunktion  n**'  Ordnung  Ö^Ct*(o)  —  ej  durch  die  Be- 
dingungen, daß  för  V  =  1,  2,  •  •  •,  i? 

längs  a^:    6+  =  0", 

(50)  längst^:    0+ =  0- e-««''''-*"^«^— ^), 

längs  c/.    0+  =  0- 

ist,   so   gelten  ftlr  diese  Funktion  die  genau  auf  die  ohige  Weise  erweis- 
baren Sätze: 

m.  Sats:  Verschwindet  die  Thetafunktiün  n*"  Ordnung  S^([u(o)  —  e]) 
nicht  identisch,  d,  h.  infolge  der  besonderen  Werte  der  Parameter  e^,  "'»^p 
für  jede  Lage  der  oberen  Grenze  o,  so  verschwindet  sie  nur  für  np  Punkte 
der  Fläche  T' ;  dieselben  seien  mit  t^j,  rj^,  •••,  iy^^  bezeichnet. 

TV.  Säte:   Die  Parameter  e^,  •••,  e^  und  die  NuUpunkte  %,  •— ,  iy 
einer  nicht  identisch  verschwindenden  Eiemannschen  Thetafunktion  n*^  Ortj^ 
ntmg   0mC^(^)~'^])  hängen  miteinander  zusammen  durch  die  Gleichungen: 

in  denen  \,  •",  k^  die  von  den  Parametern  und  NuUpunkten  unabhängigen 
Konstanten  (ü)  bezeichnen,  die  Zahlen  q,  q'  aber  durch  die  Angaben,  daß 

längs  a,:    log  0+  -  log  0-  -  2Q^7ti, 
^   ^  längs  b/.    log  0+  =  log  &;;  -  na^^  -  2n(u^  -  0  -  2Q^'ni 

sei,  bestimmt  sind. 


1)  Zum  Inhalte  der  drei  letzten  Paragraphen  vergl.  Riemann,  Th.  d. 
Abelschen  Functionen.  Ges.  math.  Werke.  Lpz.  1876,  pag.  126;  ausführlicher  bei 
Neumann,  Vorlesungen  über  Biemann's  Theorie  der  Aberschen  Integrale. 
2.  Aufl.  Lpz.  1884,  pag.  822.  Für  den  Fall  p  =  2  und  unter  Annahme  einer 
ganz  bestimmten  Zerschneidung  der  Fläche  bestimmt  die  in  den  Gleichun^n 
(UJ)  nnftretenden  ganzen  Zahlen  p,  g  Herr  Thomae,  Über  ultraelliptische 
Integrale.    Leipz.  Ber.  Bd.  62.    1900,  pag.  106. 
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Man  kann  aber  die  Resultate  dieser  Paragraphen  noch  nach  einer 
anderen  Seite  hin  verallgemeinem.  Anstatt  nämlich  nach  den  Wurzeln 
einer  einzigen  Gleichung  ^i[u(o)  —  ej  =  0  oder  S^{u(o)  —  cj  =  0  zu  fragen, 
kann  man  die  Frage  nach  den  gemeinsamen  Wurzeln  jnehrerer  solcher 
Qleichungen  stellen.  Die  allgemeinste  derartige  Fragestellung  rührt  von 
Herrn  Wirtinger  ^)  her  und  hat  zu  dem  folgenden  Satz  geführt 

V.  Säte:   Die  s  Gleichungen: 

#—1 

#—1 


»-     i2  <"")  -  <^'^))     -0, 


ö=l 


#—1 


ö=l 


hohen,  wenn  die  Parameter  e  $o  gewählt  sind,  daß  keine  der  Thetafunktionen 
identisch  verschwindet: 

(Vn)  2V=»,«,...«.^-^--fL_(s-r)(p-s  +  r  +  l) 

Lösungen 

(Vm)  Ol,    0„    ...,    0,=  iyi^,    t?8^,    ••,    iy,^,  (.==1,2,    ..,if) 

Mnci  es  fÄ<  /ttr  f*  =  1,  2,  •  •  •,  |); 

(IX)  2  K(%.)  +  ^/*(%v)  +  •  •  •  +  «*;*(^.r)] 


y  =  l 


+  *^, 
WO  die  k  von  den  e  und  ri  unabhängig  sind, 

1)  Wirtinger,  Zur  Theorie  der  2 n- fach  periodischen  Functionen.  2.  Ab- 
handlung. Monateh.  f.  Math.  Bd.  7.  1896,  pag.  1;  vergl.  auch:  Zur  Theorie  der 
allgemeinen  Thetafunctionen.  Wien.  Anz.  Bd.  82.  1895,  pag.  58  und  Poincarö, 
Remarques  diyerses  etc.    J.  de  Math.  (6)  Bd.  1.   1896,  pag.  221. 
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§5. 

Bie  Lehre  von  dem  identtschen  Versohwiiiden 
der  Siemannsohen  Thetaftuktton. 

Bezeichnen  ^i»  fg;  "*;  f^  p  Punkte ^    welche  kein   Punktsystem 
I.  Gattung  bilden;  für  welche  also  die  Determinante: 


(51) 


einen  Ton  Null  yerschiedenen  Wert  besitzt  und  zu  welchen  kein  kor- 
residuales  Punktsystem  existiert,  sodaß  den  p  Kongruenzen: 


(52) 


2%i^.)=2%iS.. 


:) 


01=1,2,    --.i») 


«=1 


jr=l 


durch  kein  von  b^,  •••,  s^  verschiedenes  Punktsystem  Si,  -",  d^  ge- 
nügt werden  kann^  so  verschwindet 


(53) 


für  0 


*((«(«) -2  «(*«)-*)) 


X  =  l 


Cj,    Cj, 


£^;  denn  entweder  ist  die  Funktion  (53)  identisch 
Null,  dann  also  auch  in  den  p  Punkten  s^^  ••*,  e^,  oder  sie  ver- 
schwindet nur  in  p  Punkten  rj^^  "-,  rj^y  und  dann  ist  für  diese  nach 
dem  IL  Satze: 

(54)  2%{^>c)  +  }^^=2%(V^)  +  */*;  (M^h^-   .P) 

jr=l  x=sl 

aus  diesen  Kongruenzen  aber  folgt  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
nach  dem  soeben  Bemerkten ,  dafi  das  Punktsystem  rj^,  "'yti^  mit 
dem  Punktsystem  B^y  "-,  b^  identisch  ist. 

Läßt  man  also  o  mit  b^  zusammenfallen,  so  erhält  man: 

(55)  *((-Ji'«(O-4-0- 

«=1 

Diese  Gleichung  ist  bis  jetzt  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen, 
daß  ^ly  *";  f^.i  zusammen  mit  b^  kein  Punktsystem  L  Gattung  bilden; 
es  soll  nun  gezeigt  werden,  daß  sie  für  jede  beliebige  Lage  der  p—l 
Punkte  fi,  .-,  £^_i  gilt. 

Zunächst   kann   man,   da  der   gemachten  Voraussetzung  gemäß 
die  Determinante  (51)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  in 
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der  Fläche  T  p  die  Punkte  «j,  •••,  €  beziehlich  einschließende  Ge- 
biete G^,  •••,  Gp  so  abgrenzen,  daß  diese  Determinante  von  Null  ver- 
schieden bleibt,  solange  die  Punkte  «i,  •••,  €  nicht  aus  den  Gebieten 
^17  "')  ^p  heraustreten;  dann  gilt  aber  aucn  die  Gleichung  (55)  für 
jedes  den  Gebieten  G^  •••,  G^_i  ungehörige  Punktsystem  «i,  •••,  f^_i. 
Beachtet  man  nun  noch,  daß  der  auf  der  linken  Seite  von  (55) 
stehende  Ausdruck  eine  stetige  Punktion  der  p—1  Punkte  «i,  •  •  -,  «^_i 
darstellt,  und  daß  eine  solche  Funktion,  wenn  sie  für  jedes  einem 
System  von  noch  so  kleinen  Gebieten  G^y  •  •  •,  ßp-i  angehörige 
Punktsystem  t^,  •••,  e^_^  den  Wert  Null  besitzt,  allenthalben  Null 
ist,  80  hat  man  den  gewünschten  Nachweis  erbracht  und  ist  damit 
zu  dem  Satze  gelangt: 

VI.  Sats:   Die  Gleichung:  * 

(X)  *  (2  «(*«)+ 4=0 

gut  ßr  jede  heUebige  Lage  der  p—  1  Punkte  e^,  •••,  €^_^. 

Mit  Hilfe  des  VI.  Satzes  kann  man  nun  sofort  weiter  zeigen,  daß 

(56)  *((«(o)-J/«(0-4 

identisch  verschwindet,  sobald  die  Punkte  «j,  •  •  •,  €    ein  Punktsystem 

I.  Gattung   bilden.     Nach    dem  VI.  Satz   verschwindet   nämlich   die 

Funktion  (56),  wie  auch  die  Punkte  €^,  •••,  s^  beschaffen  sein  mögen, 

für  0  =  £i,  •  •  •,  £p.    Bilden  nun  s^,  '"}  ^  ®^  Punktsystem  I.  Gattung, 

so    existiert    dazu    ein    korresiduales    Punktsystem    d^,  •  •  -,  d^,    für 

welches  also: 

p  p 

(57)  •    2'«^(*'')  =  2  «/.(*«)  0-=i.«.-.rt 

x=l  x=l 

ist;  dann  unterscheidet  sich  aber  die  Funktion  (56)  von  der  Funktion 

(58)  »iuio)-^u(S^)-hl 

X=il 

nur  um  einen  Faktor,  verschwindet  also  auch  in  den  Punkten  dj,  •  •,  dp, 
weil  die  letztere  es  nach  dem  VI.  Satze  thut,  und  muß  daher  iden- 
tisch verschwinden,  da  sie  sonst  nicht  mehr  als  p  Nullpunkte  haben 
könnte.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

vn.  Satz:   Bilden  £j,  •••,  s^  ein  Punktsystem  L  Gattung ,  so  ver- 
schwindet die  Funktion 
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(XI)  *((«(o)-2'«(o-4 

idenüsdi,  d.  h,  für  alle  Lagen  des  Punktes  o, 

und  es  ist  der  oben  vorgesehene  Fall^  daß  eine  Riemannsche  Theta- 
funktion  für  gewisse  Werte  der  Parameter  e^,  •••,  e  identisch  ver- 
schwinden konnC;  als  wirklich  vorkommend  nachgewiesen. 

Nachdem  im  Vorigen  bewiesen  wurde  ^  daß  die  Funktion  (XI) 
identisch  verschwindet^  sobald  b^,  --»^  b^  ein  Punktsystem  I.  Oattung 
bilden^  soll  jetzt  gezeigt  werden^  daß  dieser  Satz  auch  umgekehrt  gilt^ 
oder  mit  anderen  Worten,  daß  eine  Funktion  (XI),  bei  der  f^,  •••,  «^ 
kein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden,  niemals  identisch  sondern  nur 
in  den  p  Punkten  «j,  •••,  e^  verschwindet 

Um  den  Gang  dieses  Beweises  nicht  unterbrechen  zu  müssen, 
soll  eine  Hilfsuntersuchung  vorausgeschickt  werden. 

Hat  ^ilc)j  für  ein  Argumentensystem  Cj,  •••,  c^  einen  von  Null 
verschiedenen  Wert,  so  lassen  sich  infolge  der  Steti^eit  der  Theta- 
fnnktion stets  p  die  Punkte  c^,  •  •  •,  c^  umschließende  Gebiete  G^i,  •  •  •  G^ 
so  abgrenzen,  daß  ^lc)j  von  Null  verschieden  bleibt,  solange  die 
Punkte  C|,  •••,  c^  nicht  aus  den  Gebieten  G^y  •  •  •,  G^  heraustreten. 
Bezeichnet  man  dann  mit  d^j'",d^  ein  weiteres,  ganz  beliebiges 
Größensystem,  so  kann  ^flc  +  d)j  nicht  für  alle  den  Gebieten  Gi,  •  •  •,  G^ 
angehorigen  Wertesysteme  c^,  ••-,  c^  verschwinden,  da  es  sonst  allent- 
halben Null  wäre;  es  gibt  also  jedenfalls  ein  den  Gebieten  Gi,  •••,  G^ 
angehöriges  Wertesystem  c^,  •••,  c^,  für  welches  auch  ^fc  +  dJ  +  Ö 
ist.     Man  hat  also  den  Hilfssatz: 

vm.  Satz:  Zu  einem  beliebigen  Wertesysteme  d^,  •••,  d^  exisHeri 
stets  ein  der  Bedingung  'd'fcJ  +  O  genügendes  Wertesystem  Cj,---,  c^ 
von  der  Beschaffenheit,  daß  auch  ^f[c  +  d))  +  0  ist. 

Mittelst  dieses  Hilfssatzes  läßt  sich  nun  weiter  noch  zeigen,  daB 
der  Ausdruck: 

(59)  *((2'»(0-§«(0-e))' 

fr=0  a=al 

welche  Werte  die  Parameter  e^,  •••,  e^  auch  haben  mögen,  nicht  für 
alle  Lagen  der  2p  —  1  Punkte  Oq=^o,  Oj,  •••,  o^_i,  «i,  •••;  fp_i  ver- 
schwinden kann. 

Zum  Beweise  bilde  man  mit  den  gegebenen  Größen  Ci,---,c^ 
und  p—1   willkürlich   gewählten  Punkten   «i,  •••,  «^»«1   das   Großen- 

system: 

p-i 

(60)  d^  --2%(^a)  -^f.-K  (M^^^^'.P) 
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und  denke  sich  dazu  ein  GröBensystem  c^,"',c^  so  bestimmt^  daß 
gleichzeitig  d-f[c}  +  0  und  d'{c  +  d])  +  0  ist.  Die  Funktion  d-l[u{o)  —  c} 
verschwindet  dann  nicht  identisch;  da  sie  von  Null  verschieden  ist, 
sobald  0  mit  der  gemeinsamen  unteren  Grenze  der  Integrale  u^,  -",  u^, 
zusammenfällt,  sie  hat  also  p  Nullpunkte  rj^,  '"}  %  und  fQr  diese  ist: 

(61)  Cf.^^%{nn)  +  K'l  0*  =  !.«,       .P) 

dann  folgt  aber: 

p  p— 1 

(62)  C^  +  d^  =  ^  %{Vn)  -  2  %{^a)  -  ^^y  (M^h^^-    '^P) 


x«l  a»l 


und  es  ist  damit  ein  System  von  2p  —  1  Punkten  o  =»  ij^,  ^i  ="  %i 
•••,  o^_i  ^Vp}  *i;  •••;  ^p-i  nachgewiesen,  für  welches  der  Ausdruck 
(59)  nicht  verschwindet. 

Nunmehr  kann  auf  den  Beweis  des  Satzes  eingegangen  werden, 
daß  immer,  wenn  eine  Funktion  (XI)  identisch  verschwindet,  die 
Punkte  £i,  •••,  Sp  ein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden. 

Um  den  allgemeinsten  Fall  zu  setzen,  nehme  man  an,  daß 

(63)       .  »Ho)-e} 

identisch,  d.  h.  für  jede  Lage  des  Punktes  o  verschwinde,  auch  daß 

1 

*((2»(0-«(0-e))' 


a~0 
2 


(64)  *((2'»(0-2'«(0-4' 


a=0 


«—1  «—1 


*((2'«(''-)-2'«(*»)-4 


a=BO  a=l 


für  alle  Lagen  der  jeweilig  vorkommenden  Punkte  o,  €  verschwinden, 
dagegen 

(65)  »({2!<'>'')-2<a„)-e)) 

nicht  mehr  für  jede  Lage  der  2s  +  1  Punkte  o,  Oj,  •••,  o„  a^,  •••,  £, 
Null  sei;  wenn  nicht  früher,  tritt  dies,  wie  vorher  gezeigt,  jedenfalls 
für  s  =*  |)  —  1  ein. 

Sind  nun  o^,  •••,  ö„  fj,  •••,  £,  einem  solchen  Systeme  von  2s +  1 
Punkten  entnommen,  so  verschwindet  (65)  als  Funktion  von  o  be- 
trachtet   nicht  identisch,   also  nur  in  p  Punkten,   von  denen  s  die 
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Punkte  «1,  •••,  £,  sind,  während  die  p  —  8  übrigen  £,^i,  ••-,  €^  durch 
die  Kongruenzen: 

(66)  -^%(o,)  +  e^  =  2!%('r)  +  K  ^-^^^    ^P) 

eindeutig  bestimmt  sind. 

Aus  (66)  aber  folgt  nun  weiter,  daß  sich  das  Eonstantensystem 


,  6p  in  der  Form: 


'^  %{o;) + 2!  %{^t)  +  K 


darstellen  ULßt,  und  es  können  dabei,  wie  aus  dem  Gange  der  Unter- 
suchung erhellt,  die  s  Punkte  0|,  •-•,  0,  beliebig  angenommen  werden, 
wenn  nur  zu  ihnen  s+\  weitere  Punkte  0,  tj,  •••,  «,  existieren,  so 
daß  der  Ausdruck  (65)  für  die  25+1  Punkte  0,  Oj,  ■  •  •,  o„  «i,  •  •  -, «, 
nicht  verschwindet. 

Diese  Beschränkung  in  der  Wahl  der  5  Punkte  Oj,  ••-,  0,  ist  aber 
überflüssig,  d.  h.  unter  den  über  die  Funktion  ^fiu{o)  —  e)j  gemachten 
Voraussetzungen  lassen  sich  auch  dann  zu  den  5  Punkten  o^,  •••,  0, 
^  —  5  Punkte  «,^.l,  •••,  «^  so  bestimmen,  daß  die  Kongruenzen  (67) 
bestehen,  wenn  die  Funktion  (65)  für  jedes  diese  s  Punkte  Oi,--«,o, 
enthaltende  System  von  25+1  Punkten  0,  Oj,  •••,  0,,  «j,  •••,  «,  ver- 
schwindet. 

Wird  nämlich  mit  Oj,  •••,  0,  ein  solches  System  von  5  Punkten 
bezeichnet,  dann  gibt  es  jedenfalls  eine  Zahl  t  von  der  Beschaffen- 
heit, daß 

(68)  ^{2<o,)-2<^o)-e) 

nicht  mehr  für  alle  Lagen  der  25  +  2^+1  Punkte  0,  Oj,  •••,  o,^„ 
^1;  •">  ^«+r  verschwindet;  wenn  keine  kleinere  Zahl  t  es  tut,  so  ge- 
nügt jedenfalls  ^  =  5  dieser  Bedingung,  wie  man  sofort  erkennt^  wenn 
man  die  5  Punkte  b^,  •••,  £,  mit  den  5  Punkten  o^,  •••,  0,  zusammen- 
fallen läßt.  Nun  sei  für  t  die  kleinste  derartige  Zahl  gesetzt  und 
es  seien  mit  öj,  •••,  o,^„  ^i,  ••*,  f,^./  25  +  2^  Punkte  bezeichnet, 
welche  mit  einem  passend  gewählten  weiteren  Punkte  0  ein  System 
von  25+2^+1  Punkten  bilden,  für  welches  (68)  nicht  verschwindet. 
Als  Funktion  von  0  betrachtet  verschwindet  dann  (68)  nicht  identisch, 
also  nur  in  p  Punkten,  von  denen  5  +  ^  die  Punkte  f^,  •  •  •,  f,^^  sind, 
während  die  p  —  5  —  ^  übrigen  f,^.<+i;  •  •  •,  b^  durch  die  Kongruenzen: 

(69)  -2%^^^^  +  ^^  =2%(0  +  K  </'=i»>.  ■-.i») 


0*=1,2,-    -.P) 
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eindeutig  bestimmt  sind.     Aus  (69)  folgt  aber: 

womit  nachgewiesen  ist;  daß  sich  die  Parameter  e^,  -"f^p  auch  in 
diesem  Falle  in  der  Form  (67)  darstellen  lassen^  nur  mit  dem  Unter- 
schiedC;  daß  nunmehr  durch  die  beliebig  angenommenen  Punkte 
Ol,  '",0,  die  p  —  s  übrigen  Punkte,  hier  die  Punkte  o,^,,  •••,  o,^„ 
f,+/+i;  •••;  «p,  nicht  mehr  eindeutig  bestimmt  sind. 
Man  hat  also  den 

IX.  Sats:    Verschwindet  der  Ausdmck: 

(XII)  fr((2'«(0-^«(0-e)), 

0=0  a=l 

solange  r<5  ist,  für  alle  Lagen  der  2r  +  \  Punkte  o^  o^,  "-,  o^, 
hy  "j  *r>  ^^^  ^*^^  ^^y  wenn  r  =  .9  ist,  so  lassen  sich  die  Paror 
meter  e^,  ••-,  e^  in  der  Form: 

p 
(XUI)  e^  ^^%{ri.)  +  K  0.=M.    -.1» 

X=l 

darstellen  und  es  Jcönnen  dabei  s  der  Purüäe  %,  •••,  i^p  wiUhürlich  ge- 
wählt werden;  die  p  —  s  übrigen  sind  dadurch  im  allgemeinen  ein- 
deutig bestimmt 

Dies  ist  aber  das  Kriterium  der  Punktsysteme  I.  Qattung  vom 
Range  p  —  s  und  man  kann  daher  den  Satz  auch  so  aussprechen: 

X.  Sats:  Verschtaindet  der  Ausdruck  (XII),  solange  r  <  5  ist,  für 
alle  Lagen  der  2r  +  1  Pu/nkle  o,  Oj,  •••,  o^,  b^,  •••,  e^,  nicht  mehr 
aber,  wenn  r  =  s  ist,  so  lassen  sich  die  Paramder  e^,  •  •  •,  e^  (auf  un- 
endlich viele  Weisen)  in  die  Form  (XIII)  Iringen  und  es  büden  dabei 
die  p  Punkte  rj^,  '•-,  rj^  ein  Punktsystem  L  GaMung  vom  Bange  p  —  s. 

Damit  ist  der  gewünschte  Nachweis  erbracht;  denn  der  X.  Satz 
enthält  in  sich  den  folgenden: 

XI.  Sats:  Verschwindet  ^^u{p)  —  cj  identisch,  so  lassen  sich  die 
Parameter  e^,  •••,  e^  auf  unendlich  viele  Weisen  in  die  Form  (XIII) 
bringen,  und  es  bilden  dabei  die  p  Punkte  %,  ",  rjp  ein  Punktsystem 
L  Gattung, 

welches  die  verlangte  ümkehrung  des  VU.  Satzes  ist. 

Aber  der  X.  Satz  sagt  mehr  aus,  er  gibt  einen  genaueren  Ein- 
blick in  das  identische  Verschwinden  der  Riemannschen  Thetafunktion 
und  liefert  insbesondere  durch  ümkehrung  den 
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xn.  Satz:  Bilden  ly^,  •  •  •,  iy^  ein  Punktsystem  L  Crottung  vom 
Bange  p  —  s  und  setzt  man  dann: 

p 
(XIV)  e^  =  ^u^{ri;)  +  k^,  (/*=i,2.--.P) 

so  verschwindet  der  Ausdruck: 

r  r 

(XV)  »i2!<o„)-2!<^a)-e)), 

solange  r<s  ist,  für  alle  Lagen  der  2r  +  1  Punkte  o,  o^,  "-,  o^, 
hy  ' ' ')  ^$7  ^*^^  ^^^  ^^^}  w'^w  r  ^  s  ist. 

Nun  kann  man  aber  endlich  beweisen^  daß  für  eine  Funktion 
^iu{p)  —  6),  für  welche  der  Ausdruck  (XV)  solange  r  <  s,  nicht 
mehr  aber,  wenn  r  =  s  ist,  für  alle  Lagen  der  2r  +  1  Punkte 
^;  ^i;  •*•;  ^r;  hy  '")  ^r  verschwindet,  die  sämtlichen  partiellen  Deri- 
vierten  der  1**",  2*^,  •  •  •,  s  —  1**",  nicht  aber  der  ^  Ordnung  iden- 
tisch, d.  h.  für  alle  Lagen  von  o  verschwinden. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes,  daß  alle  Deri vierten  von  'ö'|[u(ö)  — «| 
bis  zur  s  —  1*®"  Ordnung  einschließlich  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung verschwinden,  ist  sehr  leicht  zu  erbringen.  Wird  nämlich 
für  die  partiellen  Derivierten  der  Thetafunktion  die  abgekürzte  Be- 
zeichnung: 

(71)  ^  ^^<?      =  ^^^>         H 

Hl  fr 

angewendet^  und  ist  in  e    e  =  ^  ,  ^  =  <^o;  so  ist: 

(72)  y^((ii«(op-ii*(v-- 

Ist  nun  r  <  s  und  daher  der  Ausdruck  (XIII),  also  auch  der  daraus 
durch  partielle  Differentiation  hervorgehende  (72)  für  alle  Lagen  der 
2r  +  1  Punkte  o,  Oj,  -",o^,  «i,  •••;f^  Null,  so  folgt,  indem  man 
öj  =  £i,  •••,  0^  ==  5^  setzt,  daß  die  Summe: 

(73)  2!-2<->'ri<o)  -  4«;,  (f.) ...  tt;^(0  =  0 

ist  für  alle  Lagen  der  Punkte  f^,  ••*,  €^  und  o.  Dies  zieht  aber  in- 
fo^e  der  Linearunabhängigkeit  der  Integranden  w^',  •••,  t«^'  das  Ver- 
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schwinden  der  samüiclieu  partiellen  Derivierten  ^!,  . .^  i^(p)~'^}  ^^ 
alle  Lagen  des  Punktes  o  nach  sich,  womit  der  gewünschte  Nachweis 
erbracht  ist. 

Der  Beweis  des  zweiten  TeilecL  des  obigen  Satzes^  daß  unter  den 
über  die  Punktion  ^iu(o)  —  e}  gemachten  Voraussetzungen  nicht 
alle  ihre  Derivierten  s^  Ordnung  verschwinden,  ist  dagegen  nicht 
ohne  Weitläufigkeiten. 

Setzt  man: 

(74)  %(o)-e^^U^,  (/^=i.2....,p) 

so  gibt  es  der  Voraussetzung  nach  ein  System  von  2^  Punkten 
Ol,  ••-,  o„  £i,  •••,  £„  für  welches  bei  passend  gewähltem  o 

(75)  ^((2<V  S^'^)  +4  +  0 

ist;  dann  lassen  sich  aber  s  die  Punkte  s^,  •••,  b^  umschließende  Ge- 
biete G^f  •••,  G,  so  abgrenzen,  daß  diese  Ungleichung  bestehen  bleibt, 
solange  die  e  nicht  aus  den  Gebieten  G  heraustreten.  Der  Ausdruck 
auf  der  linken  Seite  von  (75)  kann  aber  femer  nicht  für  alle  in 
G^  •••,  G^  liegenden  Punktsysteme  Oj,  •••,  o.  Null  sein,  da  er  sonst 
als  stetige  Funktion  von  o^,  •••,  o,  im  Widerspruche  mit  (75)  für 
jede  Lage  der  Punkte  o^,  ••*,  o^  mit  der  Null  zusammenfallen  müßte, 
und  es  gibt  folglich  ein  diesen  Gebieten  angehSriges  Punktsystem 
yi>  "•;  y$7  ^^^  welches  sowohl: 

i  • 

(76)  ^  f^"  u(o^)  -  2  <y,)  +u))  +  o 

als  auch: 

(77)  »i2<y,)  -2/ ^(^.)  +ü))  +  o 

ist.  Nun  kann  man  weiter  wegen  (77)  5  die  Punkte  y^,  •••,  y,  um- 
schließende Gebiete  F|,  •  •  •,  F,  so  abgrenzen,  daß  der  in  (77)  stehende 
Ausdruck  von  Null  verschieden  bleibt,  solange  die  y  nicht  aus  den 
Gebieten  F  heraustreten,  daß  also: 

t  a 

(78)  ^((2'<^)-2'^(^e)+  4  +  0 

ist  für  jedes  in  F^,  •••,  F^  gelegene  Punktsystem  Oj,  •••,  o,,  und  da 
der  Ausdruck: 

(79)  ^  ((2  t^K)  -  2  ^(y.)  +4  +  0 

Kr»x«r,  TlMtofanktionen.  98 
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sein  kann  für  alle  den  Gebieten  I^^  •••;  JT^  angehöiigen  Punktsysteme 
(Dj,  •••,  o,,  da  er  sonst  allenthalben  Null  wäre,  und  es  doch  fttr 
(Oi==  0^,  "  *>  ^«  ="  ^«  iii<^ht  ist,  so  erkennt  man,  daß  es  jedenfalls  ein 
den  Gebieten  F^,  ••-,  F,  angehöriges  Punktsystem  o^,  •••,  o,  gibt, 
für  welches  gleichzeitig  die  beiden  Ungleichungen  (78)  und  (79) 
bestehen« 

Bildet    man    nun    mit   einem   der   Bedingung   (77)   genügenden 
Systeme  von  25  Punkten  e^,  •••,  «,,  y^,  •••,  y/  den  Ausdruck: 

(80)  *='  *=' 


*((J'«(V-^'*(V  +  ^1) 


(81)  W^  =  2'{%r,K)+-+«'.,„,K)} 


in  welchem  zur  Abkürzung: 

gesetzt  ist^),  so  ist  derselbe  als  Funktion  eines  jeden  der  s  Punkte 
(D^,  •••,  o,  betrachtet  eine  Funktion  der  Klasse,  die  nirgendwo  un- 
endlich wird  und  daher  einen  konstanten  Wert  besitzt,  der  endlich 
nach  dem  vorher  Bemerkten  von  Null  verschieden  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  daß  für  jedes  den  Gebieten  F^,  •••,  F,  an- 
gehörige  Punktsystem  (ö^,  •••,  o,  die  Gleichung: 

9  9 

*(S»K)-2'"(*.)+^)) 

(82)  ?=»  ?-i 

t  * 

besteht,  in  der  C  einen  von  Null  verschiedenen  von  den  o  unab> 
hängigen  Wert  bezeichnet. 

Es  sei  nun  für  p  =  1,  2,  •  •,  s  in  o  :  jer^jer^,  s  =  s^,  in  y^:  ^  — {L, 
s  ^  6  .  Dividiert  man  dann  linke  und  rechte  Seite  von  (82)  dura 
(^1  -  Si)  •  •  •  (^.  -  S,)  ^d  läßt  hierauf  Oj  gegen  yi,  •  •,  ai,  gegen  y, 
konvergieren,  so  erhält  man  auf  der  linken  Seite  die  Summe: 

(83)  J'-^<!.....Cf^<(yx)---«;.(y.), 

auf  der  rechten  Seite  aber  einen  jedenfalls  von  Null  verschiedenen 


1)  um  die  Integralgrenze  in  die  Bezeichnung  aufzunehmen,  sind  hier  die 
Unendlichkeitspunkte  als  Indizes  angebracht. 
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Grenzwert  und  hat  damit  bewiesen,  daß  von  den  Deri vierten  der 
gun  Ordnung: 

(84)  *j?...,.cü])-<;...,.c«(o)-4 

mindestens  eine  von  Null  verschieden  ist. 

Man  hat  auf  diese  Weise  den  Satz  bewiesen: 

xm.  Sats:  Bilden  1}^,  ",  Vp  ^^  Punktsystem  L  Gattung  vom 
Bcmge  p  —  s  und  setzt  man  dann: 

p 
(XVI)  e^  =  2%{Vn)  +  Ky  0'=i.«.-.p) 

SO  verschwindet  die  Funktion  ^{u{o)  —  cj  identisch,  d.  h.  für  alle  Lagen 
des  Punktes  o,  samt  allen  ihren  Derivierien  der  1^,  ^,  •••,  «— !*• 
aber  nicht  der  s^  Ordnung. 

Die  Hauptresultate  dieses  Paragraphen  kann  man  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

XIV.  Satz:   Die  Funktion: 

(xvn)  *((«(o)-2,''«(flx)-*)) 

verschfmndet: 

1.  wenn  die  Punkte  rj^f  -",  Vp  ^^  Punktsystem  L  Gattung  bilden, 
nur  in  den  p  Punkten  ly^,  •  •,  i^^; 

2,  wenn  die  Punkte  rj^,  •",  rjp  ein  Punktsystem  I.  Gattung  vom 
Bange  p  —  s  bilden,  identisch  d.  h,  für  aUe  Lagen  des  Punktes  o,  und 
0war  sfusammen  mit  aüen  ihren  Derivierten  J^^,  2^',  •••,  s  —  1**'  aber 
nicht  «*•'  Ordnung. 

Die  Lehre  vom  identischen  Verschwinden  der  Thetafimktion  findet 
sich  zuerst  bei  Riemann  ^).  Auf  die  Lücken,  welche  diese  Darstellung 
enthielt,  hat  sodann  Herr  Neumann')  hingewiesen,  und  es  ist  diesem 
auch  später')  gelungen,  einen  einwandfreien  Beweis  des  Hauptsatzes  der 
Lehre  (VI.  Satz)  zu  erbringen.     In  der  letzten  Zeit  hat  Herr  Rost*)  eine 


1)  Riemann,  Über  das  Verschwinden  der  Theta-Functionen.     1865.    Gres. 
math.  Werke.   Lpz.  1876,  pag.  198. 

2)  Neumann,  Über  das  Verschwmden  -der  Thetafonctionen.    Leipz.  Ber. 
Bd.  36.    1888,  pag.  99. 

8)  Neumann,  Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  AbeFschen  Inte- 
grale.   S.  Aufl.    Lpz.  1884,  pag.  822. 

4)  Rost,  Theorie  der  Riemann'schen  Thetafunction.    Hab. -Schrift.   Würz- 
barg 1901. 
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vollständige,  auf  alle  möglichen  Ausnahmefälle  Bücksicht  nehmende  Da]> 
stellang  der  ganzen  Biemannschen  Lehre  gegeben  und  die  Mängel,  welche 
früheren  Darstellungen  von  v.  Dalwigk^),  Stahl*)  und  Christoffel') 
anhaften,  eingehend  kritisch  beleuchtet.  Die  sorg^ltige  Darstellung  des 
Herrn  Bost  konnte  der  obigen  in  wesentlichen  Punkten  zur  Grundlage 
dienen. 

Christoffel  ist  in  seiner  eben  genannten  Abhandlung  aber  noch 
auf  einen  anderen  Punkt  eingegangen.  Bilden  nämlich  rj^^  •••,  17  ein 
Punktsystem  I.  Gattung,  so  kann  man  mit  den  obigen  Hilfkmitteln  Keine 
Thetafunktion  bilden,  welche  nur  in  den  p  Punkten  i/j,  •  •  •,  rj  ver- 
schwindet. Christoffel  zeigt,  daß,  wenn  der  Begriff  einer  Thetafunktion 
nicht  an  ihre  Ausdrucksform  gebunden  wird,  sondern  an  ihre  maßgeben- 
den Eigenschaften,  nämlich  ihr  Verhalten  an  den  Querschnitten  und  im 
Innern  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T\  der  sie  zugeordnet  ist, 
eine  solche  Funktion  unter  allen  umständen,  wie  auch  ihre  Nullpunkte 
vorgeschrieben  werden  mögen,  existiert,  und  gibt  als  Ausdrucksform  für 
sie  in  den  Fällen,  wo  die  Biemannsche  Thetareihe  versagt,  andere,  „Se- 
kundärreihen^^  genannte  Formen. 


§6. 

Znordniing  von  Wiinelftinktionen  lu  den  Thetaflinktionen. 

Ist  d-([c}  +  0,  80  verschwindet  ^((«(0)  —  u{s)  —  c}  als  Funktion 
von  0  nicht  identisch,  da  es  für  0=^6  nicht  Null  ist,  wird  also  0^  in 
p  Punkten  rj^,  ••-,  rj^y  welche  durch  die  Kongruenzen: 

p 

(85)  %{^)  +  c^=2%(Vn)  +  ^^  0^=1,2,  -.p) 

eindeutig  bestimmt  sind.     Man  erhält  daraus  den 

XV.  Satz:  Ist  ^|[c])  +  0;  so  können  die  Größen  c^,  •••,  c^  in 
die  Form: 


'2% 


(xvin)  ^/u  =  -  %{^)  +^  %{vx)  +  ^fi  (^==1»  «•   "'P) 

gebradit  werden,  wobei  der  Punkt  s  willkürlich  gewählt  werden  kann, 
von  den  Punkten  rj^,  •••,  rj^  aber  keiner  mit  €  zusammenfällt 


1)  V.  Dalwigk,  Beiträge  zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  p  Variablen. 
Nova  Acta  Leop.  Bd.  67.    1892,  pag.  221. 

2)  Stahl,  Theorie  der  Aberschen  Functionen.    Lpz.  1896,  pag.  224. 

8)  Christof  fei,  Vollständige  Theorie  der  Biemann*schen  ^-Function. 
Math.  Ann.  Bd.  64.  1901,  pag.  347;  vergl.  dazu  auch  Landfriedt,  Thetafunk- 
tionen und  hyperelliptische  Funktionen.    Lpz.  1902. 
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Nun  seien  d^y'^^yd  beliebige  Größen;  nach  dem  IX.  Satze 
existiert  dann  stets  ein  Urößensystem  <^y'",c^  derart,  daß  gleich- 
zeitig -Ö-fc))  +  0  und  -ö-^c  +  dj  4-  0  sind;  dann  können  aber,  wie  soeben 
bewiesen,  die  Größen  c^,  •••,  c^  und  c^  +  d^y  •••,  C|,  +  rfj»  i^  die  Formen: 


«'z. 


(86)  '^^  (/.=i.2.  -.1.) 
c^-^d^ w^(«)  +2«^(Ü  +  ^^ 

gebracht  werden,  and  es  folgt  dann  hieraus: 

p  p 

(87)  d^^2!%(.^'')-2%M-  0.=«.v-.i.) 

Man  hat  damit  den 

XVI.  Sats:  Beliebige  Großen  dj,  •  •  •,  dp  können  stets  in  die  Form: 

(XE)  d^^^u^{Q-2!%iv.)  (.=M.   -.P) 

x=l  x=l 

gebracht  werden. 

Ist  nun  •d'fc))  =  0  und  weiter 

r  r 

(88)  ^((2'<*.)-2<^.)-4=ö 

9=1  9-.1 

für  alle  Lagen  der  2r  Punkte  dj,  •  •  •,  d^,  s^,  •  •  •,  «^,  solange  r  <  5,  nicht 
mehr  aber,  wenn  r  =  s  ^),  so  ist  bei  passend  ausgewählten  Punkten 
*8>    "f  *,;  ^17  •••?  «, 

(89)  ^  ((u(.)  +2'^(*.)  -2'^(^P  ~  4 

als  Funktion  von  o  nicht  identisch  Null,  wird  also  0^  in  p  Punkten, 
von  denen  5  die  Punkte  e^,  •••,  £,  sind,  während  die  ^  —  s  übrigen 
'#+1;  •*•;  ^p  d^rch  die  Kongruenzen 

(90)  -2%(^)  +  '^^^%(^o)  +  K 

9=«  a=«-fl 

eindeutig  bestimmt  sind.     Aus  den  Kongruenzen  (90)  folgt  sofort  der 

1)  Wenn  nicht  früher,  so  tritt  dies  jedenfalls  wegen  des  XVI.  Satzes  fOr 
f  8  p  ein. 
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XVil.  Sats:  Ist  ^((c)  =  0,  so  können  die  Größen  c^,  •••,  c^  in 
die  Form: 

(XX)  c^^^%{ff.)  +  ^  (.=1,2,. ...p) 

gebradU  werden. 

Da  man  c^  mit  —  c^  vertauschen  kann^  so  existieren  dann  auch 
p—l  Punkte  Bi,  "y  £y_i,  derart  daß: 

(91)  -  C^^^U^{B,)  +  k^  (/*  =  t.2.-     ,P) 

x=l 

und  daher: 

(92)  2%^^^^  +^"^(0  +  2*^  ^  0  (A.=i.»,    •.^) 

x=«l  x  =  l 

ist.     Verschwindet  nun  die  Funktion  d-i[u{o)  —  a))  in  den  p  Punkten 

«1,  •   •,  «p,  sodaß: 

p 

(93)  a^  =2  u^(aj  +  Ä;^  (/u=^i. j,  -  -  ,p) 

x=l 

ist;  so  ergibt  sich  durch  Verbindung  mit  (92): 

(94)  -2a,.^2'»«(*«)+S^(0-2^".(«x)-   0.=M.     .,) 

X  =  l  X  =  l  Xs=l 

Nun  sei: 

(95)  2a^  =  0  (A.-i,2,  -  ,p) 

d.  h.  «1,  •  •  •,  rtp  ein  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitats- 
modulen,  dessen  Per.  Char.  in  der  Folge  mit  (a)  bezeichnet  sei;  die 
Kongruenzen  (94)  liefern  dann: 

p— 1  p—i  p 

(96)  2%(K)  +2%i^.)  -  2^ «.(««)  =  0.      (,.=..«.■.,> 

X  =  l  X  =  l  Xs=l 

Ist  die  Charakteristik  [d]  ungerade ,  so  fällt  einer  der  p  Null- 
punkte a,,  •••,  «^  der  Funktion  ^iu(p)  —  a%  etwa  a^,  in  den  gemein- 
samen unteren  Grenzpunkt  a  der  Integrale  u  und  die  Kongruenzen  (96) 
reduzieren  sich  auf: 

(97)  ^«,(*x)+^«.(0-22' «,(«,)  ^0.      (.=i.v.p) 

x=l  x=l  x=l 

Diese  Kongruenzen  zeigen  aber;  daß  es  eine  Funktion  r  der  Klasse 
gibt,  welche  (x>^  wird  in  den  2p  — 2  Punkten  d^,  •  •  •,  *^_i,  b^,  •  •  •,  b^_^. 
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und  0*  in  den  ^  —  1  Punkten  «j,  •••;  «p-r  Eine  solche  Funktion  ist 
der  Quotient: 

(98)  r  =  -5^ 

zweier  9>-Funktionen,  von  denen  die  Nennerfunktion  bis  auf  einen 
Faktor  dadurch  bestimmt  ist,  daß  sie  0^  wird  in  den  2p  —  2  Punkten 
^1)  ' ' '}  *p--i;  h>  ' ' '}  *p-i5  d^®^  Punkte  bilden  ein  Punktsystem 
L  Gattung  vom  Range  p—  1,  da  ^  —  1  von  ihnen  z.  B.  d^,  •  •,  d^_^ 
willkürlich  gewählt  werden  können.  Die  Funktion  (p^  ist  von  der 
Charakteristik  [a]  unabhängig;  den  2''~^(2''—  1)  ungerade/i  Charak- 
teristiken entsprechend  existieren  dazu  ebensoviele  Zählerfonktionen^ 
von  denen  jede  0*  wird  in  jenen  p  —  1  Punkten,  in  denen  die  zu- 
gehörige Funktion  ^{^{d)  —  a}  außer  im  Punkte  a  verschwindet. 

Ist  die  Charakteristik  [a]  gerade,  so  fällt  keiner  der  Nullpunkte 
a^,  ••*,  a^  mit  a  zusammen  und  die  Kongruenzen  (96)  zeigen,  daß  es 
eine  Funktion  r  der  Klasse  gibt,  welche  (x>^  wird  in  den  2p  —  2 
Punkten  d^,  •••,  *y_i,  fj,  •••,  e^^^  und  oo*  in  cc,  dagegen  0*  in  den 
p  Punkten  «j,  •••,  a^.  Um  eine  solche  Funktion  zu  bilden,  nehme 
man  zu  der  in  den  2p  —  2  Punkten  d^,  •••,  d^.i,  fj,  •••,  €„_i  ver- 
schwindenden Funktion  q>Q  eine  in  a  0*  werdende  lineare  Funktion 
l^  ==  az  +  bs  +  c  hinzu.  Diese  letztere  wird  dann  noch  0^  in  m+n  —  2 
anderen  Punkten  ß^,  •••,  /3^^^_g.     Nun  bestimme  man  eine  Funktion 

n — 1  m  —  1 

t(  s  \  z  )  80^  daß  sie  in  den  m  +  n  —  2  Punkten  ß^,  •  •,  ß^^„_^  0* 
wird    und    ihre   2p  übrigen   Nullpunkte    paarweise    zusammenfaÜen. 

n — 1    m — 1 

Man  wird  dabei  bemerken,  daß  eine  Funktion  ^  (  $  |  z  )mn 
=  d+^  +  w  +  w—  1  willkürliche  Konstanten  und  m{n  —  1) 
+  w (w  —  1)  =  2d  +  2|)  +  m  +  n  —  2  Nullpunkte  hat.  VerschwindBt  sie 
in  den  d  Doppelpunkten  von  F{s  |  ^gr)  =^  0,  so  bleiben  noch  2p  +  m  +  n  —  2 
Nullpunkte  übrig,  denen  p  +  m  +  n  —  2  Bedingungen  auferlegt  wer- 
den können.    In  dem  Quotienten 

(99)  r  =  j^ 

ist  dann  der  Nenner  I^^Pq  wieder  von  der  Charakteristik  [a]  unab- 
hängig, während  es  den  2p~^(2''+1)  geraden  Charakteristiken  ent- 
sprechend ebensoviele  verschiedene  Zählerfunktionen  ^  gibt,  die  alle 
0*  werden  in  den  nämlichen  m  +  n  —  2  Punkten,  und  von  denen 
außerdem  jede  0^  wird  in  den  p  Punkten  «i,  •••,  a^;  in  denen  die 
zugehörige  Funktion  ^i[u(o)  —  a))  verschwindet. 

Multipliziert  man  noch  im  ersten  Falle  Zähler  und  Nenner  von 
r  mit  l^  und  faßt  ein  Produkt  l^g>  als  eine  zerfallende  ^-Funktion 
auf,  so  erhält  man  bei  durchweg  gleicher  Nennerftmktion  den 
2*^  Charakteristiken  [s]  ebensoviele  verschiedene  ^-Funktionen  if,  zu* 
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geordnet,  welche  alle  in  den  nämlichen  m+n— 2 Punkten  /'i;'--;/'m+„.f 
verschwinden,  und  von  denen  jede  weiter  0*  wird  in  jenen  p  Punkten 
0^,  "',cCpy  in  denen  die  zur  Charakteristik  [s]  gehörige  Funktion 
d-le]  i[u(p)}  verschwindet. 

Betrachtet  man  jetzt  einen  Thetaquotienten: 

so  ist  er  eine  in  der  Fläche  T'  einwertige  Funktion,  die  0^  wird  in 
den  p  Nullpunkten  a^,  •••,  cc  von  -Ö"  [«]  ((w  (o)|,  cx)*  in  den  p  Null- 
punkten «i',  •  •  •,  a^'  von  ^MC<*(ö)])  und  die  beim  Überschreiten  der 
Querschnitte  a^,  b^  die  Faktoren: 

(101)  (-ir"'%    (-ir"''         («1,»,  •.^) 

erlangt.  Sein  Quadrat  ist  also  eine  in  «j,  •••,  a^  0*,  in  c^',  •••,  a^'  c»* 
werdende  Funktion  der  Klasse  und  unterscheidet  sich  daher  von  der 
Funktion  i^t-ifr,  ^^^  ^^  einen  konstanten  Faktor;  man  erhält  so  die 
fundamentale  Gfleichung: 

(102)  n^uum^    t/5. 

Zur  Ausf&hrung  der  im  Vorigen  angegebenen  Zuordnung  der 
2^P  Wurzelfunktionen  V^  zu  den  2^p  Thetafiinktionen  -»"WW  muß 
man  die  Nullpunkte  der  Thetafiinktionen  kennen.  Man  kann  aber 
die  Zuordnung  der  Wurzelfunktionen  zu  den  Thetafunktionen  auch 
ohne  Benutzung  der  Nullpunkte  durchfahren,  indem  man  verfahrt, 
wie  folgt: 

Man  bestimme  nach  dem  Früheren  auf  rein  algebraischem  Wege 
die   2P-^(2P+1)    eigentlichen    und    die    2''-^(2^  -  1)    zerfallenden 

n  —  1  m — 1 

^Funktionen;  die  ersteren  sind  jene  Funktionen  if(  s  \  0  ),  welche  in 

n    m 

den  d  Doppelpunkten  von  l^(s  |  jer)  ==  0  und  den  m  +  n  —  2  von  a  ver- 
schiedenen Nullpunkten  der  im  Punkte  a  0*  werdenden  linearen 
Funktion  l^  =  az  +  bs  +  c  verschwinden,  während  ihre  2p  übrigen 
Nullpunkte  paarweise  zusammenfallen;  die  letzteren  sind  jene  Funktionen 

11  —  8  m— 2 

la(p(  s  I  jef  ),  bei  denen  (p{s\z)  in  den  d  Doppelpunkten  von  F{s  |  jer)  =  0 
verschwindet,  während  ihre  2p  übrigen  Nullpunkte  paarweise  zusammen- 
fallen. Aus  den  zugehörigen  2^p  Wurzelfunktionen  |/^  bilde  man 
2*^  —  1  Quotienten  mit  gemeinsamem,  willkürlich  gewähltem  Nenner 
y^   und  ermittle   für  diese  die  Faktoren  Hh  1,   welche   sie   an    den 

Querschnitten  a„  6,  erlangen.     Damit  ist  zu  jedem  Quotienten  ^^ 

bereite  die  Differenz  der  Charakteristiken  der  zu  seinen  beiden  Wurzel- 
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fanktionen  gehörigen  Thetafunktionen  gefunden^  und  man  hat  jetzt 
nur  noch  diejenige  Charakteristik  (17)  zu  ermitteln,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  daß  durch  ihre  Addition  zu  den  2'^  —  1  gefundenen 
Charakteristiken  eine  gerade  Charakteristik  entsteht,  wenn  die 
Wurzelfunktion  des  Zählers  im  zugehörigen  Quotienten  eine  eigent- 
liche, eine  ungerade  Charakteristik,  wenn  diese  Wurzelfunktion  eine 
zerfallende  ist.  Die  so  bestimmte  Charakteristik  (rf)  ist  dann  die 
zur  Wurzelfunktion  "j/v^  gehörige  Charakteristik,  wahrend  die  2^^  —  1 
durch  Addition  erhaltenen  Charakteristiken  in  der  gleichen  Reihen- 
folge den  2^P—  1   im  Zähler  stehenden  Wurzelfunktionen  angehöreu. 


§  7. 

Das  Umkehrproblem. 

Bezeichnet  man  die  p  Nullpunkte  der  Funktion  ^[s]iu(o)}  mit 
«^/\•••;«i'^  diß  P  Nullpunkte  der  Funktion  ^W((m(o)  — c])  mit 
ijj\  •••,  1^^*^,  so  ergeben  sich  aus  den  Kongruenzen,  welche  in  den 
beiden  Fallen  die  Nullpunkte  der  Thetafunktion  mit  ihren  Parametern 
verknüpfen,  durch  Subtraktion  die  neuen: 

(103)  e^  =^  K(i?i'')  -  %(«":)]  ■  0.=M.   -.,) 

Daraus  aber  schließt  man  sofort,  daß  der  Thetaquotient: 

9  9 


(104)  Q{o)  = 


'x==0 


q  g 

als  Funktion  von  0: 

1.  0^  wird  in  p  Punkten   ^i,  ••  ,  y^,   welche   durch   die   Kon- 
gruei^en: 

(105)        ^  [«^(y,)  -  «,(«!")]  +  2  t^C"«)  - ^('«)3 ^  0' 

(/ir=i,8,...,p) 

2.  00^  wird  in  j?  Punkten  je^i,  •••,  j^^,  welche  durch  die  Kongruenzen: 

(106)    2'k(o-«,(«1'")]+2[«.(''«)-^('»)]^^ 


442  IX.  7.   Das  Umkehrproblem. 

bestimmt  sind.    Weiter  erlangt  Q(p)  an  den  Querschnitten  a,,  b^  die 
Faktoren: 

(107)  (~  l)'^"'s       (- 1)%"^;  (^=i,f.    .,P) 

setzt  man  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Symmetrie  von  Q  in  Bezug 

auf  0,  öl,  ",o^ 

(108)  Q^So8,-S^R, 

wo:  ' 

(109)  ^«  =  1^1  ''=^-*-    -^ 


ist,  so  ist  R  gleichfalls  eine  symmetrische  Funktion  von  ö,  Oi,  •  •  •,  o^; 
dieselbe  ist  als  ]B\inktion  von  o  betrachtet  Funktion  der  Klasse  und 
wird: 

1.  0^  in  den  p  Punkten  a^^\  ••,  a^''\  in  denen  Sq  <x>^  wird,  und 
in  den  p  Punkten  ^i,  •••,  y^,  in  denen  Q  0*  wird, 

2.  cx)*  in  den  p  Punkten  a^*\  •••,  a^*\  in  denen  Sq  0^  wird,  und 
in  den  p  Punkten  z^^  ",  0^,  in  denen  Q    (x>^  wird. 

Um  eine  solche  Funktion  JR  zu  bilden,  ohne  die  unbekannten 
Punkte   yi,    ••,  yp,   ^19    'f^p   55U  benutzen,  verfahre  man  wie  folgt: 

Man  bestimme  eine  Funktion  r  der  Klasse,  deren  Zahler-  und 
Nennerfunktion  von  hinreichend  hohem  (Jrade  sind  und  beide  in  den 
d  Doppelpunkten  von  F(s\ti)  =^0  verschwinden,  so,  daß  außer  ge- 
wissen weiteren  gemeinsamen  Nullpunkten  des  2iählers  und  Nenners 
der  Zähler  0^  wird  in  den  q  Punkten  d^,  •••,  d^  und  den  p  Punkten 
a^^\  •••,  a^^\  der  Nenner  in  den  q  Punkten  Oj,  •••,  o^;  diep  weiteren 
Nullpunkte  des  Nenners  sind  dann  dadurch  bestimmt  und  auf  Omnd 
der  Kongruenzen  (106)  die  p  Punkte  ^i,--,^p.  Bestimmt  man 
dann  in  der  gleichen  Weise  eine  Funktion  r,  der  Klasse,  welche  0^ 
wird  in  den  q  Punkten  tf^,  •  •  •,  d^  und  den  p  Punkten  a^\  •  •  •,  a^*\  da- 
gegen 00^  in  den  q  Punkten  0, ,  •••,  0^,  und  daher  auf  6nmd  der 
Kongruenzen  (105)  in  den  p  weiteren  Punkten  y,,  •  •  •,  j/jp,  so  ist  der 
Quotient  r^  :  r,  0^  in  den  2p  Punkten  a^^\  •••,  a^^^  und  yi,  •••,  y,, 
00*  in  den  2p  Punkten  a^*\  •••,  a^'^  und  g^^  ■•,  z^,  unterscheidet  sich 
also  von  R  nur  um  einen  von  0  unabhängigen  Faktor,  der  zunächst 
noch  von  o^,  ••,  0^  ablumgt,  aber  auch  davon  unabhängig  wird, 
sobald  man  es  so  einrichtet,  daß  die  Funktion  t^ :  r,  symmetrisch  ist 
in  Bezug  auf  die  q+l  Punkte  0,  o^,  •  •  •,  0^.  Man  erhalt  dann  für  Q 
den  Ausdruck: 
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wo  c  eine  Ton  den  q  +  1  Punkten  o,  o^,  •••,  o^  unabhängige  OröBo 
bezeichnet,  die  bestimmt  werden  kann,  indem  man  diesen  Piinkten 
passend  gewählte  spezielle  Lagen  gibt. 

Das  Jacobische  Umkehrproblem  besteht  nun  in  der  Aufgabe,  aus 
den  p  Gleichungen: 

(111)  2KK)-»^(<*r)]  =   U^  O.-..«.-     .rt 

bei  gegebenen  Int^algrenzen  d\ ,  •  •  • ,  d^  und  gegebenen  Werten 
Ui,  •",  Uj,  die  Integralgrenzen  öi,  •  •,  o^  zu  berechnen.  Bestimmt 
man  Größen  e^^  •••,  e^  durch  die  .Gleichungen: 

p 

(112)  2%{iy)  +U^  +  K-  ^^y  (M^l.^r     .P) 

wobei  k^f'yJCp  die  unter  (II)  angegebenen  Riemannschen  Konstanten 
bezeichnen,  so  wird: 

p 

(113)  2%i0^)  +  K^^u  (/.=-!,»,    -.p) 

»'=1 

und  die  Yergleichung  mit  den  Sätzen  der  §§  4  und  5  liefert  das 
Resultat,  daS  stets  ein  aber  im  allgemeinen  auch  nur  ein  Punkt- 
system o^y'yOj^  existiert,  welches  den  Gleichungen  (111)  genügt, 
nämlich  das  System  der  p  Nullpunkte  jener  Thetafunktion  '&^u(o)— e)), 
welche  mit  den  nach  (112)  berechneten  Größen  c^j  -y  ^p  als  Para- 
metern gebildet  ist,  und  in  diesem  Sinne  ist  das  Jacobiscne  Umkehr- 
problem nichts  anderes  als  das  Problem  der  Bestimmung  der  Null- 
punkte einer  Thetafunktion  mit  gegebenen  Parametern  ß^  "y  ßp. 
Zugleich  aber  erkennt  man,  daS  bei  besonderen  Werten  der  Größen 
Z7i,  •••,  I^,  wenn  nämlich  die  mit  den  Parametern  (112)  gebildete 
Thetafunktion  identisch  yersch windet,  das  Jacobische  Umkehi^roblem 
unendlich  viele  Lösungen  besitzt,  in  der  Art,  daS  man  dann  einen 
oder  mehrere  der  Punkte  Oj ,  •  •  • ,  o^  willkürlich  wählen  kann. 

Nachdem  so  bewiesen  ist,  A^  das  Jacobische  Umkehrproblem, 
von  Ausnahmefällen  abgesehen,  eine  und  nur  eine  Lösung  besitzt,  ist 
leicht  zu  sehen,  wie  die  obige  Formel  (HO)  zur  Ermittlung  dieser 
Lösung  verwendet  werden  kann. 

Setzt  man  nämlich  in  (110)  q^Py  läSt  den  Punkt  o  mit  dem 
gemeinsamen  unteren  Grenzpunkt  der  Integrale  u  zusammenfallen  und 
erhebt  linke  und  rechte  Seite  aufs  Quadrat,  so  wird  die  linke  Seite 
^WC^))  •  ^MC^  ^^  bekannt,  die  rechte  Seite  aber,  i^enn  in  o^ 
^  ==  ^/*;  ^  *=  *i*  ^^y  zu  einer  rationalen  Funktion  von  i^i,  «i*,  •  •  •;  Zpj  Sp- 
Bildet  man  oaher  die  Gleichung  (HO)  für  p  verschiedene  Chanücte- 
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ristiken  [b]^  so  erhält  man  p  derartige  Gleichungen,  welche  zusammen 
mit  den  p  Gleichungen: 

(114)  F{s^\g;)  =  0  (M^t.i.-,P) 

die  2p  Unbekannten  ^i,  5^;  •••;  jef^,  s^  bestinmien*). 


1)  Zu  den  beiden  letzten  Paragraphen  vergl.:  Stahl,  Über  die  Behandlung 
des  Jacobischen  ümkehrproblems  der  Abelschen  Integrale.  Inang.-Diss.  Berlin 
1882  und:  Theorie  der  Aberschen  Functionen.    Lpz.  1896,  pag.  285. 


Zehntes  E^apitel. 

Die  hyperelliptischen  Thetafonktionen. 

§  1. 

Besiehnngen  der  Perlodliit&tBmodnlen 

eines  hyperelliptischeii  Integrals  I.  Oattnng 

zu  seinen  Werten  In  den  Verzwelgnngspnnkten. 

Die  zweiblättrige  die  Verzweigung  der  Funktion: 

(1)         5='y(^-«)(^-«i)(^-«»)---(^-«ip+i) 

darstellende  Riemannsche  Fläche  T  sei  in  der  durch  die  Figur  4  an- 
gegebenen Weise  durch  p  Querschnittpaare  a^,  6^  und  p  Hilfslinien 
Cy  (v  =  1,  2,  •  ••,!))  in  eine   einfach  zusammenhängende  Fläche  T 


Fig.  4. 

zerschnitten.  Für  dieses  Querschnittsystem  gestalten  sich  dann  die 
Formeln^  welche  die  Periodizitätsmodulen  Ä^y  B^  (y  ==>  1,  2,  -",  p) 
eines  Integrals  erster  (Gattung  w  mit  seinen  Werten  zwischen  den 
Yerzweigungspunkten  verknüpfen^  wie  folgt.    Es  ist: 

6y  ajy  Flg.  6. 

WO  das  letzte  Integral  ein  direktes,  in  T  erstrecktes,  also  die  Quer- 
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schnitte  überschreitendes  ist  und  dw'  den  Wert  von  dw  auf  der 
linken  Seite  der  Linie  Og^ <^»v+i  i™  oberen  Blatte  von  T  be- 
zeichnet.    Es  ist  ebenso: 

dw  =  -  2J  dw-2fdw' 2fdw\ 


(3) 

wo  die  Integrale  wie  vorher  zu  verstehen  sind  und  du/  den  Wert 


(•.=1,2,.. .,p) 


Flg.  6. 

von  dto  im  oberen  Blatte  bezeichnet.     Aus  (2)  und  (3)  folgt: 

(4)  fdu,'^^iB,_,-BX    fdw'=^A,,       (»=i,..-  .,) 

«2i'--l  «2» 

wo   in   der   ersten  Formel  im  Falle   v  =  1    unter  Bq  Null   zu   ver- 
stehen ist.    Das  Integral  /  dw'  ist  mit  diesen  2p  Integralen    durch 

a 

die  Relation: 

(5)  /  dw'  +  fdw'  +  . . .  +  fdtv  =  0 

verknüpft,  die  sich  sofort  ergibt^  wenn  man  im  oberen  Blatte  von  T 


Fig.  7. 

eine  geschlossene  Kurve  um  alle  2p  +  2  Yerzweigungspunkte  zieht 
und  durch  diese  das  Integral  w  erstreckt.    Aus  (5)  folgt  aber: 


(6) 


Die  in  (2)  bis  (6)  auftretenden  direkten  Integrale  zwischen  den 
Verzweigungspunkten  lassen  sich  durch  2 p  -f  1  andere  ausdrücken, 
deren  Integrationskurven  in  T'  verlaufen,  und  die  sich  demnach  ab 
Differenzen  der  Werte  von  w  in   den  Verzweigungspunkten  bei  be- 
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liebig  wählbarer   unterer   Grenze   darstellen.      Wie   aus   den   neben- 
stehenden Figuren  erhellt^  ist  nämlich: 

a  x=l 

(7)     Jdw^w{a,,)^wia,,_,)  +  B^_,-B,,       _^^ 

J  dw=w(a^,^;)  -  «;(a,J  +  Ä^, 
und  man  hat  daher  auf  Grund  von  (4)  und  (6): 

(8)  «;(ai)-«;(«)-iJ;^„ 

»=i 

«'(0-«'(a»,-i)  =  -i(-B,-i-^J,  «'(««i,+i)-«'(«»r) iA. 

woraus  endlich: 

*°"'  (— 1.«,-  -.1') 

(9)  ^ 

«^(«2p  +  l)-«^(«)  =  *-Bp 

folgt  und  damit  der 

I.  Säte:  Die  Periodmtätsmodülen  Ä^,  B^  eines  Integrals  L  Gat- 
tung w  an  den  Qtierschnitten  a^,  b^  (v  =  1,  2,  •••,  p)  sind  mit  den 
Werten  dieses  Integrals  in  den  Verzweigungspunkten  a,  «j,  «j,  •  •  •;  «gp+i 
durch  die  Gleichungen: 

p 

(I)  ^ 

verhnüpfty  in  deren  erster  im  Falle  v  =  1  unter  Bq  NuU  eu  verstehen  ist. 
Aus  dem  I.  Satz  folgt  sofort  der 
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n.  SatB^):  Führt  man  in  dem  Systeme  der  p  Biemannschen  Nor- 
malintegrale  u^,  w^,  •  •  •,  u  an  Stelle  der  unteren  Orensse  den  Ver- 
ssweigungspunkt  a  ein  und  läßt  hierauf  an  Stelle  der  oberen  Grenze  der 
Reihe  nach  die  2p  +  1  übrigen  Verjsweigungspunkie  a^,  «,,  •••,  Oj^^j 
treten,  so  geht  dasselbe  nacheinander  in  2p  +  1  Systeme  korrespon- 
dierender Halber  der  Periodizitätsmodulen  über  mit  den  Charakteristiken: 

w-o'  («.)-:  0'- 

,     s        Ol    /0\P-2  0    0    1    /0\P-» 

K)  =  oo    (l)  («6)  =  o   0    1    (l) 


(11) 


K..i)==(o)        0  (i)  («^^)*(o)        1   (l) 


Kp-i)  =  (o)        Ol  («*p)  ^  (o)        1 

(«2p4-i)=(y 


/OXP-i    1 
0 


Betrachtet  man  die  im  II.  Satz  auftretenden  2p  4-  1  Per.  Char. 
(«i),  (og),  •••,  («sp+i)  genauer,  so  erkennt  man,  daS  sie  zu  je  zweien 
azygetisch  sind,  daß  sie  also  nach  der  pag.  267  gegebenen  Definition 
ein  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden. 

Noch  sei  für  später  bemerkt,  daß  die  Charakteristiken  (a^),  (o,), 
•••,  (ogp+i)  gerade,  die  Charakteristiken  (a^),  {a^,  •••,  (o^^)  ungerade 
sind,  und  daß  die  Summe  der  einen  wie  der  anderen: 

(10)  (")-(;  ;;:::i) 

beträgt. 

Im  XVin.  Satz  pag.  270  ist  bewiesen  worden,  daß  durch  eine 
ganzzahlige  lineare  Transformation  der  Perioden  aus  einem  F.  S.  von 
Per.  Char.  immer  wieder  ein  F.  S.  von  Per.  Char.  hervorgeht,  und 
daß  man  auf  diese  Weise  von  einem  F.  S.  zu  jedem  anderen  gelangen 
kann.  Berücksichtigt  man  nun,  daß  andererseits  jedem  Übergange 
von  einem  Querschnittsystem  zu  einem  anderen  eine  lineare  Trans- 
formation der  Perioden  entspricht  und  umgekehrt,  so  erkennt  man, 
daß  einmal  die  Eigenschaft  der  Per.  Char.  (II),  ein  F.  S.  von  Per.  Char. 
zu  bilden,  nicht  nur  diesen  speziellen,  bei  der  oben  gewählten  21er- 


1)  Zu   Satz  I  und  II    vergl.   Prym,    Zur    Theorie    der    Functionen    etc. 
Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  22.    1S67,  pag.  5. 
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schneidung  der  Riemannschen  Fläche  auftretenden  Per.  Char.  (a)  zu- 
kommty  sondern  bei  jeder  beliebigen  Zerschneidung  statt  hat^  und 
weiter,  daS  bei  passender  Wahl  der  Zerschneidung  an  Stelle  dieses 
Fundamentalsystems  (Oj),  (a^),  •••,  («2^+1)  jedes  beliebige  F.  S.  von 
Per.  Char.  tritt. 

Daß  in  der  Tat  jeder  Änderung  des  Querschnittsystems  eine  ganz- 
zablige  lineare  Transformation  der  Perioden  entspricht,  folgt  unmittelbar 
daraus,  daß  die  Periodizitätsmodulen  eines  Integrals  die  Werte  dieses  In- 
tegrals auf  gewissen  geschlossenen  Wegen  sind  und  sich  infolgedessen  sowohl 
die  neuen  Periodizitätsmodulen  als  homogene  lineare  Funktionen  der  alten 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten  darstellen,  wie  auch  umgekehrt.  Daß  aber 
auch  jeder  ganzzahligen  linearen  Transformation  der  Perioden  eine  Ände- 
rung des  Querschnittssystems  entspricht,  beweist  man,  indem  man  es  von 
jenen  elementaren  Transformationen  ^  ,  5  ,  C  ,  i)  (^,  <y=  1,  2,  ••  •,!>) 
zeigt,  aus  denen  sich  nach  dem  Y.  Satz  pag.  153  jede  beliebige  ganz- 
zahlige lineare  Transformation  zusammensetzen  läßt^). 

Daß  die  in  den  linearen  Ausdrücken  der  neuen  Periodizitätsmodulen 
durch  die  alten  und  den  umgekehrten  als  Koeffizienten  auftretenden  ganzen 
Zahlen  in  der  Tat  den  Bedingungen  pag.  131  und  137  genügen,  wird  wie  dort 
aus  den  zwischen  den  Periodizitätsmodulen  zweier  Integrale  bestehenden 
bilinearen  Relationen  (2)  abgeleitet,  wobei  sich  fOr  die  Zahl  n  infolge 
der  dortigen  üngleichtmgen  (4)  und  (ll)  ein  positiver  und  wegen  der 
wechselseitigen  ganzzahligen  Darstellung  der  Periodizitätsmodulen  der 
spezielle  Wert  1  ergibt.  Daß  diese  Bedingungen  zwischen  den  Koef- 
fizienten aber  auch  ohne  Hilfe  der  Integrale  mit  rein  geometrischen,  der 
Analysis  situs  angehörenden  Hilfsmitteln  bewiesen  werden  kann,  hat  in 
der  jüngsten  Zeit  Herr  Well  st  ein  *)  gezeigt. 


§2. 

Berechnimg  der  Biemaniuicheii  Konstanten  tc^f  k^,   ",  k^. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  angegebene  Zerschneidung  der 
Fläche  T  können  die  Riemannschen  Konstanten: 


(11)  Ä^  =  ^  (a^^  -  ^0  -  ^-  ^     /  V  '^*^ 

vollslÄndig  berechnet  werden. 


1)  Yergl.  dazu  Thomae,  Einige  Sätze  aus  der  Analysis  situs  Riemann- 
scher  Flächen.  Z.  für  Math.  Bd.  12.  1867,  pag.  861  und:  Beitrag  zur  Theorie 
der  Aberschen  Functionen.  J.  für  Math.  Bd.  75.  1873,  pag.  224;  auch  Stahl, 
Theorie  der  Abel'schen  Functionen.    Lpz.  1896,  pag.  327. 

2)  Wellstein,  Zur  Transformation  der  Querschnitte  Riemann'scher  Flächen. 
Math.  Ann.  Bd.  62.    1899,  pag.  433. 

Kraser,  Thetafünktionen.  29 
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1.  Methode  von  O.  Neuxnaim^). 

Da  längs  b^    w~  =  u+  —  a^^  und  /  du^^  ni  ist,  so  ist: 

Ju-du,^J. 


(12) 


und  weiter,  wenn  man 


u^du^  —  a^^ni 


(13)       i,{o)=fu^du, 

a 

setzt: 
(14) 


Pig.  9. 


J  u+du^-^'J  u^du^ 


Nun  sei  mit  y  der  mit  y  „verbundene",  d.  h.  der  unter  y  im  zweiten 
Blatte  liegende  Punkt  bezeichnet  und  es  seien,  was  nach  der  Figur 
stets  möglich  ist,  für  die  Integrale: 

(15)  w{y)  -  w(a^,)  =  J  u^  du^ ,     w(y)  -  «;(«,,)  =  J  u^  du^ 

die  Integrationswege  so  gewählt,  daß  sie  Punkt  für  Punkt  über- 
einander verlaufen  und  keiner  von  ihnen  einen  Querschnitt  trifft.  Da 
für  diesen  Fall: 

(16)  du^ip)  =  -  du,{o) 
und: 

(17)  u^{o)  -  u^(c^  J  =  -  [u^(d)  -  i»^(«,,)] 
also: 

(18)  «,(ö)  =  -K(o)-2«,(0] 
ist,  so  ergibt  sich: 

w(y)  -  w{a^^)  -j[%  -  ^%{^.)]du^-J %du,^2u^(cc^;)J du^ 

(19)  *»2»'  ««i'  «8» 

=  [«;(y)  -  wia^,)]  -  2w^(a,J[w,(y)  -  «,(«,,)]  • 


1)  Nenmann,  Vorlesungen  über  Bdemann's  Theorie  der  Aberschen  Inte- 
grale.    2.  Aufl.    Lpz.  1884,  pag.  862. 
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und  daher: 

(20)  wir)  -  w(r)  -  2u^(a„)  K(y)  -  «,(«,,)]. 

In  derselben  Weise  wird: 

(21)  wiS)  -  w{d)  -  2«^(«,,^,) K(*)  -  «,(«,,+,)], 
und  da  nun  endlich: 

(22).  w(y)  =  w(d) 

ist,  so  folgt  aus  (20)  und  (21)  durch  Subtraktion: 

w(y)  —  w{d) 
(23) 

^  =  2u^(a,JK(y)  -  «*.(«,,)]  -  2i»^(a,,^i)[tt,(*)  -  «♦,(«», +i)]. 

Nun  ist  aber  nach  Formel  (8): 

wenn  wie  hier  fi'^v  ist,  dagegen: 

(25)  w^oj^+i)  -  «*,(a2.)  =  ~  Y; 
und  da  weiter: 

(26)  «,(y)  =  «,(»)  +  «» 

^ist,  so  folgt  endlich  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  (23): 

(27)  w(y)  -  w(Ö)  -  «»«^(«„+,). 
Nun  ist  aber  nach  (I): 

und  man  hat  daher  nach  (12)  und  (14): 

^xif   wenn   ft>t;, 


—    /  W7 


^     ^  ''*r  ^   '*•'      0,        wenn   ft  <  v, 

und: 

Setzt  man  aber  diesen  Wert  in  (11)  ein,  so  wird  endlich: 

(31)  *^  =  i^a^^-if*«»-  (Ai-1,8,-  ,P) 

29* 
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2.   Methode  von  E.  S.  OhriBtoffel^) 
Das  Integral  3.  Gattung: 

(32)  ^(«i*)=/'tt-^* 

wird  an  der  Stelle  a  =*  (J^  <y)  unendlich  wie  log(jer  —  g),  in  den  beiden 
unendlich  fernen  Punkten  wie  4"  1^8^  ^^^  zwischen  seineü  Perio- 
dizitatsmodulen  8^,  S^  an  den  Querschnitten  a^,  6^  (ft=  1,  2,  •  • -^ji) 

bestehen  die  Beziehungen: 

p 

(33)  ^»®^-^»A.eÄ^  =  23riw^(£).  c«=i.2,  ,P) 
Auf  Grund  derselben  ist: 


(34) 


+  P  ± 

/  \  ___  i     I    s  +  a    dz       J_   ^  r  8-j-a  dz 


mit    der   Beschränkung^    daS   keiner    der   Integrationswege    durch   s 

gehen  darf    Will  man 
•^••--...  daher  diesen  Wert  för 

2    ^> u^  in  die  Gleichung  (1 1) 

•    V      einf[ihren,  so  wird  man 
y       darin  zuvor  das  Integral 

Ju-du,dxxTchfu-du, 

PiVio. ''•'  */ 

ersetzen,  wo  6^'  den  In- 
tegrationsweg hy  umgibt,  und  erhält  dann,  wenn  man: 

(35)  ^  =  ?»W 

^      ^  dz  8 

setzt: 

(36)  ^  =  H%,  -  nl)  -  ji-.2''/$'<is/^, 

*M*iH  ^1  "V    '«^    f-'  ' 


y  ^Itt 


1)  Christof  fei,    Vollständige   Theorie    der  Riemann'schen    d- Function. 
Math.  Ann.  Bd.  54.    1901,  pag.  847. 
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Nun   ist  aber  in  der  ersten  der  vier  auf  der  rechten  Seite  stehenden 
Summen: 


/dz    ^  2jci, 


(37)  /— .=r'' '''°''  ''"^^' 

^     ^  f/   ^  — fc      0,        wenn  v>/t, 

da  in  den  ersteren  Fällen  e  von  a^  eingeschlossen  wird  in  den 
letzteren  nicht;  es  ist  femer  in  der  zweiten  Summe: 

(38)  fi^-0, 

h 

weil  Zy  s  als  Punkt  von  a^  von  keinem  der  Integrationswege  h^,"-, 
bf^—i,  ^^4-1'  "'  V  öingeschlossen  wird;  es  ist  ebenso  in  der  dritten 
Summe: 

(39) 


/Ä-o. 


und  endlich  ist  in  der  vierten  Summe: 

(40)  C^viS)dl;^-2niq>^{z),   wenn   q^v, 

^     ^  e/     ^  — ^  0,  wenn   p^v. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (36)  ein,  so  erhält  man: 

(41)  *.-K«..— o-i^/V^+ii^-  2'^ /^' 

oder,  da 

(42)  /t'^^e»- 

und  ebenso 

(43)  fmü^ß^,,.,i 

»r  »» 

ist,  endlich  wie  vorher: 


/•. 


=  -\(%^  -  «0  -  i(^-  1)«»  +  ^2  %^ 


(44)  ^ 
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Eine  dritte  Methode  der  Bestimmung  der  Eonstanten  ky  die  von 
Herrn  Prym*)  herrührt,  wird  in  §  4  auseinandergesetzt  werden. 


§3. 
Das  Versohwinden  der  hyperelliptiflolieii  Thetaftmktion. 

Nach  dem  XIY.  Satz  pag.  435  verschwindet 

(45)  *({«(o)-^«(,,,)-4 

als  Funktion  des  Punktes  o  nur  in  den  p  Punkten  ri^j-- j%y  solange 
diese  Punkte  kein  Punktsystem  I.  Gattung  bilden;  in  dem  Falle  da- 
gegen, daS  diese  Punkte  ein  Punktsystem  I.  Gattung  vom  Raz^e 
p  —  s  bilden,  verschwindet  die  Funktion  (45)  samt  allen  ihren  Deri- 
vierten  der  1**",  2**°,  •  •  • ,  s  —  V^  aber  nicht  der  5**°  Ordnung  identisch, 
d.  h.  für  alle  Lagen  des  Punktes  o.  Im  hyperelliptischen  Falle  be- 
sitzen nun  die  Integranden  L  Gattung  die  allgemeine  Form: 

(46)  «'=?^>, 

WO  qp(xr)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  z  allein  von  einem  Grade 
^p—\  ist;  es  bilden  also  p  Punkte  ly^,  •••,  iy^,.  unter  denen  keine 
zwei  verbundenen  vorkommen,  niemals  ein  Punktsystem  I.  Gattung, 
während  diese  Punkte,  wenn  unter  ihnen  s  Paare  verbundener  Punkte 
vorkommen,  nach  dem  in  §  1  des  vorigen  Kapitels  Auseinander- 
gesetzten stets  ein  Punktsystem  vom  Range  p  —  s  bilden.  Dies  liefert 
die  beiden  Sätze: 

m.  SatB:   Die  Funktion: 
(in)  »i<o)-^u{ri:)-k)) 

versditvindet  nur  in  den  p  Funkten  i?i,"-,i2p,  solange  unter  diesen 
keine  zwei  verbundenen  Punkte  sich  befinden. 


TV.  Säte:   Die  Funktion: 

(IV)  *((«(o)-J;'«(i?,)-4 


^=1 


verschwindet  identisch,  d,  h.  für  alle  Lagen  des  Punktes  o,  und  zwar 
samt  allen  ihren  Derivierten  der  1**°,  2*^,  •  •  • ,  5  —  1***"  aber  nicht  der 


1)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  etc.    Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  S». 
1S67,  pag.  16  u.  f. 
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5**°  Ordnung^  wenn  unier  den  p  Punkten  i?i,  •  •  • ,  i^p  s  Paa/re  verbundener 
Punkte  sich  befinden. 

Beachtet  man^  daS  für  zwei  verbundene  Punkte  £  und  i  stets: 

(47)  u^(6)  +  w^(i)  =  0  (A-=i,s,....p) 

ist,  so  kann  man  das  Resultat  des  lY.  Satzes  auch  dahin  aussprechen, 
daß  die  Funktion: 

(48)  ^i<o)-^u(ri^)-k} 

samt  allen  ihren  Derivierten  der  !*•",  2**",  •  •  • ,  5  —  1*~*  aber  nicht  der 
s^^  Ordnung  för  jede  Lage  des  Punktes  o  verschwinde,  also  auch 
dahin,  daS  die  Funktion  d-^v}  samt  allen  ihren  genannten  Derivierten 
verschwinde,  wenn  man: 

(49)  ^^-^(Pj-'^j^i'i^)-^  (^=1.8.    -»P) 

setzt,  bei  willkürlicher  Wahl  des  Punktes  o.  Indem  man  dann  das 
eine  Mal  den  mit  o  verbundenen  Punkt  mit  i2^_,,^i  bezeichnet,  das 
andere  Mal  aber  o  mit  der  gemeinsamen  unteren  Grenze  a  der  Inte- 
grale u  zusammenfallen  läSt,  erhält  man  endlich  das  Resultat,  daß 
die  Funktion  ^([v}  samt  allen  Derivierten  der  1***^,  2*«°,  •  •  • ,  s  —  !*•*' 
aber  nicht  der  s*^  Ordnung  verschwindet,  wenn 

(50)  v^  -2%{%)  +  K  (^=1,«.  -.p) 
oder: 

(51)  v^  -2%{nv)  +  K  Ou=i,2,-.  ,p) 

»-=1 

gesetzt  wird.  Dabei  ist  angenommen,  daß  keiner  der  Punkte  ri  mit  a 
zusammenfalle  und  daß  unter  den  Punkten  17  kein  Paar  verbundener 
Punkte  vorkomme.  Nimmt  man  noch  dazu,  daß  unter  dieser  Voraus- 
setzung ^((  ^M(iyy)  +  ^]j  nach  dem  IE.  Satz  von  Null  verschieden  ist, 

da  die  Funktion  (III)  für  0  ==  rj^,  "',ri^  aber  nicht  für  o  =  a  ver- 
schwindet, so  hat  man  schließlich  den 

V.  Satz:   Die  Funktion  d'f[v]j  erhält  einen  von  NuU  verschiedenen 

Wert  für: 

p 

(V)  %-2%(ri.)  +  ^^'^  iM^h^r-'.P) 
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dagegen  verschmndet  sie  und  zwa/r  mit  allen  ihren  Derivierten  der 
jten^  2**",  "'.s—V^  aber  nicht  der  s^  Ordnufig^  wenn: 

(VI)  v^  =2  ^(^^)  +  K  ^^'^''  •  ''^ 

oder: 

p-is 

/ 

gesetzt  wird.  Dabei  ist  stets  angenommen,  daß  keiner  der  Punkte  rj  mit 
der  gemeinsamen  unteren  Grenze  a  der  Integrale  u  zusammenfalle  und 
daß  unter  den  Punkten  rj  kein  Paar  verbundener  Punkte  sidi  befinde. 


§4. 

Die  iwischen  den  Modnlen  einer  hyperelliptisolieii  Theta- 

ftmktioii  bestehenden  Beslehnngen.    Prymsohe  Methode  mr 

Bestimmung  der  Biemannsohen  Konstanten  k^,   ",  k^. 

Aus  dem  letzten  Satze  ergeben  sich  nun  unmittelbar  jene  Eigen- 
schaften^  welche  eine  Thetafunktion  als  eine  hyperelliptische  charak- 
terisieren, und  zugleich  eröfi&iet  sich  bei  dieser  Untersuchung  ein 
neuer  Weg  zur  Bestimmung  der  Riemannschen  Eonstanten  k^f'",k^. 
Dabei  werden  die  genannten  Größen  allerdings  nur  bis  auf  korre- 
spondierende Ganze  der  Periodizitätsmodulen  bestimmt;  es  wird  aber 
andererseits  ein  Zusammenhang  zwischen  ihnen  und  jenem  F.  S.  von 
Per.  Ghar.  nachgewiesen ,  welches  nach  §  1  auftritt,  wenn  man  das 
System  der  p  Normalintegrale  von  einem  Verzweigimgspunkt  zu  den 
2p  +  1  anderen  erstreckt,  und  da  dieser  Zusammenhang  von  der 
Wahl  der  Zerschneidung  der  Fläche  T  unabhängig  ist,  so  liefert  die 
neue  Methode  die  Wertbestimmung  der  Riemannschen  Eonstanten 
k^,  .,,yk  fär  jede  beliebige  Zerschneidung  der  Fläche  T,  sobald  fftr 
sie  die  Charakteristiken  des  genannten  F.  S.  bekannt  sind. 

Zuvörderst  kann  man  zeigen,  daß  k^^'-ykj,  stets  ein  System 
korrespondierender  Halber  der  Periodizitätsmodulen  ist.  Befinden  sich 
nämlich  unter  den  p  Punkten  rj^y  - '  -,  rj^  keine  zwei  verbundenen,  so 
verschwindet  nach  dem  III.  Satz  die  Funktion 

(52)  »i<o)-^u(rj,)-k)) 

in  den  p  Punkten  rj^y-'-fti^^  also  die  Funktion: 
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(53)  *((«(ö)-^«(ij,)-4 

und  daher  auch^  da  für  zwei  yerbundene  Punkte  £  und  i  stets  die 
Relation  (47)  besteht,  die  Funktion: 

(54)  »((- u(o)  +2«a)  -  4 = *((«w  -^<v,) + *)) 

in  den  p  Punkten  '^i,-"  ,^p]  dann  ist  aber  nach  dem  ü.  Satz  pag.  423: 

(55)  ^%(Vy)  -  *^  =^W;,(^.)  +  *^  (M^h^'.P) 

und  folglich 

(56)  2*^  =  0,  cu  =  i,2,.  .,p) 

womit  gezeigt  ist,  daß  das  System  der  p  Größen  \,"'yJc^  ein  System 
korrespondierender  Halber  der  Periodizitatsmodulen  ist;  dessen  Charakte- 
ristik soll  im  folgenden  mit  (x)  bezeichnet  werden. 

Man  gehe  nun  auf  den  Y.  Satz  zurück  und  lasse  darin  an  Stelle 
der  Punkte  rj  Verzweigungspunkte  der  Flache  T  treten.  Wie  in  §  1 
bewiesen  wurde,  geht  das  System  der  p  Normalintegrale  ti^,  ••*,  u^, 
wenn  man  die  Integrale  von  einem  Yerzweigungspunkte  zu  den  2p +1 
anderen  erstreckt,  in  2p  +  1  Systeme  korrespondierender  Halber  der 
Periodizitatsmodulen  über,  deren  Charakteristiken  (a^\  (oj),  •  •  •,  {<hp-\-i) 
ein  F.  S.  von  Per.  Char.  bilden,  und  der  V.  Satz  sagt  nunmehr  aus, 
daß  die  Funktion  d'lv}  samt  allen  ihren  Derivierten  der  1*^,  2***,  •••, 
s  —  1*^  aber  nicht  der  s^^  Ordnung  verschwindet,  wenn  mai>.  für  (y) 
ein  System  korrespondierender  Halber  der  Periodizitatsmodulen  mit 
einer  Chartikteristik  von  der  Form: 

p— 2«+l  j»— St 

(57)  (x+^a)    oder     (x +^a) 

setzt,  dagegen  von  Null  verschieden  ist,  wenn  für  (v)  ein  System  von 
der  Charakteristik: 

(58)  (x  +  Ja) 

gesetzt  wird.  Indem  man  aber  vermittelst  der  Formel  (U)  pag.  240 
die  Thetafunktionen  0'[€]((t7])  einführt,  lautet  dieses  Resultat  dahin, 
daß  die  Funktionen: 

p  — 2«-fl  p—i» 

(59)  H^ +2  oliv}    und     H7c+2a\iv} 

samt  allen  ihren  Deri vierten  der  1***^,  2*^,  •  •  •,  s  —  1*^  aber  nicht  der 
5***  Ordnung  für  (v)  =  (0)  verschwinden,  die  Funktionen: 
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(60)  »[x+JalW 

dagegen  för  (v)  =  (0)  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  besitzen. 
Nun  zeigen  aber  die  Gleichungen: 

rßn     7)/^>i _ f(^ ± ^^) - fW       TIC    A     f(-^±^^)-f(-') 

(bl)      V{0) j-^^ ,       JJ{-  s) -^-j-^ , 

daß  die  Derivierte  einer  geraden  Funktion  eine  ungerade^  die  Deri- 
vierte  einer  ungeraden  Funktion  dagegen  eine  gerade  Funktion  ist; 
daß  also  für  eine  gerade  Funktion  die  1**,  3**,  •••,  2n— 1*"  Derivierte 
ungerade,  die  2***,  4**,  •••,2n**  Derivierte  gerade  Funktionen  sind;  für 
den  Nullwert  des  Arguments  also  die  Derivierten  ungerader  Ordnung, 
aber  im  allgemeinen  nicht  die  gerader  Ordnung  verschwinden;  daß 
dagegen  für  eine  ungerade  Funktion  die  1**,  3*",  •••,  2n— 1*"  Deri- 
vierte gerade,  die- 2**,  4**,  •••,  2n*®  Derivierte  ungerade  Funktionen 
sind,  also  für  den  Nullwert  des  Arguments  die  Derivierten  gerader 
Ordnung,  aber  im  allgemeinen  nicht  die  ungerader  Ordnung  ver- 
schwinden. Ist  also  weiter  von  einer  Funktion  bekannt,  daß  sie  eine 
gerade  oder  ungerade  Funktion  ist,  und  ist  die  erste  für  das  Argu- 
ment Null  nicht  verschwindende  Derivierte  von  gerader  Ordnung,  so 
ist  die  Funktion  selbst  gerade,  ist  sie  von  ungerader  Ordnung,  so  ist 
die  Funktion  selbst  ungerade. 

Diese  Sätze  übertragen  sich  unmittelbar  auf  die  partiellen  Deri- 
vierten der  Funktionen  mehrerer  Argumente  und  gestatten  aus  dem 
unter  (59)  angegebenen  Resultate  sofort  den  Schluß,  daß  die  Funktionen: 

p — 4m-|-l  P — 4»» 

(62)  ^[x+^a]W  und  ^[x+^a]W  (m=i.t.  •) 
gerade,  die  Funktionen: 

p— 4m+8  p— 4w-|-2 

(63)  ^[x+^a](t?)  und  -^[x +^a]([t?])  (w=i.s,-.) 
ungerade  Funktionen  sind,  während  nach  (60)  auch  die  Funktion: 

(64)  »[x+JalW 

eine  gerade  Funktion  ist. 

Nun  kann  man  aber  leicht  zeigen,  daß  die  Charakteristik  [x] 
keine  andere  ist  als  die  pag.  272  eingeführte  und  dort  mit  [n]  be- 
zeichnete Summe  aller  ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  2p  +1 
Charakteristiken  ((24),  (a^),  •••,  (o^p^i).  Zunächst  ist  [x]  jedenfalls  in 
der  Form: 

m 

(65)  M  =  f^a'] 

darstellbar,   wo   die   [a']   gewisse   der  2p  +  1  Charakteristiken  (o^), 
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(oj),  •..,  (o,  ^j)  sind;  addiert  man  nun  zu  der  linken  und  rechten 
Seite  der  Gleichung 

(66)  [0]  =  [x  +2a] 

eine  dieser  Charakteristiken  [a\,  so  erhält  man: 

m— 1  m— 1 

(67)  [a'J  =  [x+^a']  =  [x+J'a]; 

addiert  man  dagegen  eine  der  2p  +  1  —  m  anderen  Charakteristiken 
des  F.  S.,  so  erhält  man: 

m  m-f-l 

(68)  [a  1  =  [x  +2a  +  a]  =  [x  +^a] . 

Daraus  folgt  aber  nach  dem  unter  (62)  und  (63)  Bemerkten,  daß  alle 
Charakteristiken  [a^]  untereinander  von  demselben  Charakter,  und 
ebenso  alle  Charakteristiken  [a ']  untereinander  von  demselben  Charakter 
und  von  entgegengesetztem  wie  die  Charakteristiken  [a']  sind,  daß 
also  [xj  tatsächlich  nach  (65)  gleich  ist  der  Summe  der  unter  den 
2p +1  Charakteristiken  («i),  (oj),  •••,  (c4,+i)  vorkommenden  un- 
geraden (oder  geraden)  Charakteristiken. 

Damit  ist  ein  Mittel  gefunden,  für  jede  beliebige  Zerschneidung 
der  Fläche  T  die  Riemannschen  Konstanten  \y  "^k^hi^  auf  korre- 
spondierende Ganze  der  Periodizitätsmodulen  zu  berechnen,  sobald  das 
dieser  Zerschneidung  gemäß  §  1  entsprechende  F.  S.  von  Per.  Char. 
bekannt  ist. 

Für  die  spezielle  in  §  1  angegebene  Zerschneidung  ergibt  sich, 
wie  schon  unter  (10)  angegeben,  in  Übereinstimmung  mit  dem  in 
§  2  erhaltenen  Resultate: 

w  w= (15  ::;:;)■ 

In  dem  Verschwinden  der  geraden  Funktionen  (62)  samt  ihren 
geraden  Deri vierten  bis  zur  2  m  — 2^^  Ordnung  einschließlich  und  dem 
Verschwinden  der  imgeraden  Den  vierten  der  ungeraden  Funktionen  (63) 
bis  zur  2m  —  1*®^  Ordnung  einschließlich  sehen  wir  eine  Eigenschaft 
vor  uns,  welche  den  allgemeinen  Thetafunktionen  nicht  zukommt, 
vielmehr  den  zur  vorgelegten  Fläche  T'  gehörigen  hyperelliptischen 
Thetafunktionen  eigentümlich  ist,  und  man  hat  daher  als  Eigenschaften 
der  Thetamodulen,  welche  eine  Thetafunktion  als  hyperelliptische 
charakterisieren,  die  folgenden  auszusprechen: 

VI.  Satz:  Erstreckt  man  die  Integrale  in  der  Fläche  T  von  einem 
Verzweiffungspunkte  zu  den  2p  +  1  übrigen,  so  geht  das  System  der 
p  Normalintegrale  u^j  ",  u  in  2p  +  1  Systeme  Jcorresp(mdierender 
Halber  der  Feriodizitätsmodmen  Ober,  deren  Charakteristiken  (a^),  (o,), 
•  •  • ,  (ojy+i)  ein  F.  S.  von  Fer,  Char.  bilden.   Heißt  man  [n]  die  Summe 
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der  ungeraden  (oder  geraden)  unter  ihnen,  so  verschwinden  von  den  der 
Fläche  T'  zugeordneten  Thetafunktionen  für  die  Nullwerte  der  Argumente: 

die  geraden  Funktionen: 

(vni)  ^[w+5»]W    w«d    ^[n+5ö]W; 

die  geraden  Funktionen: 

(IX)  Hn+2a]iv}    und    Hn+2c^]iv} 
mit  aUen  ihren  2*®°  Derivierten; 

die  geraden  Funktionen: 

(X)  »[n+2a]i^}    t*^^    »[n+2o]iv)) 
mit  aUen  ihren  2*®''  und  4*^°  Derivierten; 

die  geraden  Funktionen: 

p— 4m-|-l  P — 4m 

(XI)  Hn+2a]iv}    und    ^[n+^aJW 
mit  aUen  ihren  2^,  4**«»,  .-,  2w  -  2*«»  Derivierten; 

femer  verschwinden  für  die  Nullwerte  der  Argumente: 

die  sämtlichen  V^  Derivierten  der  ungeraden  Funktionen: 

(Xn)  »[n+2ci]iv}    und    ^[n +J^a]((t;)); 

die  sämtlichen  1^  und  3*^  Derivierten  der  ungeraden  Funktionen: 

(XIÜ)  ^[n+5«]W    und    ^[n+5a]W; 

die  sämüichen  1*™*,  3**",    ••,  2in—  1**^  Derivierten  der  ungeraden 
Funktionen: 

(XIV)  ^[n+^aUv}    und    ^[n+S^lW; 

Dieser  Satz  liefert  speziell: 

im  Falle  |>  =  3  die  einzige  Bedingung,  daß  für  (v)  =  (0)  die  ge- 
rade Funktion  -Ö-Ml^vl  verschwindet, 

im  Falle  ^  =  4  die  10  Bedingungen,  daß  fQr  (v)  =  (0)   die  10 

1 
geraden  Funktionen  ^[»]((t?|  und  d'[n+^a]{v}  verschwinden; 
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im  Falle  j>  =  5    die  66  Bedingungen,  daß  fttr   (t?)  =  (0)   die  11 

1 

geraden  Funktionen  -ö"  [w  +  ^a]  ([v}  und  die  55  geraden  Funktionen 

2 

-ö"  [w  +  ^a]  ((v))  verschwinden  und  als  67**  Bedingung,  daß  für  (v)  =  (0) 
die  ersten  partiellen  Deri vierten  der  ungeraden  Funktion  -ö'MIt;))  ver- 
schwinden; 

Beachtet  man  nun,  daß  die  Anzahl  der  Modulen  der  allgemeinen 
|)-fach  unendlichen  Thetareihe  il>  (p  +  1),  die  Anzahl  der  wesentlichen 
Konstanten  des  hyperelliptischen  Gebildes  vom  Geschlecht  p  aber 
2p  —  1  beträgt,  so  ergibt  sich  als  Anzahl  der  zwischen  den  Modulen 
einer  hyperelliptischen  Thetafunktion  bestehenden  wesentlich  ver- 
schiedenen Relationen: 

(70)  ^p(p+i)_(2;,-l)=i.(|,_l)(j,_2); 

dies  sind  im  Falle  p  =  S  1,  im  Falle  p  =  4  3,  im  Falle  p  =  5  6---. 
Vergleicht  man  diese  Zahlen  mit  den  obigen,  so  erkennt  man,  daß 
die  in  dem  VI.  Satz  angegebenen  Bedingungen  nicht  unabhängig  von- 
einander sein  können,  daß  sie  sich  vielmehr,  sobald  p>S  ist,  teil- 
weise müssen  aufeinander  reduzieren  lassen,  die  10  Bedingungen  im 
FaUe  p  ^  4  auf  3,  die  67  Bedingungen  im  Falle  ^  =  5  auf  6,  •  •  • . 
In  welcher  Weise  diese  Reduktion  stattfindet,  soll  im  niedrigsten  Falle 
2>  =  4  jetzt  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  gehe  man  auf  den  XLIII.  Satz  pag.  349  zurück 
und  bezeichne  die  10  Th.  Char.  eines  F.  S.  des  Falles  p  =  4  mit 

(71)  [«o],K],  •••,  KLWLM, 

mit  [n]  aber  die  Summe  der  ungeraden  (oder  geraden)  unter  ihnen. 
Nach  Formel  (LII)  ist  dann: 

^ 

wenn  x^^^,  y^^j  die  dort  unter  (LI)  angeschriebenen  Ausdrücke  be- 
zeichnen. Setzt  man  in  (72)  [co]  =  [w]  auch  (w)  =  (0),  wodurch  y^  ,  =  x^^ 
wird,  so  erhält  man,  da  die  Charakteristiken  [na  ßy]  ungerade,  die 
Größen   Xr^„  n^.  also  Null  sind: 

7 

(73)  ajj^^j  -1-  I n«o;  ß? I  ^[ny]  =^ 2  \^^>  ^""m I  ^[««J- 

Nun  ist  aber: 
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(74)  \na,,ßy\^\n,ß\-\n,y\^\a,,ß\-\a,,y\^ 

-In, /J|.|n,y|.|/J,y|  =  -!n/J,nyi; 
man  kann  daher  die  Gleichung  (73)  auch  in  der  Form: 

7 

(75)  ^[n{f]  =  I w/»,  ny \  x^^^^  +  ^  \nß,  na^ \  x^^, 

•  schreiben^  und  wird  das  darin  enthaltene  Resultat  nun  besser  so  aus- 
sprechen. 

vn.  Satz:  Sind  [a^],  K],  ••,[«»]  die  10  Th,  Chor,  eines  F.  S. 
des  Falles  ^  =»  4,    so  gilt  für  die  Größen: 

p 

(XV)   x,.,^{^ir-' 

die  Gleichung: 

9 

wenn  [w]  die  Summe  der  ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  10  Th. 
Ghar.  [a]  hezeichnet. 

Qeht  man  nun  von  dem  F.  S.  von  10  Th.  Char.  [oq],  [oj],  •  •  • ,  [cc^], 
indem  man  [aj  =»  [0]  setzt,  zu  einem  F.  S.  von  9  Per.  Char. 
(oj),  (flj),  •  •  •,  (og)  über,  so  entsteht  aus  (XVI)  die  Gleichung: 

9 

und  diese  reduziert  sich,  wenn  man  in  ihr 

(77)  („)  =  («)  =  (0),  . 

auch 

*  (78)  (q)  =  (a^a^a^a^) ,         (ö)  =  (a^agOgO^) 

setzt,  auf 

s 

3 

da  alle  Th.  Char.  von  der  Form  [n  +  ^a]  ungerade  sind  und  infolge- 
dessen die  Größen  x^^^^^,  ^[na,]}  ' '  '?  ^[na,]  sämtlich  verschwinden.  Die 
Gleichimg  (79),  bei  der  die  x  durch  die  Gleichung: 
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(80)   x,.,^{-ir^' 

unter  {(f)  und  (ö)  die  Per.  Char.  (78)  verstanden,  definiert  sind,  zeigt 

4 

aber,  da  die  Größen  -ö-  [n  +  ^a]  ((OJ)  von  Null  verschieden  sind,  daß 
das  Verschwinden  von  drei  der  vier  Größen: 

(81)        *[«]fO]),      *[n +  0^3101,      »[n  +  (H]iO},      »[n  +  a,]CO)), 

etwa  der  drei  ersten,  das  Verschwinden  der  vierten  nach  sich  zieht, 
und  da  man  an  Stelle  von  (o,)  jede  der  7  von  (a^)  und  (a^)  ver- 
schiedenen Per.  Char.  des  gegebenen  F.  S.  treten  lassen  kann,  so  ist 

damit  bewiesen,  daß  in  der  Tat  das  Verschwinden  der  10  Funktionen 
1 

"^WW  ^^^  '^•[n +^a](i;])  für  (t?)  =  (0)  aus  dem  Verschwinden  von 

drei  unter  ihnen  folgt. 

Bosenhain^)  hat  in  einem  Briefe  an  Jacobi  vom  3.  IX.  44  zuerst 
auf  die  Schwierigkeiten  hingewiesen,  welche  der  Ausdehnung  seiner  Theorie 
der  ultraelliptischen  Funktionen  erster  Ordnung  auf  beliebiges  p  deshalb 
entgegenstehen,  weil  bei  größerem  p  die  Anzahl  der  Modulen  der  Theta- 
reihe  über  die  Anzahl  der  wesentlichen  Eonstanten  des  hyperelliptischen 
Gebildes  hinausgeht 

Welcher  Art  die  besonderen  Bedingungen  sind,  denen  die  Modulen  der 
hyperelliptischen  Thetafunktionen  genügen,  scheinen  Biemann  und  Weier- 
straß  ^)  sehr  früh  erkannt  zu  haben;  die  erste  Mitteilung  derselben  geschah 
durch  Herrn  Königsberger  ^); 'in  der  obigen  Form  abgeleitet  hat  sie  zuerst 
Herr  Prym*).  Eine  ausführliche  Besprechung  der  Weierstraß-Königs- 
bergerschen  Besultate  findet  sich  bei  Herrn  Pr in gs heim  ^);  hier  ist  auch 
darauf  hingewiesen,  daß  die  im  VI.  Satz  niedergelegten  Bedingungen  für 
die  Modulen  einer  hyperelliptischen  Thetafunktion  nur  als  notwendige  er- 
kannt seien,  und  der  Beweis  dafür,  daß  sie  auch  hinreichend  seien,  noch 


1)  Rosenhain,  Auszug  mehrerer  Schreiben  des  Dr.  Bosenhain  an  Herrn 
Prof.  Jacobi  über  die  hyperelliptischen  Transcendenten.  J.  für  Math.  Bd.  40. 
1850,  pag.  319;  vergl.  dAzu  auch  Jacobi^  Notiz  über  A.  Göpel.  1847.  Ges. 
Werke  Bd.  2.  Berlin  1882,  pag.  146  und:  Zur  Geschichte  der  elliptischen  und 
AbeFschen  Transcendenten.    1847.   Ges.  Werke  Bd.  2.   Berlin  1882,  pag.  616- 

2)  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Abel'schen  Functionen.  1864.  Math. 
Werke  Bd.  1.   Berlin  1894,  pag.  148. 

8)  Eönigsberger,  Über  die  Transformation  der  Aberschen  Functionen 
erster  Ordnung.    J.  für  Math.  Bd.  64.    1866,  pag.  17. 

4)  Prym,  Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweiblättrigen  Fläche. 
Züricher  N.  Denkschr.  Bd.  22.    1867,  pag.  16  u.  f. 

6)  Pringsheim,  Zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  insbeson- 
dere deijenigen  dritter  Ordnung  (q  ^  4).  Hab. -Schrift.  München  1877  und 
Math.  Ann.  Bd.  12.    1877,  pag.  436. 
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ausstehe;  für  den  speziellen  Fall  |>  =  4  wird  dieser  Beweis  durch  Herrn 
Pringsheim  erbracht. 

Die  obige  Reduktion  der  10  Bedingungen  des  Falles  p  =  A  auf  3 
stammt  von  Herrn  Not  her*),  von  welchem*)  auch  die  entsprechende  Re- 
duktion der  67  Bedingungen  des  Falles  p  =  5  auf  6  durch  den  Nachweis 
geleistet  wird,  daß  die  Annahme: 

(82)  H»<Hm)  =  H»<h\ioli *[»«5]([0|  -  0 

das  Verschwinden  der  15  weiteren  Größen: 

nach  sich  ziehe;   die   einzige   weitere  Annahme  '^[^^nlC^I  ^  ^  ^^^^  ^' 

2 

dann  das  Verschwinden  aller  noch  übrigen  45  Funktionen  &\n  4-  ^a\lM 
und  das  Verschwinden  der  partiellen  Deri vierten  der  Funktion  -^[«Jl^l 
für  (v)  =  (0)  bedinge. 

Weierstraß')  hat  endlich  zuerst  auf  die  Tatsache  hingewiesen,  daß 
aus  einer  hyperelliptischen  Thetafunktion  zwar  durch  eine  lineare,  nicht 
aber  durch  eine  Transformation  höheren  Grades  immer  wieder  eine  hyper- 
elliptische Thetafunktion  hervorgehe. 


§5. 
Das  Additioiistheorein  der  hyperelliptlsolieii  Thetafimktionen. 

Man  gehe  auf  den  XXXVHI.  Satz  pag.  307  zurück  und  nehme 
on^  daß  die  in  den  Definitionsgleichungen  (XXX YEI)  der  Größen 
Xy  y  auftretenden  Thetafunktionen  spezielle,  hyperelliptische  seien. 
Setzt  man  dann  das  Argumentensystem  (u^^^)  =  (0),  so  verschwinden 

alle  Größen  tfr^  mit  Ausnahme  derjenigen  (  ) ;  deren  Gharakte- 

p 
ristiken  [i?]  die  Form  [n  +  ^a]  haben.    Eine  jede  dieser  Größen  y 
aber  läßt  sich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  auf  2^"*"^  Weisen  durch 
je  2^  Größen  x  linear  ausdrücken. 

Zu  dem  Ende  leite  man  zunächst  aus  der  Gleichung  (XLII) 
pag.  309,  die  man,  indem  2^  =  r  gesetzt  wird,  in  der  Form: 

r— 1  r— 1 

(84)  2 1 5,  a^ !  »i,aj  =  i  ^;  5 1  2 1  "i'  ^  I  %*.] 

1)  Nöther,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  vier  Argumenten.  Math. 
Ann.  Bd.  14.    1879,  pag.  248. 

2)  Nöther,  Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  beliebig  vielen  Argu- 
menten.   Math.  Ann.  Bd.  16.    1880,  pag.  270. 

8)  Königsberg  er,  Über  die  Erweiterung  des  Jacobischen  Transformations- 
prinsdps.    J.  für  Math.  Bd.  87.    1879,  pag.  178. 


X, 


[Ca^] 
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schreibe,  und  in  der  A  und  jB  irgend  zwei  adjungierte  Gruppen  vom 
Range  'p  bezeichnen,  durch  Vertauschung  von  A  und  3  die  weitere: 

r  — 1  r  — 1 

(85)  ^%\\y^,n,,^-\nA\^\^y<^^ 

ab;  greife  nun  aus  den  2^+1  Per.  Ghar.  des  zur  vorgelegten  Fläche 
T'  im  Sinne  des  §  1  gehörigen  F.  S.  von  Per.  Char.  p  beliebige 
heraus,  die  mit  («i),  (a,),  •  •  •,  (a^)  bezeichnet  seien,  und  bilde  die  zu 
ihnen  als  Basischarakteristiken  gehörige  Gruppe  A  von  2^  Per.  Char. 
Identifiziert  man  dann  in  den  Formeln  (84)  und  (85)  die  Gruppe  A 
mit  der  soeben  gebildeten,  so  ist  an  Stelle  von  B  jene  Gruppe  von 
^  Charakteristiken  zu  setzen,  welche  auf  |>  linearunabhangige  zu 
den  Per.  Char.  (aj,  (a,),  •  •  •,  (a^)  syzygetische  Per.  Char.,  etwa: 

(86)  (ft)  =  («,+i(^p+i),      (A)  =•  (s+»«2,+i).  •  •  •;  (/»p)  =  («t,«2p+i) 

als  Basischarakteristiken  aufgebaut  werden  kann.  Setzt  man  dann 
noch,  indem  man  wie  immer  mit  [n]  die  Summe  der  ungeraden  unter 
den  2|>+  1  Per.  Char.  des  F.  S.  bezeichnet,  an  Stelle  von  \y\\  die  Char.: 

(87)  Kl^CwaiOj    ••«,], 

so  verschwinden,  wie  man  unmittelbar  sieht,  auf  den  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (84),  (85)  infolge  der  oben  gemachten  Voraus- 
setzungen alle  Größen  ^[„a  ]  ^^^  y^ft]»  ^^^  welche  (>  >  0  ist,  und 
man  erhalt  so  die  Gleichungen: 

(88)  yw\^^W,^\\H^^i 

r  —  \ 


zu  denen  man  noch  bemerken  kann,  daß  y^  j,  da  (o^),  (a,),  •••,  (a^) 
aus    den    2|>  +  1    Per.  Char.    dos   F.  S.   wiUkürlich    herausgegriffen 

sind,  der  Repräsentant  einer  beliebigen  der  (  ^  "•    j  nicht  verschwin- 
denden Größen  y  ist. 

In  den  beiden  Formeln  (88)  und  (89)  kann  man  für  [£]  jede 
der  V^  Th.  Char.  setzen;  es  entstehen  aber,  wie  pag.  310  auseinander- 
gesetzt wurde,  auf  diese  Weise  aus  jeder  Formel  im  Gfanzen  nur 
2^  verschiedene  Gleichungen;  und  zwar  gewinnt  man  die  in  (88)  ent- 
haltenen Gleichungen,  indem  man  mit  (dj),  (dj),  •  •  •,  (d^)  iß  Per.  Char. 
bezeichnet,  die  zusammen  mit  den  Per.  Char.  (/J^),  (/S^),  •  •  •,  (/J^) 
2|>  linearunabhängige  Charakteristiken  bilden,  etwa: 

(90)     (*0  =  («1  «,,^0,     (*,)  =  («t  «.p+i),  •••,(*,)  =  («,«,,+1) , 
mit   (c^),  (dj),  '••,  (rfr-i)   ^ö  2^  P®^-  Char.  der  auf  ihnen  als  Basis 
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aufgebauten  Oruppe,  mit  [Sq]  aber  eine  willkürlich  bleibende  Th. 
Char.  und  dann  in  (88)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die 
2P  Th.  Char.  [^d^L  [So^il;  ••;  [So^r-i]  ^^^  ^^^'  Ent^rechend 
gewinnt  man  die  in  (89)  enthaltenen  2^  verschiedenen  Gleichungen, 
indem  man  mit  (y^),  (y,),  •••,  (y^)  p  Per.  Char.  bezeichnet,  die  zu-, 
sammen  mit  den  Per.  Char.  (o^),  (a,),  •  •  •,  (a^)  2p  lineaninab- 
hangige  Per.  Char.  bilden,  etwa: 

(91)         (yi)  =  («,+i),    (y.)  =  («p+»)'  •  •  •'  W  =  («ip)> 

mit  (Cq),  (Ci),  •  •  •,  (Cr-i)  ^®  2**  Per.  Char.  der  auf  ihnen  als 
Basis  aufgebauten  Oruppe,  mit  [i^  aber  eine  willkürlich  bleibende 
Th.  Char.  und  dann  in  (89)  an  Stelle  von  [g]  der  Reihe  nach  die 
2P  Th.  Char.  [goCol;  [£o^i];  ' '>  [6o^r-i]  treten  laßt.  Setzt  man  dann 
schließlich  noch  [^]  =  [17 J,  so  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise 
aus  (88)  und  (89)  die  beiden  folgenden  Systeme  von  je  2^  Gleichungen: 

r— 1 

^'"^  (2=0,1,        ,r-l) 

r  —  l 

Sowohl  die  rechten  Seiten  der  2'*  Gleichungen  (92),  wie  die  rechten 
Seiten  der  2^  Gleichungen  (93)  enthalten  zusammen  die  sämtlichen 
2^p  Größen  x  und  jede  nur  einmal,  und  da  durch  Addition  der 
2^  Gleichungen  eines  jeden  der  beiden  Gleichungensysteme  die  dem 
Systeme  (XXXIX)  pag.  308  angehörige  Gleichung: 

(94)  2^yw=2l^o,^l^w 

[•] 

hervorgeht,  so  repräsentieren  dieselben  eine  merkwürdige  Zerspaltung 
dieser  Gleichung. 

Die  Verschiedenheit,  welche  hinsichtlich  der  Gestalt  der  Basen 
der  auf  den  rechten  Seiten  von  (88)  und  (89)  auftretenden  Gruppen  Ä 
und  B  herrscht,  verschwindet,  wenn  man  statt  des  F.  S.  der  2p  +  1 
Per.  Char.  (0^),  («,),  •••,  (cc^p+i)  ein  durch  Addition  und  Hinzunahme 
einer  beliebigen  Th.  Char.  [aÜ]  daraus  abgeleitetes  F.  S.  von  2p  +  2 
Th.  Char.  [ai],  [ai],  •••,  [aj^+i]  einfahrt.     Da  nämlich: 

(95)  («i)  «  (ii  a'i) ,      (a,)  =  (ai  ai) ,  •  •  • ,  (a,)  =  («i  a^) 

ist,  so  wird  die  Gruppe  Ä  von  allen  Kombinationen  gerader  Ordnung 
der  p  +  1  Charakteristiken  [  cto]  f  [o^i] ;  * "  9  [^]  gebildet  und  das  auf 
der  rechten  Seite  von  (89)  stehende  System  der  2^  Charakteristiken 
[gaj  ((>  =  0,  1,  •  •  •,  r— 1)  gehty  wenn  man  noch  die  beliebige  Charakte- 
ristik   [i]    durch    [g^o]    ersetzt,    in    das    System    der   2^  Th.  Char. 
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[fa^]  (p  =  0, 1,  •  •  •,  r  —  1)  über,  wo  [ai],  [a[],  •  •  •,  [a^-i]  die  wesent- 
lichen Kombinationen  der  p  +  1  Th.  Char.  [oj],  [aj],  •  •,  [a^]  sind. 
In  derselben  Weise  besteht  die  Gruppe  B  mit  der  Basis: 

(96)     (ft)  =  («i+iajp+i),     (ßi)  =  (a;  +  2a2p+i),  '  *  *;  (ßp)  =  («ipasp  +  i) 

'  aus  allen  Kombinationen  gerader  Ordnung  der  p  +  1  Charakteristiken 
["p+i]>  ["i+s]?  •••;  [<^2p+i]  ^^^  ®s  geht  das  auf  der  rechten  Seite  von 
(88)  stehende  System  der  2^  Charakteristiken  [g6^]  (p  =  0,  1,  •••,  r— 1), 
wenn  man  hier  [S^p+i]  statt  [g]  schreibt,  in  das  System  der  2^  Th.  Char. 
[gjy  {(f  =  0, 1,  •  •  •,  r  —  1)  über,  wo  [6i],  [6i],  •  •  •,  [K-i]  die  wesent- 
lichen Kombinationen  der  |>+lTh. Char.  [«p+i],  [a2p+8],--,[«2p+i]  sind. 
Da  endlich  infolge  der  pag.  287  bewiesenen  Beziehung 

(97)  W  =  M  +  F+TW 

auf  den  linken  Seiten  von  (88)  und  (89): 

(98)  [%]  =  K«  •  •  •  <]  =  [w' «;+!«;+,  •  •  •  ai,^i] 

wird,  so  kann  man  die  Resultate  dieses  Paragraphen  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen: 

vm.  Sats:  Man  teile  die  2p+2  Charakteristiken  [o^'],  [«i'];---;[«8p+i] 
jenes  F,  S.  von  Th.  Char,,  welches  a/us  dem  im  VL  Sata  genannten  F.  S. 
van  Per.  Char.  durch  Addition  und  Hinmnahme  einer  bdiebigen  Th.  Char. 
[a^]  hervorgeht,  in  zwei  Hälften,  [a^],  [o^'],  •  •,  [O  die  eine, 
[«P+i];  [«P+s],  •••;  [«2p+i]  die  andere,  nenne  M,  [oj'],  ..,  [aZ-i] 
die  r=^2P  Th,  Char.  des  Systems  mit  der  Basis  [«qT,  KT,  •  •  •,  [%], 
dagegen  [h^],  [6/],  •  •,  [6r'-i]  die  r^  2p  Th,  Char.  des  Systems  mit 
der  Basis  [«p'+i],  [«p+s],  •  •  •;  [^ip+i]}  wnd  bezeichne  mit  [n^  die 
Summe  der  ungeraden  (oder  geraden)  unter  den  2p +  2  Charakteristiken 
[«'],  mit  [rj^  die  Charakteristik: 

(XVII)       [i?o]  =  [n  ao'«i'  •  •  •  <]  =  [w'a;+ia;+2  •  •  •  «sp+i], 

mit  [g]  aber  eine  beliebige  Th.  Char.    Bildet  man  dann  aus  den  zur 
vorgelegten    Fläche   T'   zugeordneten    hyperelliptischen    Thetafunktionen, 
während  man  unter  u  ,  v^,  w^   (|ü  =  1,  2,  •  •  •,  p)  unabhängige  Variable 
versieht,  die  Ausdrücke 
p 

^(.,  =  (-!/*=' 

(xvni) 

*h+(»+ff]C«+»l*['2+<»]CM+«'K[^+tf]C»+«'}*[ 
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SO  bestellen  zuoisdien  diesen  die  Gleichungen: 

r— 1 

(XIX)  ^[,^3  =2^ ho;  5^1  %a^], 


e=o 

r  — 1 


(XX)  yw=2'l%^5VI%^',r 

Vermittelst  dieser  Glekhimgen  Icunn  man  jede  der  l^^  \  von  NuU 
verschiedenen  Größen  y  auf  2  •  2^  Weisen  durch  je  2^  Größen  x  dar- 


Aus  den  Formeln  (92)  und  (93)  oder  (XIX)  und  (XX)  ergeben 
sieh  für  («?)  =  (— v),  indem  man  zwei  Formeln  mit  der  gleichen 
Charakteristik  [17  +  q]  durcheinander  dividiert^  Additionstheoreme 
für  die  Quotienten  hyperelliptischer  Thetafanktionen;  für  {y)^{w)^(0) 
dagegen  Relationen  zwischen  diesen  Funktionen^). 

Die  Formel  (89)  stimmt  im  wesentlichen  mit  einer  von  Herrn  Königs- 
berger*) mitgeteilten  Weierstraßschen  Formel  überein;  die  Formeln  (92) 
und  (93)  sind  von  Herrn  Prym')  angegeben  worden.  Herr  Frobenius*) 
hat  gezeigt,  wie  man  aus  den  obigen  Additionstheoremen  jene  Belationen 
ableiten  kann^  welche  im  hyperelliptischen  Falle  zwischen  den  Nullwerten 
der  geraden  und  der  Derivierten  der  ungeraden  Thetafanktionen  bestehen 
und  welche  im  Falle  p  =  2  schon  von  Rosenhain*),  im  Falle  eines  be- 
liebigen p  zuerst  von  Herrn  Thomae*)  angegeben  wurden. 


1)  Vergl.  dazu  Pringsheim,  Zur  Theorie  der  hyperelliptischen  Func- 
tionen etc.  Hab. -Schrift.  München  1877  und  Math.  Ann.  Bd.  12.  1877,  pag.435; 
Relationen  zwischen  hyperelliptischen  Thetafunktionen  haben  aus  den  alge- 
braischen Ausdrücken  für  die  Thetaquotienten  Brioschi  (La  relazione  di 
Göpel  per  funzioni  iperellittiche  d'  ordine  qualunque.  Ann.  di  Mat.  (2) 
Bd.  10.  1882,  pag.  161),  Brunei  (£tude  sur  les  relations  alg^riques  entre  les 
fonctions  hyperelliptiques  de  genre  3.  Ann.  de  r£Sc.  norm,  sup^r.  (2)  Bd.  12. 
1888,  pag.  199)  und  Craig  (On  quadruple  Thetafunctions.  Am.  J.  Bd.  6.  1884, 
pag.  14  u.  183)  abgeleitet. 

2)  Königsberg  er,  Ober  die  Transformation  etc.  J.  für  Math.  Bd.  64. 
1866,  pag.  17. 

3)  Prym,  Untersuchungen  über  die  Riemann'sche  Thetaf.  etc.  Lpz.  1882, 
pag.  94. 

4)  Frobenius,  Über  die  constanten  Factoren  der  Th etareihen.  J.  für  Math. 
Bd.  98.    1886,  pag.  244. 

'  6)  Rosenhain,  Memoire  sur  les  fonctions  etc.  Mäm.  präs.  Bd.  11.  1851, 
pag.  483;  dazu:  Weber,  Über  die  Eummer'sche  Fläche  etc.  J.  für  Math.  Bd.  84. 
1878,  pag.  882;  Krause,  Ueber  einige  Differentialbeziehungen  im  Gebiete  der 
Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  (Erste  Mitteilung).  Math.  Ann.  Bd.  26. 
1886,  pag.  1  und:  Die  Transformation  der  hyperell.  Funkt,  etc.  Lpz.  1886,  pag.  47. 
6)  Thomae,  Beitrag  zur  Bestimmung  von  ^(0,  0,  •  •,  0)  durch  die  Klassen- 
moduln algebraischer  Functionen.    J.  für  Math.  Bd.  71.    1870,  pag.  201. 


Elftes  Kapitel. 

Die  rednzlerbaren  Abelschen  Integrale 
und  die  zngeMrigen  Thetafanktionen. 

§1. 

Bedniction  Abelsober  Integrale  auf  eUiptiaohe. 

Gegeben  sei  ein  Abelsches  Integral  erster  Gattung '): 
(1)  u^jF{x,y)dx, 

welches  durch  die  Substitution: 


(2)  l  =  ^{x,y),     6  =  Vl{\-%){l-<^i)^W(x,y), 

WO    0{Xy  y)   und    ^{x,  y)   rationale  Punktionen   von   x  und   y  be- 
zeichnen^ auf  das  elliptische  Integral: 


(»)  /? 


reduziert  werde.     Da  die  2p  Periodizitatsmodulen  des  AbeLschen  In- 
tegrals (1)  geschlossene  Integrale  in  der  Riemannschen  Fläche  (ic,  y) 


1)  Man  kann  das  Problem  der  Reduktion  Abelscher  Integrale  auf  ellip- 
tische mit  Hilfe  eines  im  wesentlichen  auf  Abel  (Pr^cis  dWe  thäorie  des  fonc- 
tions  elliptiques.  1829.  Oeuvres  compl.  Bd.  1.  Christiania  1881,  pag.  618)  zu- 
rückgehenden Satzes,  den  Herr  Königsberger  (üeber  die  Reduction  hyper- 
elliptischer  Integrale  auf  elliptische.  J.  for  Math.  Bd.  86.  1878,  pag.  278; 
üeber  eine  Beziehung  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen  Integrale 
zur  Reduction  gewisser  Klassen  AbeFscher  Integrale  auf  eUiptische.  J.  für  Math. 
Bd.  86.  1879,  pag.  317;  Über  die  Reduction  AbeFscher  Integrale  auf  elliptische 
und  hyperelliptische.  Math.  Ann.  Bd.  16.  1879,  pag.  174;  Ueber  die  Reduction 
Abel'scher  Integrale  auf  niedere  Integralformen,  speciell  auf  elliptische  Integrale. 
J.  für  Math.  Bd.  89.  1880,  pag.  89  und:  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen.  Lpz.  1882)  wiederholt  eingehend  erörtert 
und  bewiesen  hat,  tatsächlich  auf  die  Integrale  erster  Gattung  beschränken,  da 
nach  diesem  Satze  immer,  wenn  unter  den  Integralen  einer  Klasse  sich  solche 
finden,  die  auf  elliptische  Integrale  reduzierbar  sind,  diese  Reduktion  auch  für 
ein  Integral  erster  Gattung  der  Klasse  stattfindet. 
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sind,  ihnen  also  auch  gemäß  der  Substitution  (2)  geschlossene  Inte- 
grale in  der  Fläche  (S,  ö)  entsprechen,  so  setzeai  sich  die  2p  Perio- 
dizitätsmodulen  o^  (a  =  1,  2,  •••,  2p)  des  Integrals  (1)  aus  den  zwei 
Periodizitätsmodulen  t;^,  v^  des  Integrals  (3)  zusammen  in  der  Form: 

(4)  C3„  =  W„i  Vi  +  W„,  V,  ,  («==1, 8,    .  - , %p) 

wobei  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Dieser  Satz  gilt  auch  umgekehrt.  Setzen  sich  nämlich  die  2p 
Periodizitätsmodulen  o^  (a  =  1,  2,  ••-,  2p)  aus  zwei  Größen  v^^,  v,  zu- 
sammen in  der  Form  (4),  so  ist  das  zugehörige  Abelsche  Integral 
stets  auf  ein  elliptisches  reduzierbar.  Zunächst  hat  man  zu  zeigen, 
daß  die  beiden  Größen  v^  v^,  welche  in  den  Gleichungen  (4)  auf- 
treten, stets  als  Perioden  einer  doppeltperiodischen  Funktion  ge- 
nommen werden  können,  wozu  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß, 
wenn  q^,  q^  ihre  reellen,  6^%,  ö^i  ihre  lateralen  Teile  bezeichnen: 

(5)  Qi<fi-9i<fi^^ 

ist.  Bezeichnet  man  aber  den  reellen  Teil  von  o^  mit  17^,  den  late- 
ralen mit  ^^t,  so  ist  nach  (4)  pag.  129: 

und  da  auf  Grund  von  (4): 

(7)  Va-^ax9l+^a%Q%J  5«  =  »»«1<^1  +  W«2<^8      («=1,2,  •  -  •  ,l,i) 

also: 

ist,  so  ist  in  der  Tat  Qi^i^  —  Q^^i  von  Null  verschieden  und  man 
kann  die  Reihenfolge  von  v^  und  v^  so  wählen,  daß 

(9)  Qx<it'-Q%^i>^ 

ist,  dann  ist  aber  stets  auch: 


^'Ki^ 


(10)  ^Kl^P  +  M  -  ^p  +  A*,l%2)  >  0. 

/I=l 

Ist  nun  k{u)  eine  einwertige,  mit  den  Perioden  v^,  v,  doppelt- 
periodische Funktion  der  komplexen  Veränderlichen  ti,  welche  im 
Endlichen  keine  wesentlich  singulare  Stelle  besitzt,  so  wird  A(ti), 
wenn  man  fOr  u  das  Abelsche  Integral  erster  Gattung  (1)  setzt,  zu 
einer  rationalen  Fimktion  ä>(a:,  y)  von  x  und  y.    Es  wird  daher  weiter: 


(11) 


dX{u)    du  _  d^ 
du      dx  ~~  dx 
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oder: 


(12) 


du         dx 


dx       dl{u) 
du 


Ist  nun  speziell  k{u)  eine  Funktion^  die  im  Periodenparallelogramme 
nur  an  zwei  Stellen  cx>^  wird^  sodaß: 

(13)  ^  =  l/^*  +  6A»  +  cA«  +  dA  +  e 

ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (12): 

d^ 

(14)  ^  ä^  ^^ 


dx       ya#*+6*»+c**+d*  +  e 

und  es  geht,  wenn  man  die  rationale  Funktion  9{Xj  y)  als  neue 
Variable  wählt,  das  Integral  u  in  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  über.^) 

I.  Sats:    Wird  das  Abdsche  Integral  erster  Gattung: 

(I)  SF{x,y)dx 

durch  eine  Substitution: 


(ü)       ^-^0{x,  y),    n(i  - 1)  (1  -  <?i)  -  n^. »), 

wo  0(x,  y)  und  W{x,  y)  rationale  Funktionen  von  x  und  y  sind,  cmf 
das  elliptische  Integral: 

reduziert,  so  setzen  sich  seine  2p  Periodizitätsmodulen  C3^  (a  =  1, 2,  •  •,  2p) 
aus  den  beiden  Periodizitätsmodulen  Vj,  v,  dieses  letzteren  zusammen  in 
der  Fortn: 

(IV)  CD^^W^iVi  +  W^jVj,  (a  =  l,8,...,2p) 

wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen,  —  Setzen  sich  umgekehrt  die  2p 
Periodizitätsmodulen  a^  eines  Äbdschen  Integrals  aus  zwei  Größen  v^,  v, 
zusammen  in  der  Form  (IV),  so  ist  dasselbe  stets  durch  eine  Substitution 
von  der  Form  (II)  auf  ein  elliptisches  Integral  reduzierbar. 

Man  nehme  jetzt  an,  daß  die  2p  Periodizitätsmodulen  cd^ 
(a  =  1,  2,  •  •  • ,  2p)  eines  Abelschen  Integrals  (I)  sich  aus  zwei  Größen 
Vi,  Vj  zusammensetzen  lassen  in  der  Form  (TV),  wobei  man  voraus- 


1)  Appell  et  Goursat,  Theorie  des  fonctions  alg^briques  et  de  leurs  in- 
tegrales.   Paris  1896,  pag.  868. 
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setze;  daß  weder  die  2p  Zahlen  m^^,  noch  die  2p  Zahlen  m^,  einen 
gemeinsamen  Faktor  besitzen,  und  stelle  sich  die  Aufgabe,  das  System 
der  4p  Multiplikatoren: 

,.^.  ^17    ^^7    "f    ^p,l 

durch  ganzzahlige  lineare  Transformation  der  Perioden  a^  auf  eine 
möglichst  einfache  Form  zu  bringen.  Führt  man  aber  an  Stelle  der 
Perioden  aj  neue  a/  ein  mit  Hilfe  einer  ganzzahligen  linearen  Trans- 
formation: 

(16)  (X)'fi  =  ^,Cßa(Oaj  i^i=l,%--,2p) 

bei  der  die  Cß^  4p^  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  den  pag.  242 
angegebenen  Kelationen  genügen,  so  wird: 


(17) 

a)'(i-=-m'^tVi  +  mfliV2, 

0J=>,«,- 

•.«J») 

wo: 

4fT                                   ^fr 

(18) 

a=l                                                     a=l 

(/^=1,«,- 

»«1») 

ist.  Man  bemerke  nun  vorerst.  Nach  (10)  besitzt  die  dort  auf  der 
linken  Seite  stehende  Summe  einen  positiven  Wert,  nennt  man  den- 
selben kj  setzt  also: 

so  ist,  da  auf  Orund  der  Relationen  (8)  pag.  242: 

(20)    ^(w;im;+^,2— w;+^,iw;2)  ^  ^  (^^ii^^^.«.» — ^^v^-ua  ^uj) 

ist,  auch: 

(21)  ^(»*i*iwi-h/..8-w;+^,i  w;»)  =  i; 

es  wird  also  der  Wert  des  Ausdruckes  (19)  durch  lineare  Trans- 
formation der  Perioden  cd  nicht  geändert. 

Man  lasse  nun  weiter  an  Stelle  der  Transformation  (16)  jene 
speziellen  ganzzahligen  linearen  Transformationen  treten,  aus  denen 
nach  dem  V.  Satz  pag.  153  jede  beliebige  ganzzahlige  lineare  Trans- 
formation zusammengesetzt  werden  kann,  und  betrachte  das  jedesmal 
durch  die  Gleichungen  (18)  gelieferte  System  von  Zahlen  m\ 
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Der  Transformation  A  entspricht  ein  System  von  Zahlen  m, 
welches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die 
Elemente  der  p  +  p*^  Vertikalreihe  zu  denen  der  p*^  addiert. 

Der  Transformation  B  entspricht  ein  System  von  Zahlen  m', 
welches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die 
Elemente  der  p*^  Vertikalreihe  mit  denen  der  p  +  p**^  vertauscht, 
nachdem  man  diese  letzteren  zuvor  mit  —  1  multipliziert  hat. 

Der  Transformation  C^^  entspricht  ein  System  von  Zahlen  m, 
welches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß  man  die 
Elemente  der  <y*^  Vertikalreihe  zu  denen  der  p*®^  addiert  und  gleich- 
zeitig die  Elemente  der  p  +  p*^  Vertikalreihe  von  denen  der  p  +  <^ 
subtrahiert. 

Der  Transformation  D  entspricht  endlich  ein  System  von 
Zahlen  m,  welches  aus  dem  Systeme  (15)  dadurch  hervorgeht,  daß 
man  die  Elemente  der  p*^  Vertikalreihe  mit  denen  der  <y*®'*  und 
gleichzeitig  die  Elemente  der  p  +  p**"  Vertikalreihe  mit  denen  der 
p  +  <y*^  vertauscht. 

Indem  man  nun  zunächst  nur  die  Elemente  der  zweiten  Hori- 
zontalreihe ins  Auge  faßt,  kann  man  durch  passend  gewählte  Trans- 
formationen -4^,  B  (p  =  1,  2,  •  •  •,  ^)  aus  dem  Systeme  (15)  ein  neues 
ableiten,  bei  dem  m^^  =  m^^  =  . . .  =sw^2  =  0  ist,  und  hierauf  aus 
diesem  durch  Transformationen  C?  ^  (9,  <y  =  1,  2,  •  •  •,  p)  ein  neues,  bei 
dem  auch  p—1  der  p  Zahlen  m^^i^^y  *^j»+«,«y  '"f  *^«j>,8  ^^^  Wert 
Null  besitzen;  die  p^  dieser  Zahlen  liat  dann  wegen  (10)  einen  von 
Null  verschiedenen  Wert  und  zwar,  da  ihr  absoluter  Betrag  mit  dem 
größten  gemeinsamen  Teiler  der  2p  Zahlen  m^,  m^^  •••,  wi^^j  über- 
einstimmt, den  Wert  +  1.  Diesen  Wert  kann  man  endlich,  falls  er 
—  1  ist,  durch  eine  Transformation  B^  in  +  1  verwandeln  und  durch 
eine  Transformation  D  an  die  p+l*®  Stelle  bringen,  sodaß  die 
Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe  schließlich  die  Werte  0,  0,  •  •  •,  0; 
1,  0,  •••,0  besitzen,  und  es  hat  dann  in  der  ersten  Horizontalreihe 
auf  Grund  von  (19)  m^  den  Wert  ft,  während  man  Wp+i[i,  indem 
man  Vg  +  ^'^p^.  1,1^1  neuerdings  als  Größe  v^  einführt,  gleich  Null 
machen  kann. 

Indem  man  nun  die  1*®  und  p  +  V^  Vertikalreihe  aus  dem  Spiele 
läßt  und  die  2p  —  2  übrigen  Elemente  ♦,  m^i,  Wj^,  •  •  •,  m  i,  ♦,  w^+2,1, 
^j,+s,ij  "'}  ^ip,i%^^^  ersten  Horizontalreihe  ins  Auge  faßt,  kann  man 
in  der  gleichen  Weise  wie  vorher  zuerst  durch  passend  gewählte 
Transformationen  A  ,  B  (p  =  2,  3,  •••,!>)  ein  neues  System  ableiten, 
bei  dem  Wjj  ==  m^^  =  •  •  •  =  m^j  =  0,  und  hierauf  aus  diesem  durch 
Transformationen  (X^,  D^^  (p,  <J  ==  2,  3,  •••, p)  ein  neues,  bei  dem 
auch  w^+8,1  =  •  •  •  =  ^2^,1  =  0  ist. 

Aus  dem  Systeme  (15)  ist  auf  diese  Weise  das  System: 
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m-\  *'^'®'  ■■■'^'    0,  m,^,.„0,  ••■,0 

^     ^  0,  0,  0,  ...,0;     1,       0,      0,  ...,  0 

hervorgegangen;  und  man  wird  dabei  entsprechend  der  früheren  An- 
nahme Tc  und  vn^^^^i  als  relativ  prim  voraussetzen. 

Im  Faüe  k^l  kann  man  endlich  durch  m^^.,]- malige  Anwen- 
dung der  Transformation  B^^B^^C^^B^B^,  welche  die  Subtraktion  der 
Elemente  der  1**°  Vertikalreihe  von  denen  der  p  +  2**°  und  der  2*^ 
von  denen  der  p  +  1**°  bewirkt,  das  System  (22)  auf  die  einÜEUshste 
Form: 


(23)                       1,0,0,...,0; 

0,0,0,.. 

•,o 

('^)                       0,0,0,...,0; 

1,  0,  0,  . . 

•,o 

bringen,  und  es  ist  dann: 

(24)                                  a,,-.=  t;„ 

c,+i  =  v„ 

während  die  2p  — 2  übrigen  Größen  cd  den  Wert  Null  besitzen. 

Im  FaUe  Ä;  >  1  leite  man  aus  (22)  zunächst  durch  die  Trans- 
formation B^C^^B^^  ein  neues  System  ab,  bei  dem  die  Elemente  der 
ersten  Horizontalreihe  die  Werte: 

(25)  Ä,  k,0," .,  0;     -  w^+,,1,  w^+«,i,  0,  •  •  ,  0 

besitzen,  und  hierauf  durch  Transformationen  A^,  B^  daraus  ein  neues, 
für  welches  diese  Elemente: 

(26)  t,0,0,  ...,0;     -m,^,,i,  1,0,  ...,  0 

sind,  während  die  Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe  jedesmal  un- 
geändert  geblieben  sind,  und  bringe  so,  indem  man  schlieSlich  noch 
die  Größe  Vj—  Wp+j^i  v^  neuerdings  als  Größe  v,  einführt,  das  System 
(22)  auf  die  einfachste  Form: 

.2^.  Ä,0,0,...,0;    0,  1,0,...,0 

^     ^  0,0,0,  ...,0;     1,0,0,  ...,0, 

sodaß: 

(28)  CDi^ÄV,,      CD^  +  i  =  V8,      CD^  +  2=Vi 

ist,  während  die  2p— S  übrigen  Größen  cd  den  Wert  Null  besitzen. 
Man  hat  so  den 

n.  Satz:  Setzmsi€hdi€2pPeriodmtätsmodulenfi}^{a^l,2,''',2p) 
eines  Äbdschen  Integrals  erster  Gattung  aus  zwei  Größen  v^y  v^  zusammen 
in  der  Form  (IV)  tmrf  setzt  man: 
p 

(V)  2  Kl  ^P  +  f,2  -  '^P  +  /*.l  ^/u2)  =  ±  *, 

/*  =  ! 

SO  hmn  man  dieses  Integral  stets  dmch  eine  lineare  Transformation  so 
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umformen,  daß  unter  Hinzunahtne  eines  pokssend  gewählten  konstanten 
Faktors  seine  Pertodizitätsmodulen: 


«2«=0; 


1. 

im 

Falle  jfc  =  l; 

(VI) 

(0,= 

=  Ä  t,    Oj  =  •  • 

=  c. 

=  0; 

Cp+i-ö, 

«»,+«  = 

•  • 

2. 

im 

Fcäie  k>  1: 

(Vü) 

0)1  = 

=  3tt; 

(0,= 

•••  =  0,,= 

0; 

c,+i  =  «, 

«,+«  = 

st 

«»,+»=••• 

=  ««,= 

0 

sind,  wo  a  eine  komplexe  Größe  mit  negativem  reellen  Teile  bezeichnet. 

Kehrt  man  nochmals  zum  Systeme  (22)  zurück^  so  erkennt  man, 
daß  man  den  Fall  A:  >  1  durch  die  Transformation  k^  Ordnung: 

(29)  ^fi^^fi}   (Op^fi=-k(Op^f,,  c«=«i,a,-..,p) 

wenn  man  nachher  die  Größen  kv^,  kv^  neuerdings  als  Ghrößen  t;^,  t;^ 
einführt,  auf  den  Fall  Ä;  =  1  zurückfahren  kann;  man  erhalt  so  unter 
Anwendung  des  U.  Satzes  den 

m.  Satz:  Setzensichdie2pPeriodizitälsmodulen(o^(a=^l,2,"'y2p) 
eines  Abelschen  Integrals  erster  Gattung  aus  zwei  Größen  v^ ,  v^  zusammen 
in  der  Form  (IV)  wnd  ist  dabei: 

p 

(vin)  2(w^iw»^+M-Wp+^.i»»^«)==±*, 

so  kann  man  dieses  Integral  stets  durch  eine  Transformalion  A;^'  Ord- 
nung so  umformen,  daß  unter  Hinzunahme  eines  passend  gewählten 
konstanten  Faktors  seine  Periodizitätsmodulen: 


o« 


»>  GJ^+a^-'-^-ojÄp^O 


(IX)      (Dj  =  ;rt,  ©,=  •••  =  CD^=0;     tu^^i 

sindy  wo  a  eine  komplexe  Größe  mit  negativem  reellen  Teile  hezeichnet. 

Nimmt  man  zu  dem  Integrale  mit  den  Perioden  (VI)  oder  (IX) 
bez.  mit  den  Perioden  (VII)  p—l  andere  Int^^le  derselben  Klasse 
hinzu,  welche  mit  ihm  ein  System  von  p  Riemannschen  Normalinte- 
gralen bilden,  so  erhält  man  für  deren  Periodizitätsmodulen  das  fol- 
gende Schema: 

1.  im  Falle  der  Gleichungen  (VI)  oder  (IX): 

0;      a,    0,    0,  ...,   0 

,0;      0,  0^8,  Ojs, 

•y    0;       0,  03,,  Osj, 


;rt. 


0,    0, 


(30) 


0,  jciy    0, 
0,0,  ni, 


0,0,    0,...,  ^i;      0,ö„a.8, 


'}  öt«p 
•>  <^9p 


(' 


'/if" 


'»/-) 


»"w 
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2.  im  Falle  der  Gleichungen  (VH): 


n% 


ni,    0,    0,    ..,   0;      a,  y,    0,  ..,    0 

0,Äi,    0,-..,   0;     y,  «M,  Ojs,  •••,  Ojp 
(31)  0,    0,5rt,  ...,  0;     0,  a3,,a^,  ••.,  Oj^  («^*=«^iu) 


0,    0,    0,  ...,  ;ri;      0,  a^„  a^j,  ...,  a^^. 

Indem  man  nun  von  den  Integralen  zu  den  inversen  2j9-fach  perio- 
dischen Funktionen  übergeht^  hat  man  also  das  Resultat^  daß,  wenn 

sich  unter  den  Perioden  ß?^«  \  ~  i'o  2  )  ®^^®^  2|9-fach  perio- 
dischen Funktion  die  2p  Perioden  eines  Periodensystems,  etwa  Oj^ 
(a  =  1,  2, . . .,  2p)  aus  zwei  Größen  v^,  v^  zusammensetzen  in  der  Form: 

(32)  C>la=  »»al  ^1  +  ^ai  ^8  7  (a  =  1, 8,    •  , «j») 

dann  sich  stets  aus  den  Perioden  w^^  durch  eine  Transformation  k^ 
Ordnung,  wo  k  durch  die  Gleichung  (VTII)  definiert  ist,  die  Perioden 
(30),  im  Falle  t  >  1  aber  durch  eine  lineare  Transformation  die 
Perioden  (31)  ableiten  lassen.  Für  die  zugehörigen  Thetafunktionen 
aber  folgt  der: 

rv.  Satz:  Findet  sich  unter  den  Aidschen  Integralen  einer  Klasse 
ein  solches,  das  auf  ein  elliptisches  Integral  redtmerbar  ist,  dessen 
Periodijsitätsmoduien  o^  (a  =  1,  2,  •••,  2p)  sich  also  aus  zwei  Größen 
Vj,  Vg  jsusammensetzen  in  der  Form  (IV),  so  zerfällt  die  zugehörige 
ThetafunkMon  nach  einer  Transformation  Ä*®'  Ordnung,  wo  k  durch  die 
Gleichung  (VIII)  definiert  ist,  in  das  Produkt  einer  Thetafunktion  von 
einer  u/nd  einer  solchen  von  p  —  1  Veränderlichen,  und  femer  gibt  es 
im  Faüe  *  >  1  unter  den  unendlich  vielen  zur  Klasse  gehörigen,  durch 
lineare  Transformation  ineinander  überführbaren  Systemen  von  Theta- 
modulen  eines  von  der  Form: 


(X) 


TCt           ^ 

..,    0 

••>  «»p 

('■^r=»r^) 

0,  <hi>  «3s,  • 

••,    «SP 

0 ,  a,j,  «,3,  • 

•'  «w 
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Das  erste  Beispiel  eines  reduzierbaren  Abelschen  Integrals  wurde 
von  Legendre^)  angegeben,  der  zeigte,  daß  das  zum  Geschlechte  jd  =  2 
gehörige  hyp erelliptische  Integral: 

r dx 

durch  die  Substitution: 

(34)  ü^  =  y 

in  die  Summe  zweier  elliptischer  Integrale: 

(35)  .^r        ^y ^r        ^y     == 

^    y(y  +  2yi)(y«  — (1+H)«)  */    y(y--2|/i)(y«-(l  +  x)«) 

übergeht. 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Gewinnung  solcher  hyperelliptischer  Inte- 
grale, welche  auf  elliptische  reduzierbar  sind,  so  wird  man  den  Weg  der 
algebraischen  Transformation  einschlagen,  wie  ihn  Jacobi')  zur  Trans- 
formation der  elliptischen  Integrale  angewendet  hat.  Führt  man  nftmlich 
in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung: 

(36)  /^,       .-n(l-|)(l-c»|) 

an  Stelle  der  Variable  §  eine  neue  Variable  x  ein  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung*): 

(37)  S  =  ^, 

wo  Uj  V  ganze  rationale  Funktionen  von  x  ohne  gemeinsamen  Linear* 
faktor  sind,  so  geht  das  Integral  (36)  über  in: 

/(U'V-^ür)dx 

und  man  hat  in  diesem  Integrale  ein  hyperelliptisches  Integral  gewonnen, 
das  nun  umgekehrt  durch  die  Substitution  (37)  auf  das  elliptische  Integral 
(36)  reduziert  wird.  Dabei  wird  man  bemerken,  daß  die  vier  Faktoren 
des  Radikanden  paarweise  relativ  prim  sind,  da  es  U  und  V  sind,  die 
Wurzel  sich  also  nur  dadurch  vereinfachen  kann,  daß  einer  oder  mehrere 
der  vier  Faktoren  CT,  7,  7  —  CT,  V  —  c^U  quadratische  Faktoren  ent- 
halten, ein  solcher  F^tor  teilt  dann  inmier  auch  den  Zähler. 


1)  Legendre,  Traitd  des  fonetions  elliptiques  et  des  integrales  eul^riennes. 
S»"«  suppl.    Paris  1882,  pag.  384. 

2)  Jacobi,  Fundamenta  nova  theoriae  funetionum  ellipticarum.  1829. 
Ges.  Werke  Bd.  1.   Berlin  1881,  pag.  49. 

8)  Daß  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  betrachtete  Sabstitation  (2) 
gegenüber  der  hier  vorliegenden  (37)  keine  wesentliche  Verallgemeinerung  be- 
deutet, zeigt  Herr  Eönigsberger  (über  die  Beduction  etc.  J.  für  Math.  Bd.  86. 
1878,  pag.  277). 
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Es   soll    auf  den  Fall,    daß    U  und   V  ganze  rationale  Funktionen 
zweiten  Grades  von  x  sind,  näher  eingegangen  werden.     Man  setze: 

(39)  I7-(l-«)(l-^)a:,      V^{x-a)(x-p)', 

es  fallt  dann  einer  der  Verzweigungspunkte  des  zu  bildenden  hyperellip- 
tischen Integrals  in  den  Punkt  2; «  0,  ein  zweiter  in  den  Punkt  x  =  1, 
ein  dritter  in  den  Pimkt  a;  =*  cx> ,  w&hrend  zwei  andere  x=^u  und  x  =  /5 
sind,  und  es  wird,  da: 

(40)  V-U^x^-{1  +  aß)x  +  aß^{x-l)(X'-  aß) 
ist: 

(41)  f^J^^y(l^a)(i^ß)f^^ J^aP)dx 

^      ^    J     ^  ^^  ^^         '^V    yx(x—l)(x  —  cc)(x-'ß){x-'a§)q>(x) 

WO  zur  Abkürzung: 

(42)  q>{x)  ={x-a){x-ß)-  c»(l  -  «)  (1  -  ß)x 

gesellt  ist.  Damit  nun  das  entstandene  hyperelliptische  Integral  von  der 
ersten  Ordnung  werde,  bestimme  man  c*  so,  daß  <p(x)  ein  Quadrat  wird, 
wozu  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß: 

(43)  («  +  ,})  +  c«(l-«)(l-^)  =  q:i/^, 
also: 

(44)  c»---^±i^. 
Es  wird  dann: 

(45)  ?>(*)=  (^±>^' 
und  die  Gleichung  (41)  nimmt  die  Gestalt: 

(46)    f'^ ^ ->/(r3-.7(r3j)  f        (-i^v^ß)äx 

an.     Man  hat  also  das  Resultat,  daß  durch  die  nämliche  Substitution: 

('47^  t  _  a-«)(i-P)» 


/, 


(48) 


{x—Yttp)dx 

di 


yx{x  —  l)(x  —  a)(«  —  (l)(x  —  aß) 

=  -        1     _  r        <<{ 


(a;  +  yä'ß)  dx 


f- 

«/   y3c(x—l){x—a)(x  —  ß)(x  —  aß) 

1/(1  -  «)  (i  -  ^  J  i/|  (1  - 1)  (1  - 


<4i) 
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wird.  Die  vorstehende  Reduktion  der  beiden  hyperelliptischen  Integrale 
(48),  auf  elliptische  ist  schon  von  Jacobi^)  angegeben  worden.  Man 
sieht  unmittelbar,  daß  sie  das  eingangs  angegebene  Legendresche  Re- 
sultat als  speziellen  Fall  (a  =>  —  l)  enthält.  Auch  schließt  man  aus  dem 
Vorstehenden  unter  Anwendung  der  Substitution: 

^  ^^  ^       («s-«,)(^-«i)' 

daß  bei  beliebiger  Lage  der  6  Verzweigungspunkte  a^,  o^,  •••,  a^  der 
hyperelliptischen  Fläche  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Reduzierbarkeit  des  hyperelliptischen  Integrals  auf  ein  elliptisches  ver- 
mittelst einer  Substitution  zweiten  Grades  die  ist,  daß 

(50)  ^'s  —  ^^i  .  "*  —  "i  ^  ^5  —  «1  .  «6  —  «^1 


d.  h.  daß  die  Doppel  Verhältnisse  [a^  a^  a^  o J  und  [o^  o^  a^  a^]  einander 
gleich  sind.  Beachtet  man  endlich,  daß  aus  den  Gleichungen  (48),  wenn 
man  die  rechts  auftretenden  elliptischen  Litegrale  mit  J^j  J^  bezeichnet, 
für  beliebige  Werte  von  k  und  l: 


/v 


(k  +  lx)dx 


(51)  J  yx{x-'l){X'-cc)(x—p)(x  —  aß) 

folgt,  so  erkennt  man,  daß  sich  jedes  zur  Irrationalität 


(52)  yx{x  -l)(x-  a) {x  '-ß){x-  aß) 

gehörige  LitegraJ   1.  Gattung  durch   die  Substitution  (47)   auf  elliptische 
Integrale  reduzieren  läßt. 

So  einfach  wie  bei  den  Substitutionen  zweiten  Grades  gestaltet  sich 
aber  die  Sache  im  Falle  der  Substitutionen  höheren  Grades  keineswegs. 
Dies  zeigt  schon  der  nächste  Fall  der  Substitutionen  dritten  Grades.  Nach- 
dem zuerst  Hermite*)  zwei  hyperelliptische  Integrale  erster  Ordnung 
angegeben  hatte,  welche  durch  Substitutionen  dritten  Grades  auf  elliptische 
Integrale   reduziert  werden  können,    haben  Goursat'),   Burckhardt*), 


1)  Jacobi,  Anzeige  von  Legendre,  Thäorie  des  fonctions  elliptiques.  Troi- 
siöme  Supplement.  1882.  Ges.  Werke  Bd.  1.  Berlin  1881,  pag.  878;  vergl.  auch 
Kot&nyi,  Zur  Reduetion  hyperelliptischer  Integrale.  Wiener  Sitzb.  Bd.  88. 
1888,  Abtb.  n,  pag.  401. 

2)  Hermite,  Sur  un  ezemple  de  reduetion  d' integrales  ab^liennes  aux 
fonctions  elliptiques.    Bnizelles  Ann,  soc.  scient.  Bd.  1.    1876,  pag.  1. 

8)  Goursat,  Sur  un  cas  de  reduetion  des  integrales  hyperelliptiques  du 
second  genre.  C.  R.  Bd.  100.  1886,  pag.  622  und:  Sur  la  reduetion  des  inte- 
grales hyperelliptiques.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  18.    1886^  pag.  148. 

4)  Burkhardt,  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  hyperelliptischen 
Modulfunctionen.    Erster  Theil.    Math.  Ann.  Bd.  86.    1890,  pag.  871. 


480  ^<  1-   Reduktion  Abelscher  Integrale  auf  eUiptische. 

Brioschi^)  und  Bolza^)  dieses  Resultat  folgendermaßen  verallgemeinert 
und  übersichtlicher  gestaltet:  Die  Integrale: 

j  =  r  _       ^^ 

(53)  '      J  V{x'+ax+h){x^  +  px'^+q)' 

j  __    f* xdx 

*  ""J  Y(i^+ax+h){^^  +  px^+q)' 
wobei: 

(54)  q^^l  +  ^ap 
ist,  gehen  durch  die  Substitutionen: 

in  die  elliptischen  Integrale: 

r___ £L 

Jyi[4(p  +  S6  6)«+273(l-aJ)«] 

über.  Man  bemerkt  hier  sofort  einen  fundamentalen  unterschied  gegen- 
über der  Reduktion  durch  die  Substitution  zweiten  Grades  darin,  daß  die 
Substitution,  welche  das  Integral  J^  reduziert,  nicht  dieselbe  ist,  wie  die 
zur  Reduktion  von  J^  dienende,  und  daraus  ergibt  sich  die  Unmöglichkeit, 
nun  wie  oben  weiter  zu  schließen,  daß  sich  jedes  zur  vorliegenden  Irra- 
tionalität gehörige  hyperelliptische  Integral  auf  ein  elliptisches  bez.  auf 
die  Summe  zweier  solchen  reduzieren  laßt.  Nun  hat  sich  für  den  vor- 
liegenden Fall  der  Substitution  dritten  Grades  überhaupt  kein  drittes 
reduzierbares  Integral  der  Klasse  aufßnden  lassen,  und  die  gleiche  Er- 
scheinung wiederholte  sich  bei  dem  von  Bolza')  untersuchten  Falle  der 
Substitution  vierten  Grades;  ohne  daß  allerdings  die  im  Vorigen  ausein- 
andergesetzte algebraische  Methode  der  Reduktion  eine  genügende  Er- 
klärung, dieser  Erscheinung  gegeben  hätte;   höchstens  konnte  man   durch 


1)  Brioschi,  Sur  la  r^duetion  de  Tintägrale  hyperelliptique  k  Telliptique 
par  une  transformation  du  troisi^me  degr^.  Ann.  de  r£c.  norm.  sup.  (8)  Bd.  8. 
1891,  pag.  227. 

2)  Bolza,  Zur  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung  auf 
elliptische  mittelst  einer  Transformation  dritten  Grades.  Math.  Ann.  Bd.  50. 
1898,  pag.  314  und:  Zur  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung 
auf  elliptische  mittelst  einer  Transformation  dritten  Grades.  Nachtrag.  Math. 
Ann.  Bd.  51.    1899,  pag.  478. 

3)  Bolza,  Zur  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  auf  elliptiBche.  Frei- 
burg Ber.  Bd.  8.  1885,  pag.  330;  Über  die  Reduction  hyperelliptischer  Integrale 
erster  Ordnung  und  erster  Gattung  auf  elliptische,  insbesondere  über  die  Re- 
duction durch  eine  Transformation  vierten  Grades.  Inaug.-Diss.  Göttingen 
1886  und:  Über  die  Reduction  hyperelliptischer  Integrale  erster  Ordnung  und 
erster  Gattimg  auf  elliptische  durch  eine  Transformation  vierten  Grades.  Math. 
Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  447. 
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Konstantenzählung  feststellen,  daß,  wenn  ein  hyperelliptisches  Integral 
erster  Gattung  auf  ein  elliptisches  reduzierbar  ist,  nicht  jedes  zu  derselben 
Irrationalität  gehörige  hjperelliptische  Integral  erster  Gattung  ebenfalls 
auf  ein  elliptisches  Integral  muß  zurückgeführt  werden  können^).  Noch 
sei  bemerkt,  daß  sich  als  Bedingung  für  die  Existenz  eines  zur  Irrationa- 
lität yR(x)  gehörigen  durch  eine  Substitution  dritten  Grades  reduzier- 
baren hyperelliptischen  Integrals  erster  Ordnung  ergibt,  daß  die  Form 
R{x)  so  in  zwei  Faktoren: 

(57)  R(x)^ip(x)^(x), 
wo: 

(58)  9>ix)^{x-a^)(x-^a^){x-^a^),     ^  (x)  ^  {x  ^  ß^)  (x  -  ß^)  (x -- ß^) 

ist,  zerspaltet  werden  kann,  daß  es  einen  Kegelschnitt  gibt,  welcher  dem 
Dreieck   cticc^a^    eingeschrieben   und    zugleich    dem   Dreieck   ßißfß^   um-* 
geschrieben  ist*). 

Bei  der  Beduktion  Abelscher  Integrale  auf  elliptische  haben  sich  die 
Untersuchungen  zuerst  auf  die  binomischen  Integrale: 

(69)  fax){VBW^'> 

beschränkt,  wo  f(x)  eine  rationale,  R(x)  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  X  bezeichnet.  Nachdem  auch  hier  schon  Legendre')  die  ersten  Fälle 
auf  elliptische  Integrale  reduzierbarer  Integrale  angegeben  hatte,  wies 
Böthig^)    daraufhin,    daß    die    hier    auftretenden    elliptischen    Integrale 

die  ganz  speziellen  Modulen  4"  V2+)/3  und  j/f  besitzen.  Herr  Königs- 
berger^)  hat  den  Grund  dieser  Erscheinung  nachgewiesen.   Es  sei  nämlich: 

(60)  fix){VR(^)ydx  =  ^, 

wo  s  =  Yy  (1  —  y)  (1  —  c*y)  und  y  und  s  rationale  Funktionen  von  x  und 
yB(x)  sind.    Läßt  man  dann  x  einen  geschlossenen  Weg  so  durchlaufen, 

daß  yR(x)   den  Faktor  e  *       anninmit,    wo    ^    der   Kongruenz    (ir^l 

(mod.  n)  genügt,  so  erlangt  die  linke  Seite  den  Faktor  e  **  .  Nennt  man 
daher  die  Endwerthe  von  y  und  s  beziehlich  i}  und  tf,  so  ist  auch: 


1)  Königsberger,  Ober  die  Reduetion  etc.     J.  für.  Math«  Bd.  85.   1878, 
pag.  288. 

2)  Bolza,   a.  a.  0.,   aber   schon  vorher  Humbert,   Sur  les  Burfaoes  de 
Kummer  elliptiques.     Am.  J.  Bd.  16.    1894,  pag.  221. 

3)  Legendre,  Traitä  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  eul^riennes. 
Bd.  1.   Paris  1825,  pag.  252. 

4)  Röthig,   Über  einige  Gattungen  elliptischer  Integrale.     J.  für  Math. 
Bd.  56.    1859,  pag.  197. 

5)  Königsberger,  Über  eine  Beziehung  etc.    J.  ftir  Math.  Bd«  86.   1879, 
pag.  317. 
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(61)  '-^-e^'i 

und  daraus  folgt,  da  n  >  2  ist,  daß  der  Modul  des  elliptischen  Integrals^ 
auf  welches  ein  Abelsches  Integral  der  oben  bezeichneten  Art  reduzierbar 
ist,  ein  Modul  der  komplexen  Multiplikation  sein  muß.  Nun  ist  aber 
nach  dem  I.  Satz  pag.  210  der  Multiplikator  der  komplexen  Multi- 
plikation von  der  Form  A  +  ^YB^  wo  A  und  B  rationale  Zahlen  be- 
zeichnen,    und  man  schließt  daraus,    da  cos  —  rational  und  sin  —  die 

Wurzel  aus  einer  rationalen  Zahl  sein  muß,  daß  n  nur  die  Werte  3,  4 
oder  6  haben  kann,  und  zeigt  nun  weiter  leicht,  daß  alle  elliptischen 
Integrale,   auf  welche   sich   die  Abelschen   Integrale  (59)   in   den   FftUen 

n«  3  und  n«  6  reduzieren  lassen,  den  Modul  ^r  2  +K^  oder  einen 
aus  diesem  durch  lineare  Transformation  entstehenden,  alle  elliptischen 
Integrale,  auf  welche  sich  die  Abelschen  Integrale  (59)  im  Falle  n  «  4 
reduzieren  lassen,  den  Modul  y^  oder  einen  aus  diesem  durch  lineare 
Transformation  entstehenden  besitzen. 

Später  hat  Herr  Königsberger  seine  Untersuchungen  auf  die  zu 
algebraisch  auflösbaren^),  und  sodann  auf  die  zu  beliebigen  algebraischen 
Gleichungen^  gehörigen  Abelschen  Integrale  ausgedehnt 

Die  obigen  Sätze  I — lY  rühren  von  Weierstraß  her;  die  erste  kurze 
Mitteilung  darüber  findet  sich  bei  Eönigsberger'),  eine  ausführlichere 
bei  Eowalewski^);  dort  ist  angegeben,  wie  man  den  DI.  Satz  direkt, 
ohne  Zuhilfenahme  des  11.  Satzes  beweisen  kann;  einen  solchen  Beweis 
gibt  auch  Bi  ermann^);  die  obige  Beweismethode  hat  für  den  IL  Satz 
Herr  Poincar^*),  für  den  Fall  ^  =  2  schon  früher  Herr  Picard^ 
angegeben. 


1)  Königsberger,  Über  die  Reduction  etc.  Math.  Ann.  Bd.  15.  1879, 
pag.  174;  auch:  Über  die  Reduction  Abelscher  Integrale  auf  elliptische  und 
hyperelliptiBche.    Gott.  Nachr.  1879,  pag.  186. 

2)  Königflberger,  Über  die  Reduction  etc.  J.  fOr  Math.  Bd.  89.  1880, 
pag.  89. 

3)  Königsberger,  Über  die  Transformation  des  zweiten  Grades  etc.  J. 
für  Math.  Bd.  67.    1867,  pag.  72. 

4)  Eowalewski,  Über  die  Reduction  einer  bestimmten  Klasse  Abelscher 
Integrale  3^  Ranges  auf  elliptische  Integrale.   Acta  math.  Bd.  4.  1884,  pag.  393. 

5)  Biermann,  Zur  Reduction  Abelscher  Integrale  auf  elliptische.  Wiener 
Sitzb.  Bd.  105.    1896,  Abth.  ^^  pag.  924. 

6)  Poincarä,  Sur  les  fonctions  ab^ennes.  Am.  J.  Bd.  8.  1886,  pag.  289; 
schon  Yorher:  Sur  la  r^uction  des  integrales  abäliennes.  Bull.  S.  M.  F.  Bd.  12. 
1884,  pag.  124  und:  Sur  la  reduction  des  integrales  abäliennes.  C.  B.  Bd.  102. 
1886,  pag.  915. 

7)  Picard,  Sur  la  reduction  du  nombre  des  p^riodes  des  integrales  ab^- 
liennes  et,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes  du  second  genre.  BulL  8. 
M.  F.  Bd.  11.  1883,  pag.  25  und:  Remarque  snr  la  reduction  des  int^iiales 
abeiiennes  aux  integrales  elliptiques.  Bull.  S.  M.  F.  Bd.  12.  1884,  pag.  153; 
kurze  Mitteilungen   darüber  Torher:  Snr  une  classe  d'integrales  abeiiemies  et 
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(62) 


(Oj^ssOu) 


§2. 
Spezielle  Bisknssion  des  Falles  p=s2. 

Es  seien 

die  PeriodizitStsmodulen  der  beiden  Riemannschen  Normalintegrale 
N^,  JVj  einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  2;  existiert 
dfiöin  in  dieser  Klasse  ein  redozierbares  Int^al: 

(63)  J^gN,  +  hN,, 

so  muß  nach  dem  I.  Satz  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

ga^^  +  Äa„  =  m^v^  +  m^v^ 

bestehen,  wo  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Damit  solche  Gleichungen 
durch  von  Null  verschiedene  Größen  gy  h,  v^,  v^  erfüllt  sein  können, 
muß  die  Determinante: 

0 


(64) 


(65) 


«11      Ol»      ^1 


«ai     «»    ^41     »»4« 


+  (wi^i  m32  —  »1,1  »»22)  ^*  ^2  +  (*^4i  ^i  ~"  ^11  ^^42)  ^*  ^1 

+  (^11  »42  -  ^1  »*12)  (flii  «22  —  Oll)  =  0 

sein;  es  muß  also  zwischen  den  Größen  ä^^,  a^^,  a^  eine  Gleichung 
von  der  Form: 

(66)    q^ni^  +  q^a^iTci  +  q^a^^ni  +  «4022^*  +  «5 (oii 0^2  —  Oil)  =-  0 

bestehen. 

Man  nehme  umgekehrt  an,  es  bestehe  zwischen  o^^,  a^^y  a^^  eine 
Gleichung  von  der  Form  (66),   wo  die  q  ganze  Zahlen  bezeichnen, 

sur  certaines  ^quations  diffärentielles.  C.  R.  Bd.  92.  1881,  pag.  898;  Sar  Tint^ 
gration  alg^rique  d*ane  ^quation  analogue  ä  T^quation  d'Eoler.  C.  R.  Bd.  92. 
1881,  pag.  606;  Sur  la  r^duction  des  integrales  ab^ennes.  G.  R.  Bd.  98.  1881, 
pag.  696;  Sur  quelques  exemples  de  r^duction  d^int^grales  abälieimes  aux  intä- 
grales  elliptiques.  G.  R.  Bd.  98.  1881,  pag.  1126  und:  Sux  la  r^duction  des  in- 
tegrales abeiiennes  aux  integrales  elliptiques.    G.  R.  Bd.  94.    1884,  pag.  1704. 

81* 
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und  stelle  die  Frage^  ob  dies  auch  dazu  hinreichend  ist^  daß  die  zu- 
gehörige Klasse  ein  reduzierbares  Integral  enthalte  oder,  was  dasselbe, 
ob  zu  den  Zahlen  q  ganze  Zahlen  m  so  bestimmt  werden  können,  daß: 

(67)  W41W12  —  m^m^g  =  2j,  ^i»«m --»»»i»Hi  =  &? 

(w^i  iWj,  —  »1,1  w^,)  —  (in^  m^j  —  m^  iw„)  —  3, 

ist,  und  femer  die  für  die  m  notwendige  Bedingung,  daß: 

(68)  (»Wii»iw  —  »»»1  wtig)  +  (^Hi  w^g  —  m4iWij,)  =-  * 

positiv  sei,  erf&llt  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (67)  folgen  sofort  die  Gleichungen: 

(m,i  Wj,,  —  Wj,,  WI12)  m^  =  —  (w^i  Ji  +  wiji  g,), 

r69^  (^1  ^82  —  »»*51  »W12)  W4,  =»  —  (w^g  Ji  +  iw,,  },) , 

(mi^m,,  — »i,intig)iw„  =      »»i2?4  +  »»82fc  ; 
nimmt  man  daher  an,  daß 
(70)  Wi,wi8,-m8,mi,  +  0 

ist,  so  ergibt  sich: 

n.    =«       ^ig4  +  ^ig>  m^^       ^1  gj  +  *^i  gs 

(71)  »*11  W»l  —  »Sl  »*lt  '  ^  »hlWIst—  »»Bl»hl' 

«M      _  ^1  gl  +  ^1  gl  <m      =»  ^1  gl   +  «Sl  gl 

^i«Si  — *'*8i»'*ii  *"ii  »»»1  —  »Sl  •'*it 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  vier  ersten  Gleichungen  (67)  er- 
fCQlt;  es  sind  also  die  bis  auf  die  Beschnmkung  (70)  noch  willkürlich 
gebliebenen  Zahlen  m^^,  %,,  m^j,  m^^  j^^^  weiter  so  zu  bestimmen, 
daß  die  Gleichungen  (67^)  und  (68)  erfüllt  sind. 
Aus  (71)  folgt  aber: 

(72)  m,,m,-Wn^-^X-X\.' 
und  es  muß  daher  wegen  (67g): 

(73)  (m,,  CT,,  -  »«8,  m,,)«  -  g,  (wiu  m„  -  »w,,  Wi,)  -  (si  &  -  g,  j«)  -  0 
oder: 

/-^^x        «»11  »»jj  -  »»si »»«  -  i («j  ±  V9?  +  MQiQi-Qi9^) , 

»4i»»«  -  »»4i«»M  =  i(-2j  ±  V'«»*  +  4(g,?6-2»?4)) 

sein.  Daraus  folgt,  daß  9s*  + 4(9,95  —  9,  gj  ein  Quadrat  sein  maß 
und  da  die  direkte  Ausrechnung: 

(75)  3,*  +  4(9,95-3,?4)-** 
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ergibt,  so  hat  man  endlich,  da  wegen  (68)  nur  das  positive  Zeichen 
vor  der  Wurzel  zulässig  ist: 

(76)      Wiim^g  -  Wj^m^j  =  ^^,      m^^m^  -  m^^m^^ ^-. 

Ist  also  die  Bedingung  (75)  erfüllt,  so  verfiahre  man  zur  Bestimmung 
der  zu  gegebenen  q  gehörigen  Zahlen  m  folgendermaßen.  Man  richte 
es  so  ein,  daß  q^  positiv  ist;  dann  ist  i-(fe  +  Ä;),  wo  k  durch  (75) 
definiert  ist,  jedenfalls  nicht  Null.  Nun  wähle  man  vier  Zahlen 
m^y  w^g,  Wsi,  Wjj  so,  daß  m^^m^^  —  '^x'^it  =  !(&  +  *)  ist,  und  be- 
rechne hierzu  Zaiilen  m^^,  m^y  m^y  m^  aus  (71),  dann  sind  die 
Gleichungen  (67)  und  (68)  erfüllt;  es  besteht  daher  auch  die  Glei- 
chung (65),  und  es  sind  folglich  die  Gleichungen  (64)  durch  von 
Null  verschiedene  Werte  ff)  hy  v^,  v^  lösbar.  Damit  ist  aber  der 
folgende  Satz  bewiesen^): 

V.  Satz:  Damit  eine  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  GresMeckt  2 
ein  reduzierbares  Integral  enfhaÜey  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
wünschen  den  Feriodieitätsmodulen  a^^,  o^,,  o^  der  eugehörigen  Rie- 
nkmnschen  Normalintegraie  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(XI)  q^ni^  +  q^a^^ici  +  q^a^^ni  +  q^a^^ni  +  &  (an  a««  —  Oil)  =  0 
bestehe,  wo  die  q  ganze  ZaJden  bezeichnen,  für  welche  der  Ausdruck: 

(XII)  ft*  +  4(gifc-&ä4) 
das  Qtwdrat  einer  ganzen  Zahl  ist 

In  Verbindung  mit  dem  lY.  Satze  kann  man  diesen  Satz  auch 
folgendermaßen  aussprechen: 

VL  Satz:  Sind  die  Modulen  o^^,  a^^y  a^^  einer  Thetafunktion 
zweier  Veränderlichen  durch  eine  Bdation  von  der  Form  (XI)  mit 
einander  verknüpft,  für  welche  der  Ausdru^ik  (XII)  den  Wert  V  besitzt, 
so  können  dieselben  durch  eine  lineare  TransformaMon  in  die  Modulen 

«11,  -f-,  (h2,    durch  eine   Transformation    Ä**'  Ordnung    aber  in  die 

Modulen  »n,  0,  a^^  übergeführt  werden. 

Daß  es  im  ersteren  Falle  nicht  nur  eine  solche  lineare  Transforma- 
tion gibt,  sondern  unendlich  viele,  zeigt  Bolza^,  während  einen  direkten 
Beweis  för  die  Existenz  der  zuletzt  genannten  Transformation  k^  Ordnung 


1)  Yergl.  dazu  Biermann,  Zur  Theorie  der  zu  einer  binomischen  Irratio- 
nalität gehörigen  Abelschen  Integrale.  Wiener  Sitzb.  Bd.  87.  1883,  Abth.  II, 
pag.  980. 

2)  Bolza,  Über  die  Beduction  etc.    Inaug.-Diss.   GOttingen  1886. 
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Hanel^)  gibt  Humbert')  ontersncht  den  allgemeineren  Fall,  in  dem  die 
Modulen  o^^,  Oj^,  a^  einer  Thetafunktion  zweier  Veränderlichen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form  (XI)  miteinander  verknüpft  sind,  bei  der  die  q 
irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Bezüglich  einer  solchen  Gleichung 
zeigt  er,  daß  bei  linearer  Transformation  der  Ausdruck  (Xu)  den  näm- 
lichen Wert  behält,  und  weiter,  daß  umgekehrt  alle  jene  Gleichungen,  für 
welche  diese  Invariante  J  denselben  Wert  hat,  durch  lineare  Transforma- 
tion ineinander  überführbar  sind.  Damit  ist  dann  zugleich  ein  Beweis 
des  VI.  Satzes  erbracht,  da  die  Gleichung  Ä;a^2  =  Tri  zur  Invariante  J=^k^ 
gehört,  also  umgekehrt  jede  Gleichung  (XI),  für  welche  -J  =  Ä*  ist,  durch 
lineare  Transformation  in  sie  übergeführt  werden  kann. 

Von  der  vorliegenden  Art  sind  auch  die  von  Appell^)  untersuchten 
Thetafimktionen  zweier  Veränderlichen,  bei  welchen  die  Modulen  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  r^Oi^'^  r^ai^+  qrci  miteinander  verknüpft 
sind,  und  welche  in  eine  Summe  von  Produkten  je  zweier  Thetafonktionen 
einer  Veränderlichen  zerlegt  werden  können.  Andere  Beispiele  solcher  Zer- 
legungen von  Thetafimktionen  zweier  Veränderlichen  bei  Königsberger ^), 
wo  011=  2  Ol«,  bei  Doerr*),  wo  Oj^  -"  a22• 
Appell^)  hat  später  seine  Untersuchungen  auf  Thetafunktionen  be- 
liebig  vieler  Variablen  ausgedehnt  und  von  diesen  solche  angegeben,  welche 
in  eine  Summe  von  Produkten  je  einer  Thetafunktion  von  einer  und  einer 
von  j9  —  1  Veränderlichen  zerlegt  werden  können;  zwischen  ihren  Modulen 

p 
bestehen   p  —  1    lineare    Relationen    von    der    Form    JS ^u%i^^  ^i^* 

(A-1,  2,...,  p-1). 

Beachtet  man  ferner^  daß  nach  dem  IL  Satze  die  Periodizitats- 
modulen  des  reduzierbaren  Integrals  der  Klasse  bei  passend  gei^flilter 
Zerschneidung  der  Riemannschen  Flache  die  Werte: 

(77)  ^i,  0;  a,  ^' 

annehmen,  daß  aber  dem  Schema  (31)  entsprechend  die  Periodizitats- 


1)  Hanel,  Reduction  hyperelliptischer  Funktionen  aof  elliptische.  Inang.- 
DisB.   Breslau  1888. 

2)  Humbert,  Sur  les  fonctions  ab^liennes  singuli^s  (Premier  M^oire). 
J.  de  Math.  (6)  Bd.  6.  1899,  pag.  233;  vorher:  Sur  la  d^composition  des  fonc- 
tions S  en  facteurs.  C.  B.  Bd.  126.  1898,  pag.  394  und:  Sur  les  fonctions  abä- 
liennes  singuliäres.    C.  B.  Bd.  126.    1898,  pag.  608. 

3)  Appell,  Sur  nn  cas  de  räduction  des  fonctions  S  de  deuz  variables  k 
des  fonctions  9  d*nne  variable.    G.  B.  Bd.  94.   1882,  pag.  421. 

4)  Eönigsberger,  Allg.  Unters,  aus  der  Th.  der  DifferentialgL   Lpz.  1882. 

5)  Doerr,  Beitrag  zur  Lehre  vom  identischen  Verschwinden  der  Biemann- 
schen  Thetafunction.    Inaug.-Diss.    Strafiburg  1883. 

6)  Appell,  Sur  des  cas  de  reduction  des  fonctions  9  de  plusieurs  variables 
k  des  fonctions  0  d'une  moindre  nombre  de  variables.  Bull.  S.  M.  F.  Bd.  10. 
1882,  pag.  59. 
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modnlen  des  dazu  gehörigen  zweiten  Riemannschen  Normalintegrals 
der  Klasse: 

(78)  0,  «i;  I*,  b 

sind,  so  erkennt  man,  daß  auch  dieses  Integral  reduzierbar  ist.  Man 
hat  damit  den 

Vn.  Satz:  EnthäU  eine  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  OescMecht  2 
ein  redtufierbares  Integral,  so  enthält  sie  immer  auch  noch  ein  zweites. 

Zugleich  ist  gezeigt,  dafi,  wenn  von  den  beiden  Riemannschen 
Normalintegralen  der  Klasse  das  eine  reduzierbar  ist,  es  dann  immer 
auch  das  zweite  ist. 

Der  vn.  Satz  rührt  von  Picard^^  her;  Beweise  dafür  haben  auch 
Appell  et  Goursat*)  und  Humbert')  gegeben.  Der  von  Biermann ^^ 
gemachte  Versuch,  aus  dem  doppelten  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (74) 
auf  die  Existenz  zweier  reduzierbarer  Integrale  zu  schließen,  ist  verfehlt; 
eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  k  bedeutet  nur  eine  Vertauschung  der 
beiden  Größen  v^  und  t;^- 

Es  erhebt  sich  jetzt  weiter  die  Frage,  ob  es  mehr  als  zwei 
reduzierbare  Integrale  in  der  Klasse  geben  kann.  Jedes  weitere 
Integral  der  Klasse  läßt  sich  aus  den  beiden  Normalintegralen  N^,  N^ 
in  der  Form  (63)  zusammensetzen;  seine  Periodizitätsmodulen  sind 
also,  wenn  (77)  und  (78)  die  Periodizitätsmodulen  der  beiden  Normal- 
integrale sind: 

(79)  o^=-gxi,      (o^--^hniy      m^=ga  +  h^,      cJ4  =  fl'y  +  Ä6, 

und  es  ist  also  zur  Reduzierbarkeit  dieses  Integrals  notwendig  und 
hinreichend,  daß  sich  diese  Gh-ößen  mit  Hilfe  ganzer  Zahlen  m  aus 
zwei  Großen  t;^,  v^  zusammensetzen  in  der  Form: 

gn;i^m^^v^+  ntjaV,, 

hici'^  ^1^1+  ^jVg, 


(80) 


nt 


^a  +  Ä  y  -  ^81  Vi  +  »1,2  Vg, 


nt 


g^  +  Ä&  =-»»4iVi  + w^gv,. 


Sind  aber  diese  Gleichungen  erfüllt,  dann  ist  jedes  Integral  von  der 
Form: 


1)  Picard,  Snr  la  räduction  etc.    Bull.  8.  M.  F.  Bd.  11.    1882,  pag.  47. 

2)  Appell  et  Goursat,  Theorie  des  fonctions  etc.  Paris  1895,  pag.  870. 
8)  Humbert,  Sor  les  fonctions  etc.  J.  de  Math.  (6)  Bd.  5.  1899,  pag.  249. 
4)  Biermann,  Zur  Theorie  der  etc.    Wiener  Sitzb.  Bd.  87.   1888,  pag.  988. 
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(81)  J'--P9N,  +  qhN,, 

wo  p  und  q  irgend  welche  rationale  ZaUen  bezeichnen,  reduzierbar, 
da  für  seine  Periodizitatsmodulen  cd/;  (o^\  to^\  (o^  die  Gleichungen: 

(82)  ^^'^  *«»4iv/  +  *giw„v,', 

<  -  [*l>W8i  -  (P  -  «)»4i]  V+  [*l>w»  -  (P  -  «)♦»„]<, 

<  =  [*«»»4i  +  (P  -  «)  %i]  Vi'  +  [Ägw^j  +  (p  —  «)  f»!,]  V,' 

bestehen^  wo: 

(83)  V-5-,        V=^ 

ist.     Man  hat  also  vorerst  den 

VIEL  SatB:  Enthält  eine  Klasse  Abdscher  Integrale  vom  GescUechi  2 
mehr  als  snvei  redtmerbare  Integrale,  so  enthält  sie  deren  unendlich  vide. 

Weiter  folgt  aber  aus  den  Gleichungen  (80)  der  Gleichung  (66) 
entsprechend  die  Gleichung: 

(84)  («1  +  f  "  &) '^**  +  «»*'^'  +  «^^'^^  +  «6«6  ==  0; 

wo  die  q  die  unter  (67)  angegebenen  Werte  haben,  und  da  diese 
Gleichung;  weil  g  und  h  beide  der  Voraussetzung  nach  von  Null  ver- 
schieden  sind;  wie  man  sich  leicht  überzeugt;  nicht  identisch  erfüllt 
sein  kann,  so  folgt  aus  ihr: 

(85)  6  =  —^ '^-r-^ ni. 

Diese  Gleichung  sagt  auS;  daß  der  Modul  b  aus  dem  Modul  a  durch 
Transformation  hervorgeht;  und  man  hat  damit  das  Resultat  gefunden; 
daß  mehr  als  zwei  reduzierbare  Integrale  der  Klasse  nur  dann  vor- 
handen sein  können;  wenn  die  elliptischen  Integrale,  auf  welche  die 
beiden  Normalintegrale  N^,  N^  reduzierbar  sind;  selbst  ineinander  trans- 
formiert werden  können. 

Diese  Bedingung  ist  aber  für  das  Auftreten  unendlich  vieler  re- 
duzierbarer Integrale  auch  hinreichend.     Ist  nämlich: 

(86)  j  =  r«t+*«,,. 

wo  die  CK;  ßy  y,  d  ganze  Zahlen  bezeichnen;  so  ist  außer  den  Normal- 
integralen Ni,  N^  mit  den  Perioden  (77),  (78)  jedes  Integral  von 
der  Form: 

(87)  j^p2f,  +  q^^^^N„ 


Bed.  für  die  Existenz  unendl.  vieler  reduz.  Int.  der  Klasse.  489 

wo  p  und  q  irgend  welche  ganze  Zahlen  bezeichnen^  reduzierbar^  da 
seine  Periodizitätsmodulen,  wie  man  immittelbar  sieht  ^  sich  aus  den 

beiden  Größen  -^  und  y  mit  Hilfe   ganzer  Zahlen  zusammensetzen. 

Man  hat  so  den 

IX.  SatB:  Eine  Klasse  Äbdscher  Integrale  vom  Geschlecht  2  ent- 
halte die  beiden  reduzierbaren  Integrale  J^,  J, .  Die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  in  dieser  Klasse  ein  drittes  und 
damit  nach  dem  vorigen  Satze  unendlich  viele  reduzierbare  Integrale 
vorkommen,  ist  die,  daß  die  beiden  elliptischen  Integrale,  auf  welche 
Jj  und  J^  reduzierbar  sind,  selbst  ineinander  transformiert  werden  können. 

Daß  in  speziellen  Fällen  nicht  nur  zwei,  sondern  unendlich  viele 
reduzierbare  Integrale  der  Klasse  vorhanden  sind,  gibt  schon  Picard^) 
an;  der  IX.  Satz  rührt  von  Bolza')  her;  vergl.  auch  Humbert'). 

Poincare  hat*)  den  VIII.  Satz  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  fol- 
gendermaßen verallgemeinert: 

SatB:    Ist  außer  den  Integralen  J^,  J^,  •••,  J^  einer  Klasse  Abelscher 

Integrale  auch  ein  davon  abhängiges  Integral  J'  =  aJ^  +  ßJ^  + h  *e7^> 

wo  die  a,  ß^'"^  K  Konstante  bezeichnen,  auf  ein  elliptisches  Integral  reduzier- 
bar^  so  enihäU  die  Klasse  unendlich  viele  reduzierbare  Integrale, 

Zum  Beweise  denke  man  sich  die  Perioden  von  J^  durch  lineare 
Transformation  auf  die  Werte  (VII)  gebracht  und  nehme  zu  J^  p  —  1 
Integrale  N^^  N^^  •••,  N^  hinzu,  welche  mit  ihm  ein  System  von  p  Rie- 
mannschen  Normalintegralen  bilden;  dann  läßt  sich  das  Integral  J'  in 
der  Form 

(88)  r^aJ,  +  ^JV,  +  /iV,  +  ...  +  n^'N^ 

darstellen  und  man  sieht  nun  unmittelbar,  daß  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung der  Reduzierbarkeit  des  Integrals  J'  auch  die  unendlich  vielen 
Integrale  von  der  Form: 

(89)  r^j^  aJ,  +  ß'N,  +  y'N,  +  '^'  +  7t' N^ 

reduzierbar  sind,  da  die  Periodizitatsmodulen  coä  von  J"  zu  den  Periodi- 
zitätsmodulen  co'  von  J'  in  den  Beziehungen: 

eoi'  =  -T-  «Ol ,     coi'  =  wi ,  .  •  •,  €0p  =•  cop ; 

(90)  €D;+i  =  |^€Dp+i-^^(öi,    €o;+2  =  €o;,4.2+^^eoi, 


1)  Picard,  Sur  la  räduction  etc.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  11.    1882,  pag.  47. 

2)  Bolza,  Über  die  Beduction  etc.    Inaug.-Diss.    Göttingen  1886. 

8)  Humbert,  Sur  les  fonctions  etc.    J.  de  Math.  (5)  Bd.  6.    1899,  pag.  260. 
4)  Peine ar^.  Sur  les  fonctions  ab^iennes.    Am.  J.  Bd.  8.  1886,  pag.  806. 
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stehen,  sich  also  mit  Hilfe  ganzzahliger  Koeffizienten  aus  zwei  Größen 
zusammensetzen  lassen,  sobald  es  die  Größen  to   tun. 

Nach  diesem  Satze  existieren  also  z.  B.  fftr  die  von  Eowalewski^) 
betrachtete  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Greschlecht  3  nicht  nur  die 
drei  dort  angegebenen,  sondern  unendlich  viele  reduzierbare  Integrale,  und 
weiter  enthält  eine  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  p  stets 
unendlich  viele  reduzierbare  Integrale,  sobald  sie  deren  p+1  enthält *). 

Nachdem  im  Vorigen  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Auftreten  eines  reduzierbaren  Integrals  in  einer  Klasse  Abel- 
scher  Integrale  vom  Geschlecht  2  darin  nachgewiesen  wurde,  daß 
unter   den   zugehörigen  Thetafunktionen   sich   eine   mit   dem   Modul 

a>ii^-Y  befindet^  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  aus  dieser  Be- 
dingung die  im  Falle  der  Existenz  eines  reduzierbaren  Integrals 
zwischen  den  Modulen  %\  k\  /Lt'  oder  den  Yerzweigungspunkten 
€Ci,  cc^y  ' '  'y  a^  des  zugehörigen  algebraischen  Gebildes  bestehende  Be- 
ziehung ableiten  kann.  Man  gehe  zu  dem  Ende  von  der  ans  der 
Formel  (XXI)  pag.  70  folgenden  Gleichung: 

(91)      *K;aH.„...«.=  ^U!l,,  ;^!l  JH^.-..-.**'"^" 

aus.  Beachtet  man,  daß  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Theta- 
funktion,  da  sie  in  der  Form: 

(92)       *  g  gHo^.o.«. = ^ß;]Kk^ß;]  w- 

in  das  Produkt  zweier  Thetafunktionen  einer  Yeranderlichen  zerfallt, 
för  Wi  =  tij  =  0  verschwindet,  wenn  5'i=5'2  =  Äi  =  ä,  =  ^  genommen 
wird^  so  erMlt  man  aus  der  Gleichung  (91),  indem  man  noch  cti^^hOy 
o^s  =  kb  setzt,  das  Resultat,  daß  die  Thetafnnktion: 


(93)  ^GJlH*a,», 


kb 


für  die  Nullwerte  der  Ai^pimente  verschwindet  Indem  man  aber  die 
Funktion   (93)   mit  Hilfe   der  Formeln   des   zweiten  Kapitels  durch 

Thetafunktionen  mit  den  Modulen  a,  -j-^b  ausdrückt,  erhalt  man  eine 

Beziehung  zwischen  den  Nullwerten  der  letzteren  und  aus  dieser 
sofort,  indem  man  die  Nullwerte  der  Thetafunktionen  durch  die  Mo- 
dulen X*,  A*,  |Li*  oder  die  Verzweigungspunkte  a  ausdrückt,  die  ver- 
langte Relation. 


1)  Eowalewski,   Über   die  Beduction  etc.     Acta  math.    Bd.  4.     1S84, 
pag.  398. 

2)  Poincar^,  Sur  la  r^duction  des  integrales  aböliennes.    C.  B.  Bd.  99. 
1884,  pag.  868. 
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Zur  Erläuterung  können  die  einfetohsten  Fälle  k^  2  und  A;  =>  4 
dienen.  Im  Falle  k  =  2  benutzt  man  die  aus  der  Formel  (501)  pag.  364 
für  ^«=^j=0,  ^1=^2=1,  tti  =  ti2==0  folgende  Gleichung: 

aus  der  nach  dem  eben  Bemerkten  zwischen  den  Thetafunktionen  mit 
dem  Modul: 

(95)  0,,  =  ^ 

sich  die  Relation: 

(96)        2'(-i)"-'''*'[;.u«^»-^ 

Vi*  *h. 

ergibt,  welche  infolge  der  zwischen  den  Thetanullwerten  in  jedem  Falle 
bestehenden  Relationen^)  die  einfachere: 

nach  sich  zieht  und  zwischen  den  Modulen  x^,  iL',  ^^  die  Beziehung: 

(98)  *lil~Hl, 

zwischen  den  Verzweigungspunkten  a  aber  die  Gleichung: 

(99)  '^s  —  «1  •  ^i  —  «1  ^  «6  —  «1  •  <»6  ~  «1 
^  ^  «8  —  «I  •  «4  —  «1  «6  —  «I  •  «•  —  «1 
liefert. 

Die  Relation  (99)  stimmt,  von  der  Reihenfolge  der  Verzweigungspunkte 
abgesehen,  mit  der  pag.  479  angegebenen  Bedingung  (50)  überein;  ebenso 
geht  aus  (98)  durch  lineare  Transformation  die  pag.  478  erhaltene  Re- 
lation Ä*  l^  =  [i*  hervor. 

Auf  die  hier  angegebene  Weise  von  der  Bedingung  ^s  ■="  -ö~  ^^^  ^^ 

der  für  das  algebraische  Gebilde  bestehenden  Beziehung  zu  gelangen,  wurde 
zuerst,  etwas  weniger  einfach,  von  Eönigsb erger')  angegeben,  und  von 
Pringsheim^)  des  näheren  ausgeführt  Den  vorliegenden  Fall  behandelt 
auch  eine  Arbeit  von  Roch*);  femer  hat  Schering*^)  die  diesem  beson- 


1)  Hierzu  und  zu  Späterem  vergl.  etwa  Krause,  Die  Transformation  der 
hyperelliptiBchen  Functionen  erster  Ordnung.    Lpz.  1B86,  pag.  86  u.  f. 

2)  Eönigsberger,  Ober  die  Transformation  des  zweiten  Grades  etc.  J. 
für  Math.  Bd.  67.    1867,  pag.  68. 

8)  Pringsheim,  Zur  Transformation  zweiten  Grades  der  h jperelliptischen 
Functionen  erster  Ordnung.    Math.  Ann.  Bd.  9.    1876,  pag.  445. 

4)  Roch,  Über  specielle  vierfach  periodische  Functionen.  Z.  f&r  Math. 
Bd.  11.    1866,  pag.  463. 

6)  Schering,  Zur  Theorie  des  Borchardt*schen  arithmetisch-geometrischen 
Mittels  aus  vier  Elementen.  J.  f^  Math.  Bd.  86.  1878,  pag.  116;  dazu  auch: 
Doerr,  Beitrag  zur  Lehre  etc.    Inaug.-Diss.   Straßburg  1888. 
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deren  Falle  entsprechende  Riemannsche  Fläche  untersucht  und  gezeigt, 
daß  man  dieselbe  durch  Aufeinanderlegen  zweier  elliptischer  Biemannscher 
Flächen  erhalten  kann;  endlich  hat  Gayley^)  für  den  vorliegenden  Fall 
alle  Wurzelfunktionen  durch  elliptische  Funktionen  ausgedrückt. 

Im  Falle  A; »  4  benutzt  man  die  aus  der  Formel  (XIX)  pag.  68  ffir 
2)  =  2,r-=2,^i=^,  =  4^,  Äi=»Ä,  =  0,  Ui  =  u,  =  0  hervorgehende  Formel: 

(100)     *^[;5lcoi-2'(-  ir^'^-^CUCT-' 

aus  welcher  sich  nach  dem  oben  Bemerkten  zwischen  den  Thetafunktionen 
mit  dem  Modul: 

(101)  «„  =  ^ 

die  Relation: 

0,1 


(102)  2'(-i)'"'""^C.U^^^°^ 


01,  <y, 

ergibt,  welche  hinwieder  zwischen  den  Moduln  x^,  X\  fi^  die  Gleichung: 

(103)       v^^i-y^h(^.-v^hih(^i  -  v^^h(h7. 

nach  sich  zieht  und  sich  mittelst  der  bekannten  Formeln,  welche  die 
Modulen  x,  A,  ^  durch  die  Yerzweigungspunkte  ausdrücken,  auch  als  Be- 
ziehung zwischen  den  sechs  Verzweigungspunkten  schreiben  läßt. 

Bolza^  hat  die  im  Falle  A;  =  4  zwischen  den  Modulen  oder  den 
Verzweigungspunkten  des  algebraischen  Gebildes  bestehende  Relation  aus 

der  Bedingung  a^^^  —  in  einer  komplizierteren  Form  erhalten,  da  er  nicht 

die  einfache  Gleichung  (100)  benutzt;  die  vorstehende  einfachere  Form 
(103)  der  Bedingung  ist  zuerst  von  Igel')  angegeben  und  ihre  Überein- 
stimmung mit  der  Bolzaschen  nachgewiesen  werden;  die  weiteren  von  Igel 
in  den  §  4  und  §  5  seiner  Abhandlung  aus  der  Gleichung  (103)  ge- 
zogenen Schlüsse  sind  aus  leicht  ersichtlichem  Grunde  falsch. 

Bezüglich  der  Aufstellung  der  beiden  reduzierbaren  Integrale  der 
Klasse  und  der  reduzierenden  Substitution  mag  auf  Bolza^)  verwiesen 
werden,  wo  sich  die  beiden  obigen  speziellen  Fälle  A;  =  2  und  A;  *»  4 
ausgeführt  finden. 

Für   den  Fall  p>  2   ist  bis  jetzt   nur   die  Reduktion  einer  Klasse 


1)  Cayley,  Sor  un  ezemple  de  r^duction  d'intägrales  ab^ennes  aoz 
fonctioDS  elliptiqnes.     C  R.  Bd.  86.    1877,  pag.  266,  878,  426  und  472. 

2)  Bolza,  Über  die  Rednction  etc.  Inaug.-Diss.  Göttingen  1886  und: 
Über  die  Rednction  etc.    Math.  Ann.  Bd.  28.    1887,  pag.  447. 

3)  Igel,  Über  die  Parameterdarstellung  der  Verbältnisse  der  Thetafunc- 
tionen  zweier  Veränderlichen.     Monatsh.  f.  Math.  Bd.  2.    1891,  pag.  167. 

4)  Bolza,  Über  die  Rednction  etc.  Inang.-Diss.  Göttingen  1886  und: 
über  die  Rednction  etc.  Math.  Ann.  Bd.  28.  1887,  pag.  447;  auch:  Picard, 
8ur  la  rdduction  etc.    Bull.  S.  M.  F.  Bd.  11.    1882,  pag.  48. 
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Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  3  auf  elliptische  Integrale  durch  eine 
Transformation  zweiten  Grades  untersucht  worden^). 

Der  Inhalt    dieser   beiden    Paragraphen    wurde    zum    größeren   Teile 
schon  früher  von  mir  veröffentlicht*). 


§3. 

Bednktion  Abelaoher  Integrale  vom  Gesohleoht  q  auf  solohe 
niedrigeren  GeBohleohts  p. 

Die  beiden  Veränderlichen  z  und  s  seien  durch  die  irredu^ible 
algebraische  Gleichung: 

(104)  F{0,s)^O 

vom  Geschlecht  g,  die  beiden  Veränderlichen  f  und  ö  durch  die  ir- 
reduzible  algebraische  Gleichung: 

(105)  *(f,ff)-0 

vom  Gteschlecht  p<q  miteinander  verknüpft,  und  es  werde  das  zur 
Erlasse  (104)  gehörige  Integral  I.  Gattung: 

(106)  Snz,s)dz 
durch  die  Substitution: 

(107)  e  =  -Bi(^,«),        <i~B,{z,s), 

wo  B^isSy  s)  und  J2j  {Zj  s)  rationale  Punktionen  von  e  und  s  bezeichnen, 
auf  das  zur  Klasse  (105)  gehörige  Integral: 

(108)  S'p(t,<')dt 
reduziert 

Man  wird  dann  zunächst  bemerken,  daß  jedes  Integral  I.  Gattung 
der  Klasse  (105),  wenn  man  darin  ^  und  6  durch  die  rationalen 
Punktionen  (107)  von  0  und  s  ersetzt,  in  ein  zur  Blasse  (104)  ge- 
höriges Integral  I.  Gattung  übergebt,  daß  es  also  umgekehrt  den 
p  linearunabhängigen  Integralen  I.  Gattung  der  Klasse  (105)  ent- 
sprechend p  linearunabhängige  Integrale  I.  Gattung  in  der  Klasse 
(104)  gibt,  welche  durch  die  nämliche  Substitution  (107)  auf  Integrale 
von  der  Klasse  (105)  reduziert  werden.     Man  hat  so  den 

X.  Sats:  Findet  sich  in  einer  Klasse  Abdscher  Integrale  vom  Ge- 
schleckt q  ein  Integral  I.  Gattung,  welches  durch  eine  rationale  Sub- 


1)  Eowalewski,   Über  die   Beduction  etc.     Acta  math.   Bd.  4.     1884, 
pag.  898. 

2)  Erazer,   Die  Beduzierbarkeit  Abelscher  Integrale.     Straßburg.     Fest- 
schrift der  philoB.  Facoltät  zur  46.  PhiloL-Vers.  1901. 
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stitution  auf  ein  Integral  vom  CrescUeckt  p<q  reduziert  wird,  so  emut- 
halt  diese  Klasse  stets  p  lineartmabhängige  derartige  Integrale: 

(XIII)  ffMs)dz,     Sf,iz,s)de,    .-.,    ff,{0,s)d0, 
welche  alle  durch  die  nämliche  Substitution: 

(XIV)  t^Rii".»),      <'  =  M^,s) 

ixuf  Integrale  der  nämlichen  Klasse: 

(XV)       Jq>,{i,6)di,       Jq>,{i,0)di,     ••.,    fq>p(.t,<')dt 

reduziert  werden. 

Da  die  2q  Periodizitätsmodalen  jedes  Integrals  (XIU)  geschlossene 
Integrale  in  der  Riemannschen  Flache  (Zy  s)  sind^  diesen  aber  auch 
gemäß  der  Substitution  (XIY)  geschlossene  Integrale  in  der  Flache 
(g,  ö)  entsprechen,  so  setzen  sich  für  /li  =  1,  2,  •  •  •, j)  die  2q  Periodi- 
zitätsmodulen  Q^,  (f  =  1,  2,  •••,  2g)  des  ft*^  Integrals  (XIII)  aas  den 
2p  Periodizitatsmodulen  co  («  =  1,  2,  •  •  • ,  2p)  des  ft**°  Integrals  (XV) 
zusammen  in  der  Form: 

(109)  Q..-2''«.a«',a,  ft^ti.::;^ 

wobei  die  m  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Man  nehme  umgekehrt  an,  dafi  sich  die  2pq  Periodizitatsmodulen 
Q  \  Z/o'  9  )  ^0^  P  linearunabhängigen  Integralen  I.  (Gattung 
einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Geschlecht  q  aus  den  2p' 
Periodizitatsmodulen  (o^^  C*  =  i' «'  ^  •  •  2  )  ^^^  ^  linearunabhängigen 
Integralen  L  Gattung  einer  Klasse  Abelscher  Integrale  vom  Ge- 
schlecht p  zusammensetzen  in  der  Form  (109);  sind  dann  /i^ti^j-*-; 

fjMj  p  mit  den  Perioden  ©      \^\^.,\^\  )  2jj-fach  periodische 

Funktionen  der  p  Variablen  w^,  •  •  • ,  m^  ohne  wesentlich  singulare  Stelle 
im  Endlichen,  so  werden  dieselben,  wenn^  man  an  Stelle  der  Argu- 
mente '^xj'" i'^p  die  Integralsummen: 

(110)  u,  =2  A«^i .  •  •  • »  «,  -2'  f^^p 

einführt,  rationale  Funktionen  der  p  Punkte  xr^,  s^j  also  algebraische 
Funktionen  der  p  Werte  x^,  und  daher  auch  umgekehrt  die  Größen  x^ 
algebraische  Funktionen  von  fi{u\    ••,  fjiu\ 
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ZI.  Sats:    Sind  p  Integrale  Ju    -y  Jp   einer   Klasse  Ahdscher 
Integrale  vom  Gesddecht  q  auf  Integrale  vom  Geschlecht  p  redussterha/r, 

so  setzen  sich  ihre  2pq  Periodizitätsmodiden  Q^^,  (gZi'2  •  •' 2  )  ^^ 

den  2jp*  Periodizitätsmodulen  ca^^  (aZi'2  .  •' 20)  ^^^^^  letsfteren  m- 
sammen  in  der  Form: 

(XVI)  ö,.-2'»'.a'».a,  C.-.it.:.:^ 


a=sl 


i4?öbei  die  m  ganze  ZaJden  bezeichnen. 

Setzen  sich  wmgekehrt  die2pqPeriodizitätsmodulenQ^J^'^'''^  j 

von  p  linear  unabhängigen  Integralen  L  Gattung  einer  Klasse  Abelscher 
Integrale   vom    Geschlecht   q  aus    den   2p^  Periodizitätsmodulen  a>^„ 

{^12^2  )  ^^^  ^  Integralen  vom  Geschlecht  p  zusammen  in  der 
Form  (XVI),  so  lassen  sich  diese  Integrale  auf  Integrale  vom  Ge- 
schlecht p  reduzieren. 

Setzen  sich^  wie  in  dem  XL  Satz  angenommen,  die  2pq  Periodi- 
zitätsmodulen  Q^,  r""/o'      'o  )    ^®^  P  Integrale  «^i^"*;<^   vom 

Geschlecht  q  aus  den  2p^  Periodizitätsmodulen  (o^^  (a  =  i'2'  ••' 2«) 
von  p  Integralen  Jj',  •  •  •  1 J«'  voni  Geschlecht  p  zusammen  in  der 
Form  (XVI),  so  ergeben  sich,  wenn  man  in  die  zwischen  den  Perio- 
dizitätsmodulen Q  bestehenden  \{p  —  l)jp  bilinearen  Relationen: 

9 
(111)  2^^^S..9^ii  -  ^z'^^+A^)  =  0  0.,.-i.s.  •..p;a.<.) 

an  Stelle  der  Q  die  07  einfuhrt  und  berücksichtigt,  daß  zwischen  den 
(D  im  allgemeinen  nur  die  \{p  —  l)jp  Relationen: 

bestehen,  für  die  ganzen  Zahlen  m  die  ^  (2p  —  1)  Bedingungen: 

/i  1  o\  "V^/  \      ^}  wenn  j  =>  q  +  i, 

(113)  2^^ (w^<^,+,.i  -  ^,+e.<^?i)  =  0,  wenn  j^q  +  i, 

(.•,i=l,8,...,2p;i</) 

WO  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  von  der  jetzt  sofort  gezeigt  werden 
soll,  daß  sie  stets  positiv  isi 
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Bezeichnet  man  nämlich  mit: 

(114)  Q.-2^^Ä.  (.=1,1,....«,) 

die  Periodizitatsmodulen  irgend  einer  linearen  Verbindung  der  Inte- 
grale Ju'-fJpy  mit: 

(115)  03^  '^^^^^ha  («=1,«,.  ,ap) 

die  Periodizitatsmodulen  der  nämlichen  linearen  Verbindung  der  Inte- 
grale Ji,  "'y  Jp,  SO  bestehen  zwischen  den  reellen  und  lateralen 
Teilen  H„  Z,  bez.  iy„,  ta  der  Größen: 

(116)         Q. = H. + iz;,      c^a-va+ ita     t:i:i...;'3 

die  Ungleichungen: 

(117)  ^(H,Z,^^-H,^^Z^)>0,     ^(.f,,t,^,-np^iti)>0. 
^=1  *=1 

Nun  ist  aber  wegen  (XVI) 

2p  ip 

(118)  H.  =-^m^^ri„,         Z,  --^m,J„  (.=1,2.  •■.««) 

und  daher  auf  Grund  der  Relationen  (113): 

(119)  ^(H,2,^^-  H,^^Z^)  »  n^in,i,^,  -  n,^,td- 

Daraus  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichungen  (117),  daß  n 
nur  positiv  sein  kann. 

Man  stelle  sich  jetzt  die  Aufgabe,  das  System  der  ^pq  Multipli- 
katoren 1»,^  (^Zi'a  ••  '2  7  durch  passende  Transformation  der 
Perioden  o)^,  auf  eine  möglichst  einfache  Form  zu  bringen.  Dabei 
soll  der  Untersuchung  der  spezielle  Fall  jp  =  2,  9  =  6  zugrunde  ge- 
legt werden,  aus  dem  sich  sowohl  der  Gang  der  Untersuchung  als 
deren  Resultat  für  den  allgemeinen  Fall  ersehen  läßt. 

In  dem  Systeme: 

mji     iMji     mji     m^    m^^    m^^     iw^j     m^     iw^j     m^^i 

(120)  *^*     ^^^    *^     ^***     ^**     ^^    ^*     ^®    *****     ''^®»* 

%8       ^8       ^»8       ^48       %S       ^68       ^^8       ^'«5       ♦'*»8       ^^0,8 
Wj^      W,4      IHg^      t»44      m^      m^^      W74      W84      W^      Wio,4 

der  40  Zahlen  m,^  fasse   man  zunächst   nur   die  Elemente   der  3*^ 
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Horizontalreilie  ins  Aage.  Durch  passend  gewählte  lineare  Trans- 
formationen  der  (d  kann  man^  wie  in  §  1  ausführlich  auseinander- 
gesetzt ist;  aus  dem  Systeme  (120)  ein  neues  ableiten,  in  welchem 
diese  10  Elemente  die  Werte: 

(121)  OOOOOw^OOOO 

besitzen,  wo  n^  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  dem  größten 
gemeinsamen  Faktor  der  10  Zahlen  m^^  gleich  und  daher,  wie  sich 
aus  (113)  ergibt,  jedenfalls  ein  Teiler  von  n  ist.  Auf  Grund  der 
Gleichungen  (113)  ist  dann  in  der  ersten  Yertikalreihe: 

(122)  »»n'J»«!',     »»it-O,    m,,  =  0. 

Nun  lasse  man  die  1^  und  6^  Yertikalreihe  aus  dem  Spiele  und 
fasse  die  8  übrigen  Elemente  der  4^  Horizontalreihe  ins  Auge.  In 
der  gleichen  Weise  wie  vorher  kann  man  durch  passend  gewählte 
lineare  Transformationen  ein  neues  System  von  Multiplikatoren  ab- 
leiten, in  welchem  diese  8  Elemente  die  Werte: 

(123)  *0000*t?jOOO 

besitzen,  wo  n^  wiederum  ein  Teiler  von  n  ist,  und  es  ist  dann  auf 
Grund  der  Gleichungen  (113)  in  der  zweiten  Vertikalreihe: 

(124)  „^,  =  J  =  V. 

Läßt  man  sodann  1*®,  2*®,  6**  und  7**  Vertikalreihe  aus  dem 
Spiele,  so  kann  man  durch  lineare  Transformationen  der  cd  in  der 
ersten  Horizontalreihe  noch: 

(125)  »»81  =  0,    »»41  =  0,    W5i  =  0,    m^i^O,    w^o,!  =  0 

machen,  und  endlich,  indem  man  nur  noch  mit  der  4*®",  5*"°,  9*^  und 
10*^  Vertikalreihe  operiert,  in  der  zweiten  Horizontalreihe: 

(126)  w^-=0,    m5,  =  0,    mio,2  =  0 

machen.  An  Stelle  des  Schemas  (120)  ist  auf  diese  Weise  das 
folgende  speziellere  getreten: 

n^    tn^i      0      0    0    iWgi     in^^    m^      0      0 

ri27'i  ^      ^'     ^^^     ^    ^    *^**     ^^     ^^     ^^    ^ 

^      ^  OOOOOw^OOOO 

0       0        000we4n,       0        00 

Dieses  soll  aber  noch  in  der  Weise  umgeändert  werden,  daß  man 
durch  Operieren  mit  der  2*^  und  3*^  und  gleichzeitigem  mit  der 
7*«"  und  8*«^  Vertikalreihe  das  Element 

(128)  »»»s  =  0 

Kr»s«r,  Th«t»füokt{oii«ii.  32 


»»11 

»W,! 

0    0 

0 

»»g,       t»l7i 

»»81 

0 

0 

0 

m„ 

0    0 

0 

»fj,       »W,, 

m« 

«»» 

0 

0 

0 

0    0 

0 

»»„      0 

0 

0 

0 

0 

0 

0    0 

0 

»»64       »»74 

»»84 

0 

0 

ftf^^W 

'6S  °= 

=  »»M»»74  = 

n 
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macht;  es  treten  dabei  an  Stelle  der  Zahlen  n^  und  n,  andere  Zahlen, 
deren  Produkt  aber  gemäß  der  Relationen  (113)  wieder  n  sein  muß, 
und  weiter  tritt  an  die  8**  Stelle  der  4**^  Horizontalreihe  anstatt  der 
jetzigen  Null  ein  von  Null  verschiedenes  Element  m^^  sodaß  das 
Schema  (120)  nunmehr  die  Form  hat: 


(129) 


wobei 
(130) 

ist. 

Die  16  Elemente  der  V^,  2*«°,  6*«°  und  1^  Vertikalreihe  sind 
für  sich  allein  zufolge  der  Relationen  (113)  die  Transformationszahlen 
einer  zum  Falle  jp  =  2  gehörigen  Transformation  nt^  Orades.  Er- 
gänzt man  nun  die  p=^2  Integrale  J^j  J^  durch  EUnzunahme  von 
gr  —  2>  =-  3  Integralen  Jj,  J^,  J^  der  Klasse  zu  einem  System  von 
q==^b   linearunabhängigen   Integralen    erster    Gattung^    nennt    deren 

Periodizitätsmodulen   ^    (^  ~    '    '      "'   ^j  imd  leitet  aus  diesen  durch 

die  Transformation  n**'  Ordnung: 

(131)  Q^.^nQ^,,  Q^3  »Q;«, 

((»  =  1,2,. ..,6) 

neue  ^^'•U~i'2  •  *'io)  ^^'  ®^  setzen  sich  die  Großen  Q^r^^'«       in) 
aus  den  Periodizitätsmodulen   ci}/*ay^^.\  «  4)  ^^^  Integrale  J^\  J^ 

zusammen  mit  Hilfe  von  Multiplikatoren   'w.ar^    '   *g*  .'     j,  welche 
durch  das  Schema:  '   '  * 

1000000  m«!   0   0 

0100000  m«,ni^O 

^      ^  00000100   00 

0000001  m«^   0   0 

bestimmt   sind;   in   welchem   m^^^  m^y  m^  und   m^   die   nämlichen 
Zahlen  bezeichnen  wie  im  Schema  (129)  ^  imd  es  können  nun  endlich 
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aus    den  Größen  Q^a  durch   lineare  Transformation   neue   abgeleitet 
werden ;  für  welche  das  Schema  der  Multiplikatoren  m^a  die  Form: 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

(133) 

hat. 

Sind  die  beiden  Integrale  J^\  J^  die  Normalintegrale  der  KLasse^ 
ist  also: 

(lo4;  .  («u=oii) 

SO  erhalten  die  Periodizitätsmodulen  0^*11  Z/o  lo)  auf  Grund 
des  Schemas  (133)  die  Werte:  \f*- 1. ^. •  •  . i"/ 

,j3g.  ^i     0     0    0    0    Oll     ai,    0    0    0 

^      ^  0     3ti    0    0    0    Ogi     Ojj    0    0    0 

und  wenn  man  daher  zu  den  beiden  Integralen  J^^  J^  drei  weitere 
Integrale  der  Klasse  hinzunimmt,  welche  mit  ihnen  ein  System  von 
5  Riemannschen  Normalintegralen  bilden,  so  erhalt  man  f£Lr  deren 
Periodizitätsmodulen  das  Schema: 

uri     0      0      0      0     «11  Ou      0       0       0 

0     ffi     0      0      0     Oji  Ojj      0       0       0 

(136)  0      0     «i     0      0      0  0     o^s    0,4    0,5      («^.-«.^) 

0      0      0     3ti     0      0  0     a^    a^    a^ 

0000  ÄiO  005505^055 

Damit  sind  aber  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

xn.  SatB:  Finden  sich  unter  den  Äbelschen  Integralen  1,  Gattwng 
einer  Klasse  vom  Geschlecht  q  p  linearunabhängige  ^  welche  a/uf  Inte- 
grale vom  Geschlecht  p  reduzierbar  sind,  so  enthält  diese  Klasse  q  —p 
weitere,  wnter  sich  und  von  den  früheren  linearunahhängige  Integrale 
1.  Gattung y  welche  auf  Integrale  vom  Geschlecht  q—p  redimerbar  sind. 

xm.  SatB!  Finden  sich  unter  den  Abdschen  Integralen  1,  Gattwng 
einer  Klasse  vom  Geschlecht  q  p  linearunahhängige  y  welche  auf  Inte- 
grale vom  Geschlecht  p  redwsierba/r  sind,  so  zerfallt  die  zu/r  Klasse  ge- 
hörige Thetdfunktion  nach  einer  Transformation  in  das  Produkt  einer 
Thäafuhktion  von  p  und  einer  solchen  von  q—p  Veränderlichen. 
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Man  kehre  nun  zu  den  Untersuchungen  des  vierten  Kapitels 
zurück.  Es  hat  sich  dort  (pag.  118)  ergeben^  daß  zu  jeder  2j>-fiEicli 
periodischen  Funktion  f([v]j  von  der  im  IL  Satz  (pag.  116)  an- 
gegebenen Art  mit  2p  Periodensystemen  ^A*aV  Zi'q  .  ".'2  )  ®"^® 
Klasse  algebraischer  Funktionen  (24)  von  einem  Geschlecht  q^p 
zugeordnet  werden  kann^  in  welcher  v^,- '  ',Vp    p  linearunabh^igige 

Integrale  1.  Gattung  sind,  deren  Periodizitatsmodulen  ö/*«\  ^i'o'      2  ) 

an  den  2q  Querschnitten  der  zu  (24)  gehörigen  Riemannschen  Flache 

sich  linear  und  firanzzahlicr  aus  den   ©«al'*™^'«'       «   )  zusammen- 
setzen. 

Wendet  man  dieses  Resultat  auf  die  aus  allgemeinen  Theta- 
funktionen  —  deren  Modulen  also  nur  den  Bedingungen  der  Kon- 
vergenz unterworfen  sind  —  gebildeten  2p-fach  periodischen  Funk- 
tionen an  und  verbindet  es  mit  dem  XTTT.  Satze,  so  ergibt  sich  der 

xrv.  Satz:  Es  gibt  spezielle  Klassen  algebraischer  FunkHanen 
von  einem  QesMechte  q^p,  deren  {Ahdsche)  Thetafunktionen  nach 
einer  bestimmten  TransformaMon  höheren  Grades  in  Produkte  je  einer 
ITietafunktion  von  p  und  einer  von  q—p  Variablen  jserfaUen,  derart, 
daß  die  ersteren  allgemeine  Thetafunktionen  sind. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelte  Lehre  von  der  Reduktion  Abel- 
scher Integrale  auf  solche  niedrigeren  Geschlechts^)  verdankt  man  den 
Herren  Picard*),  Poincare*)   und  Wirtinger*)   und   zwar  rühren  die 

1)  Spezielle  hyperelliptische  Integrale,  welche  sich  auf  solche  niedrigeren 
Geschlechts  reduzieren  lassen,  haben  Malet  (On  the  reduction  of  abelians  in- 
tegrals.  J.  für  Math.  Bd.  76.  1878,  pag.  97;  Some  theorems  in  the  reduction 
of  hyperelliptic  Integrals.  R.  Irish  Acad.  Trans.  Bd.  26.  1876,  pag.  279  und: 
On  certains  definite  integrals.  R.  Irish  Acad.  Trans.  Bd.  28.  1886,  pag.  197), 
Brioschi  (Sur  des  cas  de  reduction  des  fonctions  ab^liennes  auz  fonctions 
elliptiques.  C.  R.  Bd.  86.  1877,  pag.  708)  und  Goursat  (Sur  la  reduction  etc. 
Bull.  S.  M.  F.  Bd.  18.  1886,  pag.  143)  angegeben;  auch  hat  Biermann  (Zur 
Theorie  etc.  Wien.  Sitzb.  Bd.  87.  1888,  pag.  986)  die  Bedingungen  untersucht, 
unter  denen  sich  das  hyperelliptische  Integral  2.  Ordnung  auf  ein  solches 
1.  Ordnung  reduzieren  läfit. 

2)  Picard,  a.  a.  0.  siehe  pag.  482. 

3)  Poincar^,  a.  a.  0.  siehe  pag.  482  und  490;  dazu  noch:  Sur  les  fonc- 
tions ab^liennes.     C.  R.  Bd.  92.    1881,  pag.  968. 

4)  Wirtinger,  Untersuchungen  über  Thetafunktionen.  Lpz.  1896.  Hier 
hat  Herr  Wirtinger  auch  angegeben,  dafi  man  die  Riemannschen  Flächen  solcher 
algebraischer  Funktionen,  welche  zu  reduzierbaren  Integralen  führen,  dadurch 
erhalten  kann,  daß  man  mehrere  unter  sich  kongruente  Riemannsche  Flächen 
niedrigeren  Geschlechts  längs  Querschnitten  miteinander  verbindet.  Insbesondere 
hat  er  auf  diese  Weise  durch  Verschmelzung  von  zwei  kongruenten  Riemann- 
schen Flächen  vom  Geschlecht  p  -f-  1  eine  spezielle  Klasse  algebraischer  Funk- 
tionen vom  Geschlecht  2p  -j-  1  geschaffen,  deren  Thetafunktionen  nach  einer 
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Sätze  XI,  Xn  und  XTTT  von  Picard  und  Poincare,  der  X.  Satz  und  der 
für  die  Theorie  der  Thetafunktionen  überaus  interessante  XIY.  Satz  von 
Wirtinger  her,  dessen  Darstellung  auch  der  obige  Beweis  der  Sätze  XII 
und  Xm  folgt 


Transformation  zweiten  Grades  in  Produkte  von  je  einer  Thetafunktion  von  j) 
und  einer  von  p  -{-  1  Variablen  zerfallen.  Während  die  letzteren  die  Abelschen 
Thetafunktionen  der  zu  gründe  gelegten  EHasse  algebraischer  Funktionen  vom 
Geschlecht  p  +  1  sind,  sind  die  ersteren  allgemeinere,  indem  sie  von  8p  wesent- 
lichen Parametern  abhängen.  Zu  Thetafunktionen,  die  nach  einer  Transforma- 
tion zweiten  Grades  zerfallen,  ist  auch  Herr  Schottky  (Über  die  charakte- 
ristischen Gleichungen  symmetrischer  ebener  Flächen  und  die  zugehörigen 
Aberscben  Funktionen.  J.  für  Math.  Bd.  106.  1890,  pag.  199)  gelangt,  indem 
er  jene  algebraischen  Funktionen  untersuchte,  weldie  zu  beraudeten,  symme- 
trischen, die  Ebene  einfach  überdeckenden  Bereichen  gehören.  Sind  dann  t 
Paare  und  6  mit  sich  selbst  symmetrische  Randlinien  vorhanden,  so  ist  die  zu- 
gehörige EHasse  algebraischer  Funktionen  vom  Geschlecht  tf  -f  t,  ihre  Theta- 
Ämktionen  aber  zerfallen  nach  einer  quadratischen  Transformation  in  solche 
von  T  und  solche  von  <r  Variablen,  von  denen  die  ersteren  Abelsche,  die  letz- 
teren dagegen  keine  Abelschen  sind. 
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Abelsches  Theorem  414. 

Abelsche  Thetafunktionen  417;  Beding,  für  ihre  Mod.  417. 

Additionstheoreme  der  Thetaqnotienten :  allgem.  mit  halben  Char.  p=^  1    838, 

jp=-2  342,  jp^3  846;  allgem.  mit  r*^  Char.  887;  hyperellipt.  464. 
Adjungierte  Gruppen  von  Per.  Char.  295,  878.  —  Systeme  von  Th.  Char.  297,  379. 
Ähnliche  bilineare  Formen  217. 
Äquivalente  bilineare  Formen  mit  ganzz.  Eoeff.  66;  mit  bei.  Eoeff.  217;  —  Per. 

Char.  mod.  einer  Gruppe  292;  —  Periodensysteme  111;  —  ganzz.  nichtlin. 

Transf.  166. 
Argument  der  Thetaf.  einer  VerÄnderl.  5;  Änderung  um  Per.  6;   — e  der  Thetaf. 

mehr.  Ver.  22;  Änd.  um  Syst.  zusammengeh.  Per.  23,  32;  bei  Thetaf.  höherer 

Ordg.  39;   Zusammenh.    der  ursprüngl.   und    transf.  Arg.   der  Thetaf.  bei 

Transf.  141. 
Azygetische  Per.  Char.  244,  876;  Invar.  bei  lin.  Transf.  264.  —  Th.  Char.  253; 

Invar.  bei  lin.  Transf.  und  Add.  einer  Th.  Char.  254;    Char.  einer  Summe 

azyg.  Th.  Char.  255. 

Basis  einer  Gruppe  von  Per.  Char.  291,  877;  normale  B.  294;  —  eines  Systems 
von  Th.  Char.  296,  379. 

Bilineare  Formen  mit  ganzz.  Eoeff.  55;  Rang  65;  Elementart.,  Äquival.,  Normalf. 
66;  —  mit  bei.  Eoeff.  214;  konjug.,  rezipr.  Form  215;  Charakt.  Determ.  oder 
Funkt.,  Charakt.  Gleichg.,  Elementart.  216;  äquival.,  ähnl.  F.,  die  konjug. 
kompl.  F.  Ä^,  Formen  Ä,  für  welche  BqB  =  J  217;  Formen  Ä,  fttr  welche 
A^  =  Ä\  Normalf.  218;  definite  F.  219;  Substit.  in  sich  220. 

Bilineare  Relationen  zwischen  den  Per.  einer  2p -fach  per.  F.  119;  Normalf.  121. 

Charakter  einer  Th.  Char.  251 ;  Invar.  bei  lin.  Transf.  247 ;  —  einer  Summe  von 

Th.  Char.  265. 
Charakteristik  s.  u.  Per.  Char.  und  Th.  Char.;  über  Char.  mit  kompl.  Elem.  82; 

—  einer  Transf.  131. 
Charakteristische  Determ.  oder  Funkt,  einer  bilin.  F.  216;  —  Gleichung  einer 

bilin.  F.  216. 

Defekt  eines  Punktsyst.  I.  G.  416. 
Division  der  Per.  194;  —  der  Thetaf.  198. 

Eigentliche  Per.  Char.  244,  374. 
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Elementare  ganzz.  lin.  Transf.  163;  —  lin.  Transf.  1.  2.  8.  Art  (Krazer-Prym) 

198;  —  nichtUn.  Transf.  (Erazer-Prym)  806. 
Elementarteiler  der  bilin.  F.  mit  ganzz.  Eoeff.  66;  mit  bei.  Eoeff.  216. 
Elliptische  Funktionen,  Überg.  von  den  Thetaf.  836. 
Elliptische  Normalknrven  899. 

Formen  s.  n.  lineare  und  bilineare. 

Fouriersche  Formel  fBbr  Fuskt.  einer  Ver.  93;  mehr.  Ver.  99;  Anw.  zur  Ümf. 
unendl.  Reihen  94,  100;  spez.  Thetar.  96,  106. 

Funktion  I.  Gattung  416. 

Fundamentalsystem  (F.  S.)  von  Per.  Char.  267;  Bildungsges.  267;  Anz.  868;  Darst. 
aller  Per.  Char.  durch  die  Per.  Char.  eines  F.  S.  269;  Überg.  von  einem 
F.  S.  zu  allen  anderen  269 ;  Darst.  aller  Th.  Char.  durch  die  Per.  Char.  eines 
F.  S.  272;  spez.  der  ger.  und  unger.  276;  spez.  Falljp»2  387;  Zummenh. 
mit  den  F.  S.  von  Th.  Char.  288;  Auftreten  eines  F.  S.  von  Per.  Char.  im 
hyperell.  Falle  448;  —  von  Th.  Char.  288;  Eomplex  von  F.  8.  284;  Anz. 
der  F.  S.  286;  Anz.  der  unger.  Th.  Char.  in  einem  F.  S.  286;  Darst.  aller 
Th.  Char.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  S.,  spez.  der  ger.  und  unger.  Th.  Char. 
286;  Darst.  aller  Per.  Char.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  S.  287;  Anz.  der 
F.  S.  mit  gegeb.  Anz.  unger.  Th.  Char  288;  Spez.  Fall  p  =  2  387;  lin.  Transf. 
von  F.  S.  von  Th.  Char.  289. 

C^zzahlige  Transf  181. 

Gaußsche   Summen  zur  Best,   der  Transformationskonst.  186;   zur  Darst.   der 

Thetaf.  an  der  Grenze  der  Eonverg.  190;  —  mehrfache  71. 
Gerade  Th.  Char.,  Anzahl  260;  Darst.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.  S.  286;  Best. 

der  Anz.  der  in  einem  Systeme  von  Th.  Char.  vorkommenden  297;  spez.  in 

einem  Göpelschen  Syst.  300;  Fall  p^=2  388;  die  zu  einer  syzyg.  Gruppe 

geh.  Syst.  von  lauter  ger.  Th.  Char.  803. 
Gerade  Thetafanktionen,  Verschw.  im  hyperell.  Falle  469. 
Gitterpunkte  21,  111,  148. 
Göpelsche  biquadr.  Relation  341;  —  Gruppe  von  Per.  Char.  296,  378;  Fall  p  =  2 

887;  —  Systeme  von  Th.  Char.  299,  379;  Fall  jp==2  338;  Linearunabh.  der 

Thetaprodukte  866. 
Grad  der  Transf  =  Ordn.  181;  einer  zusammeng.  Transf.  143. 
Ghruppe  (c):  die  in  einem  Gr.  (e)  enthalt.,  gepaart  enthalt.,  und  in  mehreren  Gr. 

gemeins.  enthalt.  Th.  Char.  (Nöthersche  Gruppencharakteristik)  269;  —  Gr. 

der  mod.  2  inkongr.  ganzz.  lin.  Transf.  276;  Ordng.  277;  holoedr.  isomorph 

zu  einer  Gruppe  H  von  Per.  Char.     Substit.  279;  erzeug.  Subst.  280;  Auff. 

dieser  als  Subst.  von  Th.  Char.  281;  Fall  |)  =  2  282;  —  von  Per.  Char.  291, 

377,  391;  Rang,  Basis  291,  377;  Syzyget.  Untergr.  292,  378;  Normale  Basis 

294;   lin.  Transf.  296;  Adjung.  Gr.  296,  878;  Eoiyug.  Gr.  296,  379;  Syzyget. 

Gr.,  Göpelsche  Gr.  296,  878;  Fall  p  =  2  387;   Zusammenh.  mit  System  von 

Th.  Char.  296,  879. 

Hauptreihe  von  Th.  Char.  276,  288,  290;  Fall  jp==2  337. 

Hyperelliptische  Thetafunktionen  446;  Bed.  für  ihre  Mod.  466;  Ident.  Ver- 
schwinden 464;  Additionstheorem  464. 
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Identische  Transformation  144. 

Identisches  Verschwinden  der  Riemannschen  Thetaf.  426;  hinreichende  Bed.  427; 

Nachw.,  daß  diese  notw.  428;  —  Yerschw.  der  part  Deriy.  482;  für  die 

hyperell.  Thetaf.  464. 
Inverse  Transformation  145. 

Jacobische  Thetaformeln  320;  Zusammenh.  mit  der  Riem.  und  Weierstr.  F.  328; 
Histor.  826;  Verschied.  Ableitongsmeth.  826. 

Klasse  äquivalenter  ganzz.  nichtlin.  Transf.  166;  Elassenanzahlbestimmiing  im 

Falle  j7  =  1  160;  fär  Pnmzahlgrad  in  den  Fallen  |7  =  2  161  und  p  »  8  168. 
Kombination  v^'  Ordg.  gegeb.  Per.  Char.  244,  874;   gegeb.  Th.  Char.  wesentl. 

Komb.  263,  379. 
Komplex  von  F.  S.  von  Th.  Char.  284;  —  koiyug.  Systeme  von  Th.  Char.  297,  379. 
Komplexe  Multiplikation  doppeltper.  F.  210;  2|}-foch  period.  F.  221. 
Kongruente  Charakteristiken  86;  —  Punkte  der  Ebene  8;  des  Raumes  von  2p 

Dimensionen  27,  111. 
Kongruenzen -System  lineare  homog.  61;  nichthomog.  64;  konjugiertes  System 

62;  Normallösungen  61;  Anzahl  67. 
Konjugierte  bilin.  Form  216;  —  Gruppe  von  Per.  Char.  296,  879;  —  System  von 

Formen  64;  Kongruenzen  62;  —  Systeme  von  Th.  Char.  297,  379. 
Konvergenz  der  einf.  unendl.  Thetar.  3;  der  |}-fach  unendl.  10;  die  Thetaf.  an 

der  Grenze  der  Konverg.  190. 
Korresiduale  Punktsysteme  416. 
Kummersche  Fläche  346;  Verallgem.  für  p>2  368. 
Kurven  8.  Ordg.,  ebene  ohne  Doppelp.,  die  K.  bez.  auf  8  Wendepunktlinien  394; 

auf  3  Wendetangenten  897. 

Lineare  Formen  mit  ganzzahl.  Koeff.  64. 

Lineare  Transformation  131;  der  Per.  Char.  242,  873;  der  Th.  Char.  247;  verschied. 
Verhalten  der  Per.  Char.  und  Th.  Char.  268;  hivar.  der  Symb.  |e,  17I,  |€|, 
I  «,  1],  1 1  264;  der  F.  S.  von  Per.  Char.  270;  von  Th.  Char.  289;  der  Gruppen 
von  Per.  Char.  296;  spez.  Göpelsche  296;  der  Systeme  von  Th.  Char.  804; 
Gruppe  G  der  mod.  2  inkongr.  lin.  Transf.  276;  s.  auch  Zusammensetzung 
und  Transformation. 

Modul  der  Thetaf.  einer  Veränderl.  6;  Konvergenzb.  6;  — en  der  Thetaf.  mehr. 
Ver.  22;  Quadrat.  Form  aus  ihren  reellen  Teilen,  Konvergenzb.  17;  aus  den 
Modulen  selbst  102;  Änderung  um  Ganze  70;  um  gebrochene  Vielfache  von 
xi  76;  Zusammenh.  zwischen  ursprüngl.  und  transform.  im  Falle  der  Transf. 
141;  Beding,  für  die  Modulen  der  Abelschen  Thetaf.  417;  der  hyperell. 
Thetaf.  466;  der  singulären  Humbertschen  Thetafunkt.  486. 

Multiplikation  der  Per.  194;  der  Thetaf.  197;  komplexe  der  doppeltper.  F.  210; 
der  2|)-facli  period.  F.  221. 

Normalcharakteristiken  36. 
Normalkurven  elliptische  899. 

Normalform  einer  bilin.  F.  mit  ganzz.  Koeff.  66;  —  der  bilin.  Relat.  zw.  d.  Per. 
einer  2p -fach  per.  F.  121. 
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Nonnallösungen  eines  Systems  lin.  Eongr.  47,  61. 

Nullpunkte  der  Thetaf.  einer  Veränd.  9 ;  gemeinsame  von  p  Thetaf.  mit  p  Yer. 
28;  —  der  Thetaf.  n*«'  Ordg.  mit  einer  Veränd.  41;  gemeins.  von  p  Thetaf. 
höherer  Ordg.  mit  p  Yer.  42;  —  der  Riemannschen  Thetafunktion  419;  bei 
Thetaf.  höherer  Ordg.  424;  >-  gemeins.  mehrer.  Thetaf.  426. 

Ordinäre  Transformation  180  Anm. 

Ordnung  der  Transformation  —  Grad  181;  einer  zusammenges.  Transf.  143. 

Parallelotop  21,  27,  41,  111;  Änderung  bei  Transf.  138. 
Parameter  der  Thetaf.  417;  Zusammenh.  mit  den  NuUp.  421. 
Periodencharakteristik  (Per.  Char.)  29,  242,  372;  lin.  Transf.  242,  378;  eigentl. 

und    uneigentl.   Per.  Char.,    unabh.    Per.  Char.,    Symbol    |  €,  i]  |    244,  374; 

Syzyget.  und  azyget.  Per.  Char.  244,  876;    s.  f.  unter  Fundamentalsystem, 

Gruppe,  Zerlegung. 
Periodensysteme  unabhängige  110;  primitive,  äquivalente  111. 
Periodizitätsmodulen  der  Thetaf.  einer  Yer.  6;  mehr.  Yer.  28;  —  eines  hypereU. 

Int.  I.  G.  durch  seine  Werte  in  den  Yerzw.  447;  Beding,  far  die  —  eines 

reduzierbaren  Integr.  471,  496. 
Periodische  Funktionen:  Syst.  zusammengeh.  Per  ,  2|)-fach  period.  F.,  unabh. 

110;  primitive  und  äquival.  Per.,  Periodenparallelotop,  kongruente  BAump., 

Gitterp.  111;  mehr  als  2jp-fach  per.  F.  112;  Sätze  über  2p-fach  per.  F.  114; 

bilin.  Relat.  zw.  d.  Per.  119;  Red.  auf  die  Normalf.  121;  Normalis.  d.  Per. 

durch  Einf.  neuer  Yer.  128;  Darst.  2|)-fach  per.  F.  durch  Thetaf.  126. 
Primitive  Periodensysteme  111. 

Prinzipale  Transformation  der  Thetaf.  einer  Yer.  211;  der  Thetaf.  mehr.  Yer.  221. 
Punktsystem  I.  Gattung  416. 

Bang  einer  bilin.  F.  mit  ganzz.  Eoeff.  66;  —  einer  Gruppe  von  Per.  Char.  291, 

877;  —  eines  Punktsyst.  I.  G.  416. 
Reziproke  bilineare  Form  216. 
Reduzierbare  Abelsche  Integrale  469. 
Reihen  unendl.:  Umform,  durch  Einf.  neuer  Summationsb.  44;  durch  die  Fourier- 

sche  F.  94,  100. 
Repräsentant  einer  Elasse  äquiv.  ganzz.  nichtlin.  Transf.  166;  Aufist,  von  Repräs. 

169;  spez.  Fall  p=^\  160;  i)  =  2  161  und  |>  =  8  162  (Primzahlgrad). 
Restpunktsystem  416. 
Riemannsche  Eonstanten  der  Thetaf.  424;  Berechn.  fär  den  hyperell.  F.  460, 

462,  466. 
Riemannsche   Thetaformel   306;   Histor.  316;   Folger.    308,  361;   Erweiter,    auf 

Prod.  bei.  vieler  Thetaf.  316;  Riem.  Thetaf.  im  Falle  jp»l  819;  Zus.  mit 

den  Jac.  und  Weierstr.  F.  828;  Histor.  826;  Yerschied.  Ableitungsmeth.  826; 

Folger.  829;  Yerallg.  för  Thetaf.  mit  r*-»  Char.  379;  Folger.  888. 
Riemannsche  Thetafunktion  417;   Parameter  417;  Nullpunkte  419;  Bez.  dazw. 

421;  die  Riemannschen  Eonst.  424;  Ausdehn,   auf  Thetaf.  n^  Ordg.  und 

auf  die  gemeins.  NuUp.  mehrerer  Thetaf.  424. 
Riemann- Rochscher  Satz  414. 
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Rosenhainsche   Gruppe  von   Per.  Ghar.   (im  Falle  |>">8)  887;  —b  System  yon 

Th.Char.  888. 
Rosenhainsche  Modulen  x,  X,  fi,  Bez.  zwischen  dens.  im  Falle  der  Beduzierbark. 

491,  492. 

Singulare   Funktionen    (Humbert)   286,  486;   —  Transf.    (Humbert)    180  Anm.; 

--  lin.  Transf.  (Krazer-Piym)  200. 
Summationsbuchstaben,  Einf.  neuer  —  in  unendl.  R.  44 ;  Anw.  auf  eine  Thetar. 

65;  auf  ein  Prod.  von  Thetar.  mit  verschied.  Mod.  77;  mit  gleichen  Mod. 

90;  der  spez.  Fall  ganzz.  Eoeff.  84. 
Supplementare  Transformation  194. 
Systeme  von  Th.  Char.   296,  879,  891;   Zus.   mit  Gruppe  von  Per.  Char.,  Basis 

296,  879;   Komplex  konjug.  Syst.,    Ac^ung.  Syst.  297,  879;  Anz.   der  ger. 

u.  unger.  Th.  Char.  in  einem  Syst.  297;  spez.  Fall  der  Göpelschen  Syst.  299; 

Fall  p  =  2  888;    Rosenhainsches  Syst.  888;    die  zu  syzyg.   Gruppe  gehör. 

Syst.  von  Th.  Char.  gl.  Char.  308;  Überg.  von  einem  Syst.  von  Th.Char. 

zu  einem  anderen  durch  lin.  Transf.  und  Addit.  einer  Th.  Char.  804;  spez.  Fall 

der  Göpelschen  Syst.  804. 
Syzygetische  Gruppe  von  Per.  Char.  295,  878;  die  zu  einer  —  geh.  Syst.  von 

lauter  ger.   und  unger.   Th.  Char.   808;   —  Per.  Char.  244,  875;  Invar.  bei 

lin.  Transf.  254;  —  Th.  Char.  258;  Invar.  bei  lin.  Transf.  und  Addit.  einer  bei. 

Th.  Char.  254;   Char.  einer  Summe  syzyg.  Th.  Char.  255;   —  Untergruppe 

292,  878. 

Thetacharakteristik  (Th.  CThar.)  80,  247,  878;  lin.  Transf.  247;  gerade  u.  unger. 
Th.  C^har.  250;  wesentl.  unabh.  Th.  Char.,  wesentl.  Komb,  von  Th.  Char. 
258,  879;  Symbol  |  e,  ij,  1:  |,  Syzyg.  und  azyg.  Th.  Char.  258;  siehe  auch  Fun- 
damentalsystem, System,  Zerlegung. 

Thetafunktion  einer  Veränd.,  Eigensch.  5;  Best,  durch  diese  6;  Verschvrinden  8; 

—  von  p  Veränderl.,  Eigensch.  28;  Best,  durch  diese  25;  Verschwinden  27; 

—  mit  Charakteristik  80;  Eigensch.  82;  Best,  durch  diese  84;  —  n^  Ordg. 
89;  Darst.  durch  gewöhnl.  Thetaf.  40;  Anz.  der  linearunabh.  40;  Verschwin- 
den 41;  —  mit  halben  Char.  289;  Eigensch.  240;  —mit  r^*  Chwr,  370; 
Eigensch.  871;  Überg.  zu  den  Thetaf.  mit  halben  Char.  404;  —  mit  Drittel- 
char.  und  einer  Veränderl.  890;  —  höherer  Ordg.  mit  halben  Char.  857; 
Anz.  der  linearunabh.  ger.  und  unger.  861;  Darst.  durch  die  gewöhnl. 
Thetaf.  mit  halben  Char.  406. 

Thetareihe,  einfach  unendl.,  Eonverg.  3;  an  der  Grenze  der  Eonv.  190;  p-fach 

unendl.,  Eonverg.  10;   Umform,   durch  Einf.  neuer   Summationsb.   in   eine 

Thetar.  65;  in  ein  Prod.  von  Thetar.  mit  versch.  Mod.  77;  mit  gl.  Mod.  einf. 

90;  der  spez.  Fall  ganzz.  Eoeff.  84;  Umf.  durch  die  Fouriersche  Formel  der 

unendl.  Thetar.  96;  der  jp-fach  unendl.  105. 
Thetarelationen  im  Falle  p^l  881;  im  Falle  |)»2  840;  Vergl.  mit  den  Bed. 

einer  orthog.   Substit.  844;  im  Falle|)>8   855,  362;   zw.  Thetaf.  mit  f^ 

Char.  389;  zw.  hyperell.  Thetaf.  468.     "~ 
Tetraederirrationalität,  —Substitutionen  896. 
Teilungsproblem  spezielles  409. 
Transformation  der  Perioden  128;  ordin.  und  singul.  (Humbert)  180  Anm.;  ganz- 

zahl.,  lin.,  Grad  od.  Ordg.,  Charakteristik  181;  Traneformationszahlen,  Bed. 
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bei  ordin.  Tr.  131,  187;  Detenn.  u.  Unterdeterm.  ders.  187;  Ander,  des 
Periodenparallelotops  bei  Tr.  138;  Zasammens.  von  Tr.  142;  identische  Tr. 
144;  inverse  Tr.  145;  Zus.  einer  ganzz.  lin.  Tr.  aus  den  ip(9p+t)  ele- 
mentaren Ä^  JB  ,  (7^,  Dgg  153;  Red.  dieser  auf  weniger  154;  ganzz. 
nichtlin.  Tr.,  äquival.  Tr.,  äasse,  Repräsentanten  156;  supplem.  Tr.,  MultipL, 
Divis.,  Zus.  einer  nichtganzz.  aus  der  Div.  u.  einer  ganzz.  194;  Erazer- 
Prymsche  elementare  Tr.  198. 

Transformation  der  Thetaf unktionen ,  Zus.  der  Arg.  u.  Mod.  d.  ursprfingl.  u.  d. 
transf.  Thetaf.  141;  Zus.  der  ursprüngl.  u.  d.  transf.  Thetaf.  für  ganzz.  Tr. 
164;  fOr  ganzz.  lin.  Tr.  172;  spez.  Fall p^l  188;  —  der  Thetaf.  mit  halben 
Char.  407;  —  prinzipale  der  Thetaf.  einer  Ver.  211;  mehr.  Ver.  221. 

Transformationskonstante  im  Falle  ganzz.  lin.  Tr.  fOr  belieb,  p  181 ;  fOr  p  »  1  188. 

Transformationsproblem,  spezieUes  409. 

Transformationszahlen,  Bed.  bei  ordin.  Tr.  131, 137;  ihre  Determ.  und  Unterdet  137. 

Überschuß  eines  Punktsjst.  I.  G.  416. 

Umkehrproblem  441. 

Unabhängige  Periodensysteme  110;  —  Per.  Char.  244,  374;  —  Th.  Char.  253,  379. 

Uneigentliche  Per.  Char.  244,  374. 

Ungerade  Th.Char.,  Anz.  250;  Darst.  durch  die  Th.  Char.  eines  F.S.  286;  Best, 
der  Anz.  der  in  einem  Syst.  von  Th.Char.  vorkomm.  297;  spez.  Fall  der 
Göpelschen  Syst.  300;  Fall|>=:2  838;  die  zu  einer  syzyg.  Gruppe  gehör. 
Syst.  von  lauter  unger.  Th.  Char.  308. 

Yerbundene  Punkte  der  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  450. 
Vollständige  Thetaprodukte  389,  391,  399,  405. 
Vollständiges  Punktsystem  I.  G.  416. 

Weierstraßsche  Thetaformel  823;  Zus.   mit  den  Jacob,  und  Riem.  Thetaf.  823; 

Histor.  325;  Verschied.  Ableitungsmeth.  326;  Erweiter,  auf  Prod.  von  mehr 

als  4  Thetaf.  327;  Verallgem.  fär  jp  >  1  815,  828. 
Wendepunkte,  Wendepunktlinien,  Wendepunktdreiecke,  Wendetangenten  einer 

Kurve  3.  Ordg.  394,  397. 
Wesentiiche  Kombinationen  gegeb.  Th.  Char.  253,  879. 
Wesentlich  unabhängige  Th.  Char.  253,  379. 
Wurzelfunktionen,  Zuordg.  zu  Thetaf.  436. 

Zerfallende  Thetafunktionen  27,  42,  476,  499,  500. 

Zerlegung  einer  Per.  Char.  in  zwei  Th.  Char.  255;  Anz.  der  Zerl.,  Eint  in 
3  Arten  256;  spez.  Fall  |>=»2  387. 
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Theorie  der  zweifach  unendlichen  Thetareihen 

auf  Grund  der  Riemannschen  Thetaformel. 

Von  Prof.  Dr.  Adolf  Krazer. 

[Vn  u.  66  S.]    gr.  4.    1882.    geh.  n.  «^  3.60. 

Diese  Arbeit  behandelt  den  speziellen  Fall  der  zweifach  unendlichen  Theta- 
reihen. Von  der  Riemannschen  Thetaformel  ausgehend,  wird  zunächst  das  diesem 
Falle  entsprechende  System  linearer  Gleichungen  aufgestellt  und  eingehend  unter- 
sucht. Es  ergeben  sich  dabei  zwei  eigentümliche  Systeme  von  je  vier  Charakteristiken, 
die  als  Vierersysteme  erster  und  zweiter  Art  bezeichnet  werden,  und  von  denen 
später  das  erste  zu  den  (xöpelschen,  das  zweite  zu  den  Bosenhainschen  Formeln 
hinüberleitet.  Durch  Spezialisierung  der  in  dem  erwähnten  Systeme  linearer 
Gleichungen  vorkommenden  Größen  wird  hierauf  die  Fundamentalformel  für  die 
ganze  Theorie  abgeleitet,  und  es  treten  dabei  zugleich  auf  natürliche  Weise 
gewisse  Systeme  von  je  sechs  Charakteristiken  hervor,  die  als  Rosenhainsche 
Sechsersysteme  bezeichnet  werden.  Die  weitere  Untersuchung  liefert  dann  auf 
Grund  einer  vollständig  willkürlichen  Anordnung  der  sechs  ungeraden  Charakte- 
ristiken die  sämtlichen  in  der  Fundamentalformei  enthaltenen  Thetarelationen  in 
allgemeinster  Gestalt.  Es  zeigt  sich  bei  dieser  Behandlung  ein  vollständiger 
Parallelismus  zwischen  den  Untersuchungen  von  G^pel  und  Kosenhain,  und  es 
wird  so  erst  eine  einheitliche  Theorie  dieser  Thetarelationen,  ein  Einblick  in 
ihre  Strukturverhältnisse  imd  ihre  Abhängigkeit  voneinander  gewonnen. 


Neue  Grundlagen 
einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen. 

Von  Prof.  Dr.  A.  Krazer  und  Prof.  Dr.  F.  Prym. 

Kurz  zusammengefaßt  und  herausgegeben  von 
Prof.  Dr.  A.  Krazer. 

[Xn  u.  133  S.]     gr.  4.     1892.     geh.  n.  A  7.20. 

Die  vorliegende  Arbeit  besteht  aus  zwei  selbständigen  Teilen,  von  denen 
der  erste  den  Titel :  ,,Theorie  der  Thetafunktionen  mit  rationalen  Charakteristiken'^ 
der  zweite  den  Titel:   „Theorie  der  Transformation  der  Thetafunktionen'^  fahrt. 

Den  Mittelpunkt  des  ersten  Teiles  bildet  eine,  als  „Fundamentalformei  der 
Theorie  der  llietafunktionen  mit  rationalen  Charakteristiken'^  bezeichnete  Theta- 
formel von  sehr  allgemeinem  Charakter,  zu  der  die  Verfasser  gelangten,  indem 
sie  sich  die  Aufgabe  stellten,  die  allgemeinste  Thetaformel  aufzufinden,  welche 
dadurch  erhalten  werden  kann,  daß  man  in  der  ein  Produkt  von  n  Thetafunk- 
tionen mit  verschiedenen  Parametern  darstellenden  np -fEkch  unendlichen  Reihe 
an  Stelle  der  bisherigen  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Sub- 
stitution neue  Summationsbuchstaben  einfuhrt.  Diese  Formel  aufzustellen  und  aus 
derselben  eine  größere  Anzahl  f&r  die  Theorie  und  Anwendung  wichtiger  spezieller 
Formeln  abzuleiten,  bildet  den  Gegenstand  der  Untersuchungen  des  ersten  Teiles. 

Der  zweite  Teil  enthält  die  voUsiAndi^  Lösung  des  allgemeinen  Trans- 
formationsproblems der  Thetafunktionen.  Dieselbe  wird  dadurch  erreicht,  daß 
man,  unter  Anwendung  des  Prinzips  der  Zerlegung  einer  Transformation  in 
mehrere,  die  Lösung  des  allgemeinen  Transformationsproblems  reduziert  auf  die 
Lösung  einer  geringen  Anzahl  einfacherer  Transformationenprobleme,  welche 
mittelst  direkter  Methoden  behandelt  werden  können.  Die  hierbei  zu  Grunde 
liegende  Zerlegung  der  allgemeinen  Transformation  wurde  aber  erst  möglich, 
nachdem  der  Segriff  der  Transformation  in  der  Art  erweitert  worden  war,  daß 
man  für  die  eine  Transformation  charakterisierenden  4|}'  Zahlen,  die  bis  jetzt 
stets  als  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  wurden,  auch  gebrochene  Zahlen  zuließ. 
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Untersuchungen  Über  Thetafunktionen 

Von  der  philosophischen  Fakultät  der  Universität  Gottingen  mit  dem 

Beneke- Preise  für  1895  gekrönt  und  mit  Unterstützung  der  Eonigl. 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  daselbst  herausgegeben 

von  Prof.  Dr.  Wilhelm  Wirtinger. 

[Vm  u.  125  S.]     gr.  4.     1895.     geh.  n.  A9.— 

Diese  Schrift  hat  zum  Gegenstände  die  genauere  Untersuchung  der  Be- 
ziehung der  allgemeinen  Thetafunktionen  zu  den  algebraischen  Funktionen  und 
ihren  Integralen.   Sie  zerfällt  in  zwei  Teile,  von  denen  der  erste  den  allgemeinen, 

von   -~^  ~  Parametern  abhängigen  Thetafunktionen  gewidmet  ist,  während  der 

zweite  eine  spezielle  E[la8se  behandelt,  welche  jedoch  von  3p  Parametern  ab- 
hängt und  daher  allgemeiner  ist  als  die  nur  von  Sp — 3  Parametern  abhängige, 
von  Riemann  behandelte  Klasse. 


Theorie  der  Riemannschen  Thetafunktion. 

Von  Privatdozent  Dr.  Georg  Rost. 

[IV  u.  66  S.]     gr.  4.     1901.     geh.  n.  A  4.— 

Die  vorstehende  Arbeit  bezweckt,  die  in  der  Theorie  der  Riemannschen 
Thetafunktion  noch  vorhandenen,  nicht  unwesentlichen  Lücken  auszuf&llen. 
Zunächst  wird  im  ersten  Abschnitte  die  Theorie  der  algebraischen,  in  einer  all- 
gemeinen Riemannschen  Fläche  T  einwertigen  Funktionen  so  weit  entwickelt, 
als  es  für  die  Theorie  der  Thetafunktion  erforderlich  ist.  Der  Verfasser  beschränkt 
sich  dabei  nicht  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen  mit  nur  einfachen  Unend- 
lichkeitspunkten, er  behandelt  vielmehr  den  allgemeinsten  Fall  und  gelangt  da- 
durch zu  Resultaten  von  unbeschränkter  Gültigkeit.  Durch  Einführung  des  Be- 
griffes „Rang  eines  Punktsystems''  gewinnt  die  Darstellung  der  Theorie  eine 
ungemein  übersichtliche  Gestalt.  Im  zweiten  Abschnitte  wird  dann  die  eigentliche 
Theorie  der  Riemannschen  Thetafunktion  in  abschließender  Weise  entwickelt. 
Auf  Grund  der  Erkenntnis,  daß  Punktsysteme  von  speziellem  Charakter  auftreten 
können,  gelingt  es  dem  Verfasser,  den  von  Riemann  aufgestellten,  die  Darstellung 
von  Eonstantensystemen  durch  Summen  allenthalben  endlicher  Integrale  be- 
treffenden Sätzen  eine  korrekte  Fassung  zu  geben.  Auch  wird  für  die  von  Rie- 
mann aufgestellten  Deriviertensätze  zum  ersten  Male  ein  einwandfreier  Beweif 
geliefert.  In  den  am  Schlüsse  der  Arbeit  befindlichen  Anmerkungen  werden  die 
im  Haupttexte  entwickelten  Theorien  durch  Beispiele  erläutert  und  die  Arbeiten 
der  Vorgänger  einer  eingehenden  Kritik  unterzogen. 
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